MISCELANEA MATEMATICA 31 (2000) 61-105 SMM @

La Logica Matematica en el Siglo XX

Carlos Torres Alcaraz
Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias
Universidad Nacional Auténoma de México

México

cta@lya.fciencias.unam.mx

La légica formal tiene una larga historia que se remonta a la Grecia
antigua. Objeto de largos periodos de olvido, todo parecia indicar, co-
mo lo dijera Kant en un célebre pasaje de la Critica de la razén pura,
que tras la intervencién de Aristételes poco o nada quedaba por hacer
en ella'. Nada m4s alejado de la verdad. Como prueba, el siglo XX
nos revelé un mundo en el que en vez de la fria silogistica encontramos
una diversidad de nuevas teorias jamds imaginadas por Kant y sus con-
temporaneos. Sin lugar a dudas, una de las causas de tal florecimiento
fue la incorporacion de la légica a las matematicas, con la consiguiente
adopcion de sus métodos y procedimientos: una fuerte simbolizacién,
el uso de conceptos mediante definiciones, novedosos métodos de prue-
ba y el recurso al método axiomatico. La légica se matematizo, sobre
todo en los trabajos de Bertrand Russell, Leopold Lowenheim y David
Hilbert, y con ello ambas disciplinas se enriquecieron.

Y si bien en un principio el interés de esta naciente disciplina se cen-
tro esencialmente en el problema de los fundamentos de la matematica,
en donde logrd sorprendentes resultados, hoy en dia desborda con mu-
cho esa esfera, y se desarrolla basicamente en cuatro direcciones: la
teoria de la demostracidn, la teoria de modelos, la aritmética recursiva
y la teoria de conjuntos, con todas las reservas que un intento clasifica-
torio de esta naturaleza merece.

'« Que la l6gica ha tomado este camino seguro desde los tiempos més antiguos
es algo que puede inferirse del hecho de que no ha necesitado dar un paso atrés desde
Aristételes [...]. Lo curioso de la logica es que tampoco haya sido capaz, hasta hoy,
de avanzar un solo paso. Segun todas las apariencias se halla, pues, definitivamente
concluida>>. Kant, CPR, BVIIIL.
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En este trabajo me propongo resefiar algunos resultados significa-
tivos que daran una idea de lo acontecido en esta disciplina en el siglo
XX. Obviamente, por razones de espacio me he limitado a aquellos
logros que considero de mayor relevancia, sin que ello signifique que
veo con desdén muchos otros que merecidamente deberian figurar en
un trabajo de mayor extension. Mi propésito es tan sélo ofrecer un
panorama de un vasto territorio que no puedo describir en su totalidad
en un espacio tan reducido. Muchos temas se omitieron por comple-
to, como por ejemplo las légicas no clasicas, la légica intuicionista, el
analisis constructivo y las pruebas de consistencia para fragmentos de
la matematica clasica. Incluso en las dreas que menciono no tengo la
pretension de decir todo lo que fue importante. M4ds bien la seleccién
estuvo influenciada por mis preferencias y por la elegancia o simplicidad
de los temas escogidos. Un caso aparte lo constituyen la teorfa de con-
juntos y todo lo relativo a las ciencias de la computacién, temas de los
que poco hablaré en virtud de que en este mismo nimero de Misceldnea
Matemdtica el lector encontrard trabajos dedicados en exclusiva a estas
disciplinas.

Como punto de partida, en los apartados §1 y §2 expongo las no-
ciones y resultados basicos de la légica y el calculo de predicados, sus-
trato comin a todos los desarrollos subsiguientes.

1 Ldgica de proposiciones y légica de
predicados.

Aunque desde el siglo XIX va se contaba con el dlgebra de la logica de
George Boole y la teoria de la cuantificacién de Gottlob Frege, una de
las primeras tareas de la 16gica en el siglo XX fue elaborar un cdlculo
adecuado para la deduccién 1égica. Para ello, fue necesario precisar
un lenguaje de ficil manejo y abordar las cuestiones de consistencia,
completud e independencia de los sistemas axiomaticos.

Un rasgo de la légica matemadtica en el siglo XX es el uso de letras
y combinaciones de letras para representar proposiciones. Estas le-
tras, que hacen las veces de variables proposicionales, son su verdadero
objeto de estudio, ¥ no las proposiciones reales que supuestamente rep-
resentan.

En la légica de proposiciones una proposicién se define como una
variable p, g, r,... (con o sin subindices) o alguna de las combina-
ciones Kno P>, K Py(Q>, < Po@>, <siP entonces Q> y
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LPsiy s6lo si (>, donde P y Q) representan proposiciones.

Si bien en el siglo XX se adoptaron distintas notaciones para los
conectivos légicos Kno>, Ky>>, Ko, Kimplica> v <si y sélo s>,
todas ellas comparten la cualidad de seguir un orden lineal (a diferencia
de Frege, que utilizaba esquemas bidimensionales). En la siguiente
tabla presentamos los simbolos mas frecuentes.

Equivalente en Russelly  Hilbert y Notacién Escuela de Otras

espafiol Whitehead Ackermann polaca Miinster  notaciones
pPy4q P q peq Kpq PAg g
pog pVyg pVgq Apq pVg p+tq
Si p entonces ¢ pDq p—=q Cpq p—q p=>q
no p ~p p Np P p's—p,—p
psiysdlosig p=gq pP~q Epq p+—q p &g

Légica proposicional.

Estrictamente hablando, la ldgica proposicional es aquella parte de la
légica que trata con argumentos cuya validez s6lo depende del modo
en que las proposiciones se combinan mediante los conectivos, no de su
estructura interna. Por ejemplo, el argumento

pvVg,p—r,q—s
rVs

es valido independientemente de la estructura interna de las proposi-
ciones p,q,r y s. La teoria semdntica de la légica proposicional exige
que cada proposicion sea verdadera o falsa. Por tanto, las variables
proposicionales s6lo pueden adoptar dos valores, que por comodidad
denotamos con 1 y 0 y denominamos valores de verdad. Dada un
proposicién compuesta, podemos determinar el valor de ésta a par-
tir del valor de las variables que la integran, conforme a las siguientes
tablas para los conectivos, conocidas como tablas de verdad ?:

Plgq| P |PANg|pVg|p=2rqg|ps—ygq
1{1|o0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
011] 1 0 1 1 0
0l0] 1 0 0 1 1

.Cémo se determinaron las tablas? En general, analizando el uso
de los conectivos en el lenguaje ordinario, con la excepcién de la impli-
cacidn <—>, para la que el uso comin no era suficiente. En efecto,

2Quiz4 el lector est4 familiarizado con este método, desarrollado por Emil Post
y Ludwig Wittgenstein, y con nociones tales como las de tautologia y contradiccion.
Véase, Mendelson, 1979, cap. 1.
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éste nos dice que una proposicién verdadera no implica nada falso (lo
cual da cuenta de los dos primeros renglones de la tabla), pero no in-
dica qué ocurre cuando el antecedente es falso. La eleccién de la tabla
se hizo con base en la idea de que de una proposicién falsa se sigue
cualquier cosa, falsa o verdadera3.

La tabla de una proposicién formada con dos variables distintas
tiene cuatro renglones. Dado que en cada renglén podemos llenar la
casilla correspondiente con uno de dos valores posibles, es claro que
hay 2* = 16 funciones de verdad de dos variables. Generalizando este
resultado tenemos que para una proposicion compuesta por n variables
distintas hay 2" combinaciones de valores de verdad para sus compo-
nentes (verdadera = 1, falsa = 0), y que por lo tanto hay 22" funciones
de verdad de n argumentos. Este hecho posibilita el analisis exhaus-
tivo de las férmulas proposicionales mediante las tablas de verdad, y
es un rasgo distintivo de esta logica. En resumen, si denotamos con
V' al conjunto {1,0}, veremos que toda proposicién con n variables
proposicionales distintas se identifica con una funcion de verdad de V"
en V.

Entre las funciones de verdad, dos clases llaman la atencién: la de las
tautologias, cuyo valor es siempre 1, y la de las contradicciones, cuyo va-
lor es siempre 0. A la primera pertenecen todas aquellas proposiciones
que son verdaderas en virtud de su estructura, independientemente de
lo que pudieran significar, y son de especial interés para la légica. A la
segunda pertenecen aquellas proposiciones que son falsas al margen de
toda circunstancia.

En general el comportamiento de las funciones de verdad corres-
ponde al de un dlgebra de Boole y han sido utilizadas con éxito en el
disefio de circuitos eléctricos, donde cada letra representa un interrup-
tor eléctrico, y los valores 1 y 0 indican simplemente si el interruptor se
encuentra cerrado (pasa corriente) o abierto (no pasa corriente). Esto
ultimo nos deja ver que los valores 1 y 0 asignados a las letras p,q,r,
etc. son objetos abstractos y no “la verdad” y “la falsedad”.

3En el lenguaje coloquial hay un uso que respalda esta eleccién. Por ejemplo,
cuando queremos ridiculizar las hipétesis en que se basa un argumento, calificindo-
las como “falsas”, decimos “Si, claro, si mi abuelita tuviera ruedas, seria bicicleta”,
dando a entender que de algo falso se sigue cualquier cosa.
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Calculo proposicional de Hilbert y Ackermann.

Pasemos de la teoria seméntica a la teorfa sintdctica de la légica proposi-
cional. En este dominio uno de los primeros objetivos fue desarrollar un
cdlculo deductivo para probar tautologias. Para ello fue necesaria una
definicién sintéctica de lo que es una proposicién, seleccionar ciertas
proposiciones como axiomas y establecer reglas de inferencia también
sintacticas conforme a las cuales procede la deduccién l6gica.

Aunque desde Frege se conocia un cuadro de axiomas consistente y
completo para las tautologias, en esta ocasién hemos seleccionado, con
leves modificaciones, el sistema axiomdtico HA de Hilbert y Wilhelm
Ackermann para la légica de proposiciones (1928)%.

Denotemos con Ly 4 el lenguaje indicado al comienzo de §1, con la
salvedad de que sélo se consideran los conectivos = y V (los otros se
puede definir con base en ellos)®.

Los axiomas del sistema son todas las férmulas con alguna de la
siguientes formas:

1) (AvA)— A 2) A—>(AVB)
3) (AvB)—> (BVA) 4) (B>C)—((AVvB) = (Av()).

La tnica regla de inferencia es modus ponens: de Ay A — B se
infiere B.

En este contexto una prueba es una sucesién finita de férmulas ca-
da una de las cuales es un axioma, o se infiere por modus ponens de
férmulas anteriores a ella en la sucesién.

Consistencia y completud.

Con el método de las tablas de verdad no es dificil comprobar que
todos los axiomas son tautologias, y que si A y A — B son tautologias,
entonces B también lo es, de donde se sigue que todas las proposiciones
demostrables en HA son tautologias.

Esto significa, por ejemplo, que p A —=p no es derivable en H A, pues
no es una tautologia. Es mds, dado que la negacién de una tautologia

1V. Hilbert y Ackermann, 1928, §10.
°En este sistema los conectivos A, =+ y «— se pueden definir con base en el
conjunto {—,V} como sigue:

A— D Zdes -AVB;AAB Zdef —l(—lAVB) y A« B Sdef (A — B)A(B - A).
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es una contradiccién, resulta que si una proposiciéon A es derivable en
H A, su negacién —A no es derivable, por lo que el sistema axiomatico
se dice que es consistente (es imposible derivar en él una férmula y su
negacién).

Aun més notable es el hecho de que el reciproco del enunciado an-
terior también es cierto: todas las tautologias son demostrables en H A,
es decir, HA es completo respecto a las tablas de verdad. Esto lo de-
mostré Emil Post en 1921 para el sistema de Russell y A.N. Whitehead
de Principia Mathematica, €l cual resulta equivalente.

Otra propiedad interesante del sistema H A, conocida como teorema
de la deduccion, fue demostrada por Jacques Herbrand en 1930: si al
anadir una proposicién A a los ariomas de HA se puede inferir una
proposicién B, entonces la proposicion A — B es derivable en HA.

Métodos de decision.

Las tablas de verdad proporcionan un procedimiento mecanico para de-
cidir si una proposicién es una tautologia o no. Dado que las proposi-
ciones derivables en HA coinciden con las tautologias, se sigue que
las tablas de verdad constituyen un procedimiento de decision para la
demostrabilidad en HA, lo cual se expresa diciendo que HA es de-
cidible. Como veremos, esta propiedad no la comparten otros sistemas
axioméaticos mas complejos que éste. De hecho, el problema de la de-
cisién se convirtié en un tema de intensa investigacién en el siglo XX,
y lo podemos resumir asi: dado un conjunto de aziomas y reglas de
inferencia, determinar un procedimiento mecdnico para decidir si una
férmula de su lenguaje es deducible o no de los aziomas.

Légica de predicados.

La ldgica de predicados es aquella parte de la logica que trata con argu-
mentos cuya validez no sélo depende del modo en que las proposiciones
se combinan mediante los conectivos, sino de su estructura interna, y
es una extension de la légica de proposiciones. Por ejemplo, el siguiente
argumento no se puede justificar con base en la tablas de verdad®:

Todos los hombres son mortales, Sdcrates es un hombre
Sécrates es mortal

6La representacién de este argumento en la lgica proposicional es demasiado
simple para dar cuenta de él: 24
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Para expresar la estructura interna de las proposiciones, en el siglo
XX se introdujeron, ademds de variables y constantes para individuos,
los cuantificadores existencial y universal. En la siguiente tabla presen-
tamos los simbolos mas frecuentes para estos operadores:

Equivalente en espaiol  Russell y  Hilbert y  Kleene Otras
Whitehead Ackermann notaciones
Para todo z, p() (z)p(x) (z)p(z)  Vap(z) Aep(),]l, p(z)

Existe un z tal que p(z) (3z)p(z) (Ex)p(z) Tzp(x) V.p(x),>_ p(z)

Con esta notacién podemos expresar el silogismo anterior asf:

Vz(h(z) = m(x)), h(s)
m(s)

La semantica de la l6gica de predicados es mucho més compleja y menos
satisfactoria que la de la légica de proposiciones. Como su nombre lo
indica, en ella las proposiciones se analizan en sujeto y predicado, donde
el término predicado lo utilizamos en un sentido general hasta abarcar
no solo propiedades de individuos, sino propiedades de conjuntos finitos
y ordenados de individuos, como cuando se dice <6 es el minimo comiin
multiplo de 2 y 3>.

Para representar predicados la nueva légica se valié de la notacién
funcional f(x), g(z,y), h(z,y, z), etc. para funciones de uno o més ar-
gumentos. Esta notacion, tomada del andlisis por Frege, se extendid
rapidamente a principios del siglo XX y desde entonces se utiliza para
denotar funciones proposicionales, es decir, funciones que tiene como
dominio un conjunto de individuos y como iméagenes proposiciones acer-
ca de dichos individuos. Por ejemplo, podemos representar la relacién
<z es el minimo comiin miltiplo de y y 2> con una funcién m(z, y, z)
de tres argumentos, de modo que la proposicién < 6 es el minimo comun
miltiplo de 2 y 3>> se escribe m(6,2,3)". Esta notacién trajo consigo
un cambio significativo, y pronto mostré su eficacia en el anélisis de la
estructura logica de las teorias matematicas.

En la teoria semdntica de la l6gica de predicados se supone dado
un conjunto U de individuos, denominado dominio de interpretacién.
Dado un predicado P(zy,...,z,) de n argumentos, una interpretacion
I de P es una asignacién P! de valores de verdad a todos los indivi-
duos de U". La idea es que un conjunto de individuos (ay,...,a,) de

"En la légica moderna la notacién funcional se utiliza también para representar
funciones en el sentido usual de la palabra, es decir, operaciones con individuos
(suma, producto, etc.). Por ejemplo, la suma de dos niimeros naturales a y b la
podemos representar con f(a,b),+(a,b), o incluso a + &, como es usual.
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U™ estd en la “relacién” P! si y sélo si P'(ay,...,a,) = 1. Las re-
glas que determinan el valor de verdad para las férmulas construidas
con los conectivos y los cuantificadores son obvias. En este contexto
decimos que una férmula es satisfactible sobre un dominio si hay una
interpretacién que la hace verdadera para algunos individuos.

Un problema que se presenta en este punto-es que cuando el dominio
U es infinito, no podemos generar todas las interpretaciones posibles de
un predicado P, de modo que el concepto de la totalidad de interpreta-
ciones permanece como algo impreciso. De hecho, en muchos casos al
establecer una interpretacion resulta imposible indicar para un predica-
do el valor de verdad correspondiente a cada conjunto de argumentos.

Lo anterior se debe a que, ademads de los conectivos, la logica de
predicados incluye los operadores V y 3 para expresar la universalidad
y la existencia. Cuando el dominio de interpretacion es finito, digamos

D = {di,...,dn}, el uso de los cuantificadores es en cierto sentido
superficial. Por ejemplo, podemos anadir al lenguaje constautes indi-
viduales a4, ..., a, para representar a los elementos de D, de modo que

VzP(x) sera verdadera bajo una interpretacién I si y sélo si la férmula
P(ay)A-- <A P(ay,) también lo es bajo I. En cambio, cuando el dominio
U es infinito no podemos hacer esto ultimo, y cabe la posibilidad de
que no podamos decidir si la propiedad P! es vdlida o no para todos
los individuos, o si lo es para alguno de ellos, es decir, no podamos de-
cidir si VxP(z) y 32P(x) son verdaderas o no. No obstante, la teoria
semantica de la logica de predicados pasa por alto tales dificultades, y
pretende que todas las férmulas cerradas (sin variables libres) tienen
sentido incluso cuando no hay manera de verificarlas.

El concepto de modelo.

La nocién semantica mas importante de la légica de predicados es la
nocién de modelo. De hecho, una rama de la légica matematica, la
teoria de modelos, se ocupa de ella con sorprendentes resultados. Intro-
ducimos el concepto en relacién al lenguaje de Hilbert y Ackermann,
que denotamos por Ly 4p.

El lenguaje Lyap es muy simple. Consiste en un conjunto infini-
to de variables individuales z, y, 2, x1, ¥1, 21,...; un conjunto infinito de
predicados F, G, H, F\, Gy, Hy,..., cada uno de los cuales tiene asociado
un numero natural llamado orden o grado del predicado (mimero de
argumentos), los conectivos = y V; los cuantificadores V (para todo) y
3 (existe); v los simbolos de puntuacién “)” y “(”.



LA LOGICA MATEMATICA EN EL SIGLO XX 69

Adicionalmente, el lenguaje puede contar con un conjunto de con-
stantes individuales tomadas del conjunto a, b, c,a;,by,c¢q,... y el sim-
bolo = para la igualdad (de grado 2).

Sea I una interpretacion de todos los predicados del Lyap. Con
base en la tablas de verdad y la idea de que una férmula VzA[3zA]
es verdadera en caso de que A lo sea para todos [algunos] elementos
de U, I determina un valor de verdad para todas las férmulas cerradas
(féormulas sin variables libres, o enunciados) de Lyap. En particular,
si todas las formulas de un conjunto de enunciados I' son verdaderas
bajo I, decimos que I es un modelo de T'.

A su vez, de una férmula A decimos que es wvdlida cuando es ver-
dadera bajo todas las interpretaciones de Ly 4p, €n cuyo caso escribimos
E A. Las férmulas vilidas son verdaderas en virtud de su estructura
l6gica, no por lo que pudieran significar.

Con base en estos conceptos la nocién de consecuencia logica se
definié asi: una férmula A es consecuencia ldgica de un conjunto de
férmulas ' si A es verdadera en todos los modelos de I (es decir, si A
es verdadera siempre que todos los elementos de I" lo son), en cuyo caso
se escribe I |= A3,

Las nociones de verdad y wvalidez son altamente no constructivas,
ya que en general no podemos decir si un enunciado es verdadero en
un dominio infinito, vy la nocién de “todos los dominios” no tiene un
sentido muy preciso. Esta fue una de las razones para desarrollar una
teoria sintdctica para la logica de predicados, en la que la prueba formal
adopté el mismo caracter constructivo que en el calculo proposicional.
De hecho, una de las conquistas mas grandes de la légica en el siglo
XX fue el establecimiento de un vinculo preciso entre la nocién de
prueba en una teoria formal, y la nocién de consecuencia logica. Esto
se logrd a través de la construccién de un calculo deductivo que es
consistente y completo respecto a la clase de la férmulas validas, hecho
que demostré Godel en 1930°. En el siguiente apartado mostramos, con

8En relacién a la nocién de consecuencia 16gica, las formulas validas son conse-
cuencia légica de cualquier conjunto de hipétesis I, incluyendo al conjunto vacio @.
Es por ello que se dice que su verdad es incondicionada. Por ejemplo, las siguiente
férmulas son validas: 3aVyH(z,y) » VydzH(z,y) y Yo F(x) +— -Jz-F(x); en
cambio, la reciproca de la primera de ellas no lo es: Vy3zH(x,y) - JaVyH(z,y);
piénsese en el siguiente ejemplo: si bien todos los individuos tienen un padre, no
hay un individuo que sea el padre de todos los demaés.

%La sintazis trata con la estructura formal de los lenguajes, y comprende nociones
tales como las de deducibilidad formal y consistencia. La semantica, por el contrario,
se refiere a la interpretaciéon o significado de los simbolos y comprende nociones
tales como las de satisfaccion, verdad y validez. Aqui, por conjunto de férmulas
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leves modificaciones, un sistema axiomatico para la légica (restringida)
de predicados debido a Hilbert y Ackermann.

Célculo restringido de predicados de Hilbert y Ack-
ermann (1928).

La formalizacién de la légica de predicados es andloga a la de la légica
de proposiciones: se seleccionan ciertas férmulas como axiomas y es-
tablecen reglas de inferencia.

Consideremos el lenguaje Lyap de la seccién anterior. Los axio-
mas del sistema HAP son los del calculo proposicional méas todas las
férmulas con alguna de la siguientes formas:

5) VvA(v) — A(t) donde A es cualquier férmula y ¢ un término
libre para v en A'°.

6) A(t) - JvA(v) donde A es cualquier formula y ¢ un término
libre para v en A. ‘

Las reglas de inferencia son el modus ponens y las siguientes reglas
para la introduccién de cuantificadores:

K — A(v)

. I A(v) = K
'K 5 VuA() 3

"3vA(w) 2 K

en ambos casos la variable v no figura libre en K.

No es dificil verificar que los axiomas son férmulas validas y que las
reglas de inferencia conservan la validez, de donde se sigue que todas
las formulas demostrables en HAP son vdlidas.

De lo anterior se sigue, por ejemplo, que Vy3IzH(z,y) —
JaVyH(z,y) no es derivable en HAP, pues no es valida. Dado que la
negacion de una férmula valida no lo es, resulta que si un enunciado
A es derivable en HAP, su negacién —A no es derivable, por lo que el
sistema axiomatico es consistente.

El teorema de la deduccion también se cumple para el sistema HAP,
aunque con algunas restricciones: si al anadir una proposicidn A a

consistente se entiende un conjunto de férmulas I' del que no es posible deducir
férmulas contradictorias, es decir, para el que no hay una férmula 4 tal que '+ A4

10Es decir, si ¢ es una variable, al sustituir ¢ en vez de v en la férmula A ninguna
de las presencias sustituidas esta dentro del alcance de un cuantificador en t. Por
ejemplo, z es libre para z en Iy F(z), pero no en V2G(z, z).
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los ariomas de HAP podemos inferir una proposicién B, entonces la
proposicion A — B es derivable en HAP siempre que en la derivacion
no hayamos aplicado ninguna de las reglas Iy o I3 respecto a una va-
riable que figure libre en A.

Finalmente, para obtener el cdlculo restringido de predicados con
igualdad debemos anadir a los axiomas anteriores ciertas férmulas cuya
presentacién diferimos hasta exponer una teoria formal para la aritmé-
tica.

Otras propiedades del sistema H AP seran expuestas en la siguiente
seccion.

2 Teoria de modelos.

El primer teorema importante en la teoria de modelos fue demostra-
do por Leopold Lowenheim en 1915; en él establece la posibilidad de
satisfacer en el dominio de los nimeros naturales cualquier enunciado
que sea satisfactible en un dominio infinito: s¢ un enunciado tiene un
modelo infinito, entonces tiene un modelo numerable''.

En 1920 Toralf Skolem generalizé este resultado. Por el cardinal de
un lenguaje L entendemos la cardinalidad del conjunto de simbolos de
L. Como los lenguajes para la légica de predicados siempre cuenta con
un conjunto numerable de variables, su cardinalidad es al menos ¥, (son
al menos numerables). Skolem demostré el siguiente teorema: si un
conjunto de enunciados pertenecientes a un lenguaje L (de cardinalidad
A) tiene un modelo infinito de cardinalidad o, también tiene un modelo
de cardinalidad B para todo nimero transfinito  que satisfaga A < 8 <
a (teorema de Lowenheim-Skolem).

Dado que la demostracién de este teorema dependia del polémico
axioma de eleccién, en 1922 Skolem ofrecié una prueba de un caso es-
pecial sin recurrir a dicho principio: si un conjunto de enunciados nu-
merable tiene un modelo infinito, entonces tiene un modelo numerable
(es decir, un modelo de cardinalidad Ny).

Una consecuencia de lo anterior es la llamada paradoja de Skolem.
Con base en un lenguaje numerable podemos formalizar un fragmento
T de la teoria de conjuntos y demostrar ahi el enunciado p que afirma
que el sistema R de los nimeros reales no es numerable (es decir, que
card R > Ry). Ahora bien, en caso de que T tenga un modelo (para lo
cual, como veremos, basta con que sea consistente) por el teorema de

11,5 infinitud se refiere a la cardinalidad del dominio D de interpretacién.
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Skolem sabemos de la existencia de un modelo numerable, digamos M.
iEn M, el enunciado p es verdadero, a pesar de que todo lo que hay
en M es numerable! Obviamente, se trata de un resultado adverso a
nuestras expectativas, no de una contradiccién. No hay inconsistencia
por lo siguiente: la proposicién que afirma que R es no numerable se
formaliza diciendo que <no existe una funcién f: 8 — N que sea
uno a uno>>. Como sabemos, en M hay un objeto del dominio D
que representa a los nimeros reales (digamos R'), otro que representa
a los nimeros naturales (digamos N'), y muchos otros objetos que
representan funciones. En este contexto decir que los reales no son un
conjunto numerable significa simplemente que no hay en M un objeto
que satisface la condicién de <ser una funcién uno a uno de R’ en
N'>, aunque fuera de M podamos ver que si existe tal funcién. La
moraleja es la siguiente: el teorema de Lowenheim-Skolem nos muestra
que ningin conjunto de enunciados en un lenguaje de primer orden
que tenga un modelo infinito es capaz de determinar el cardinal de sus
modelos: una limitacién del método axiomdtico y del poder expresivo
de esta clase de lenguajes'?.

En 1935 Alfred Tarski demostré una forma ascendente del teorema
de Léwenheim-Skolem: si un conjunto de enunciados pertenecientes
a un lenguaje L (de cardinalidad \ > Ny) tiene un modelo infinito,
entonces tiene un modelo de cardinalidad o para cada o > ).

Las dos formas del teorema de Teorema de Liwenheim-Skolem (as-
cendente y descendente) tienen notables consecuencias. La primera nos
muestra que una teoria puede tener modelos inesperadamente grandes,
y la segunda que puede tener modelos inesperadamente pequeiios. Co-
mo un ejemplo de lo primero consideremos los axiomas de Peano para
la aritmética de los nimeros naturales N. Conforme a la forma ascen-
dente del teorema de Lowenheim-Skolem, dicha teoria tiene modelos no
numerables. Tales modelos son conocidos como modelos no esténdar
para la aritmética. Un ejemplo de lo segundo es el modelo numerable
para la teoria de conjuntos recién mencionado.

El teorema de completud extendida.

Hacia 1930 las investigaciones en torno-a la sintaxis y la seméntica
de los lenguajes de primer orden habian avanzado lo suficiente como

12Un lenguaje de primer orden es aquel en el que la cuantificacién se limita a
individuos, no permitiéndose cuantificar conjuntos de individuos, relaciones o fun-
ciones.
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para precisar el vinculo entre la consistencia y derivabilidad formal por
una parte, y la consecuencia légica y los modelos, por la otra. Ese ano
Kurt Godel demostré el que quizé sea el resultado més importante de la
légica matemadtica en el siglo XX. Nos referimos al teorema de completud
eztendida, segun el cual todo conjunto de enunciados consistente es
satisfactible en el dominio de los ndmeros naturales (asumiendo que el
lenguaje es numerable)'3.

Lo sorprendente de este resultado es que establece un vinculo entre
una nocidn sintictica (la consistencia) y una nocién seméantica (la sa-
tisfactibilidad), mostrando que entre ellas reina una perfecta armonia.
Y si bien su demostracién no es constructiva (no indica cémo se cons-
truye el modelo), de él se siguen importantes consecuencias, como las
siguientes:

1) Un enunciado A es vdlido si y sélo si es vdlido en el dominio
de los numeros naturales (es decir, verdadero bajo todas las interpreta-
ciones sobre V).

2) Si un enunciado A no es derivable en HAP, entonces —A es
satisfacible en el dominio de los nimeros naturales (esto se debe a que
en tal caso A es consistente con los axiomas de HAP).

3) Si un enunciado A es inconsistente con los aziomas de HAP,
entonces A es derivable en HAP.

En efecto, al anadir A como axioma se obtiene un sistema incon-
sistente en el que toda férmula es demostrable, incluyendo a A. Por
tanto, por el teorema de la deduccién, -A — A es derivable en HAP
y por ende A (pues (mA — A) —» A es una tautologia). En breve:

4) Toda férmula vdlida de Lyap es derivable en HAP, es decir,
HAP es completo respecto a las férmulas validas (teorema de completud
semdntica).

Ademads de estos teoremas, Gédel demostré una extensién del teo-
rema anterior en que vincula las nociones de consecuencia logica y de-
ducibilidad a partir de hipdtesis:

5) Una férmula A de Lgap es deducible en HAP a partir de un
conjunto I' de hipdtesis si y solo si A es consecuencia ldgica de T.

De este modo, en la légica de predicados las nociones de <con-

secuencia légica’> y <deducibilidad formal>> coinciden plenamente.
Los légicos se refieren a la parte <si [ =pyap A, entonces ' - A>

13No se debe confundir este resultado con los teoremas de incompletud demostra-
dos por Godel en 1931 y que mds adelante veremos, quizd los mas celebrados en la
historia de la l6gica.
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como correccidn, y a la parte <si I’ Egap A, entonces I' - A>
como completud (seméntica). Otra consecuencia notable del teorema
de completud es el teorema de finitud o compacidad:

5) Un conjunto I' de enunciados tiene un modelo si y sdlo si todo
subconjunto finito I'y de I' tiene un modelo.

El primer matematico en demostrar este teorema para lenguajes no
numerables fue Anatoli Maltzev en 1941. Se trata de un resultado con
importantes consecuencias, como por ejemplo, la existencia de una ex-
tensién del sistema de los niimeros reales en la que se incluyen nimeros
infinitesimales, o la imposibilidad de caracterizar la nocién de orden
&z < y> entre nlimeros reales mediante un conjunto de axiomas!.

De algunas de estas cuestiones nos ocuparemos mas adelante.

3 La aritmética recursiva.

Tras pasar lista a los sustratos fundamentales de la 1égica en el siglo XX,
consideremos una de las ideas més importantes que se hicieron presentes
en este dominio. Nos referimos a la definicién por recurrencia, nocién
que se halla presente en las investigaciones en torno a los sistemas for-
males, el fundamento de las matematicas, la teoria de la calculabilidad,
el problema de la decisién y las ciencias de la computaciéon. Si bien
esta idea ya se encuentra en algunos trabajos de Richard Dedekind,
el primero en valorarla y desarrollarla plenamente fue Skolem en un
trabajo publicado en 1923 bajo titulo < Fundamentos de la aritmética
elemental por medio del método recursivo de pensamiento, sin uso de
variables aparentes sobre dominios infinitos>>. Dicho escrito marco el
inicio de una disciplina fundamental, comparable en importancia con
el algebra o la geometria, y que hoy en dia conocemos como teoria de
las funciones recursivas.

Por <método recursivo de pensamiento>>> Skolem entiende una for-
ma de razonamiento iterativo que marcha en paralelo con la induccién
matemadtica, y sobre cuya base pretende reconstruir la aritmética ele-
mental. Esta idea le sobrevino tras la lectura de Principia Mathematica
de Russell y Whitehead, como una reaccién a la teoria de tipos y la
teoria de la cuantificacién. Su intencién era abordar el problema del
infinito en matemadticas desde una perspectiva constructiva, valiéndose
de métodos tan seguros que nadie podria dudar de sus conclusiones, y

1475 imposibilidad de caracterizar el predicado < z < y >> para los nimeros
naturales se puede demostrar con el teorema de finitud para lenguajes numerables.
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evitando de paso el problema planteado por las paradojas de la teoria
de conjuntos.

Skolem procedié de manera informal, sin recurrir al método axio-
matico y evitando a toda costa la teoria de la cuantificacién (es decir,
el uso de variables aparentes sobre dominios infinitos, como reza el
titulo). Supone como entendidas las siguientes nociones: nimero na-
tural, sucesor de x, sustitucidn de iguales por iguales y modo recursivo
de pensamiento. De estas nociones sélo la tltima requiere explicacién.
Se trata de las pruebas por induccién matematica y las definiciones por
recursion, que podemos aclarar con un ejemplo. Supongamos que que-
remos definir la operacién suma de nimeros naturales. Podemos hacer
esto definiendo una funcién f de dos argumentos mediante el siguiente
esquema:

1) f(z,0)=12z (es decir, z + 0 = 7)
2) flz,sy) =sf(z,y) (es decir, z + sy = s(z + y))

donde las dos ecuaciones a la derecha son las mismas que las de la
izquierda, escritas en la notacién usual. Debemos entender este esque-
ma como un sistema de reglas que nos dicen cémo calcular la suma de
dos niimeros cualesquiera. Por ejemplo, para calcular la suma de 4 y 3
procedemos como sigue (recordando que 4 = ssss0 y 3 = sss0, donde
< sz>> simboliza al sucesor de z):

regla utilizada escritura abreviada
58850 + 5550 = 4+3=
s(ssss0 + ss0) = (2) s(4+2) =
ss(ssss0 + s0) = (2) ss(44+1) =
sss(ssssO0+0) = (2) sss(4+0) =
sss(ssss0) = (1) sss(4) =
55555550 substitucion de iguales 7

Una vez definida la suma, con su ayuda podemos definir recursivamente
el producto de dos nimeros naturales como sigue:

r-0=0; rT-8y=x-y+=zx
A su vez, con esta ltima funcién podemos definir la funcién exponen-

cial:

Notese que la posibilidad de iterar el procedimiento queda abierta en
todo momento, de modo que las funciones ya definidas sirven como base
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para generar nuevas funciones. Una caracteristica de estas funciones
es que solo se definen explicitamente para el primer nimero natural,
proveyéndose para los demdas nimeros una regla que permite calcular
el valor f(sx) en términos de f(z). De ahi el nombre de recursivas (es
decir, recurrentes, que vuelven atrds).

Funciones recursivas.

La importancia de las funciones recursivas deriva también de su relacién
con las nociones de algoritmo y procedimiento efectivo'®. De hecho, la
nocién de funcidn recursiva nacié del intento por hacer de la nocién
intuitiva de funcién calculable algo mas preciso.

En un sentido estricto, la clase de la funciones recursivas se de-
termina de la siguiente manera: primero, ciertas funciones iniciales,
consideradas como calculables de inmediato, son llamadas recursivas;
segundo, se especifica un conjunto de reglas para generar nuevas fun-
ciones recursivas a partir de las ya obtenidas. Las siguientes funciones
se suelen tomar como iniciales:

i)  C(x) =0 para toda z (funcién constante cero)
i) s(z)=z+1 (funcién sucesor)
i) Lip(z1,...,2T0) = T (funciones identidad, con ¢ < n)

A su vez, las reglas para generar nuevas funciones son las siguientes:

iv)  f(@1,...,20)=h(g1(T1,. -, Zn)s - - -, g 1, . . ., Tp)) (Sustitucion)
v)  f(Z1y.. o Tn, 0)=g(21,. .., Tn)
f(zy,. ., 2o,y + 1) =h(z1,...,Tn, ¥y, f(21,...,%s,y)) (recursion)
vi) Si g es una funcién de grado n + 1 tal que para todos los numeros
Ty, ...,Zp hay al menos un nimero y tal que g(z1,...,Zs, %) =0,y la
expresién < py{(g(z1,. .., 2n,y) = 0]>> denota al menor nimero y que
es un cero de la funcién, entonces la ecuacién

f(xl, . ,ZU”) = My[g(xl, .. 7xn7y) = O]

define una funcién de grado n (minimalizacién).

Una definicién estricta establece que una funcién aritmética es re-
cursiva si y sélo si se puede obtener a partir de las funciones iniciales
mediante un nimero finito de aplicaciones de las reglas (iv), (v) y (vi).

158j bien los algoritmos se habfan utilizado desde la antigiiedad (piénsese, por
ejemplo, en el algoritmo de Euclides para hallar el maximo comiin divisor de dos
mimeros), no fue sino hasta el siglo XX que se intent6 una definicion de este con-
cepto, y la aritmética recursiva resulté el instrumento adecuado.

3
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Ademds, si en el proceso de definicion sélo se utilizan las reglas (iv) y
(v), se dice que la funcién es recursiva primitiva (RP)'®.

Para concluir con esta seccion diremos tres cosas: primero, que no
es necesaria una teoria de las relaciones recursivas paralela a la teoria
de las funciones recursivas, pues una relacion aritmética R C N" es re-
cursiva cuando su funcién caracteristica lo es!”; segundo, que la teoria
de la division, la del maximo comun divisor y la de la descomposicién
en factores primos se mueve enteramente en el espacio de la aritmética
recursiva; v tercero, que todos los procedimientos de definicién de fun-
ciones calculables que se han intentado conducen a los mismos resulta-
dos, no conociéndose a la fecha ninguna funcién calculable que no sea
recursiva.

4 La aritmética de Peano.

Si bien la nocién de nimero natural es tan antigua como la matemaética,
el estudio critico de la misma no tuvo lugar sino hasta el ultimo cuar-
to del siglo XIX en manos de matematicos como Dedekind y Frege,
quienes intentaron una definicién légica de los nimeros naturales y una
prueba de la validez del principio de induccién. Casi al mismo tiempo,
Giuseppe Peano, siguiendo una linea de pensamiento mds cercana a la
matemaética, construyé un sistema axiomadtico para el sistema de los
numeros naturales, que dio a conocer en 1889. A diferencia de Frege y
Dedekind, Peano no intent6 definir los nimeros naturales ni probar la
validez del principio de induccién, sino que los postulé, estableciendo
de esta manera sus propiedades basicas. En el siglo XX sus axiomas
fueron la base de practicamente todas las investigaciones formales en
torno a la nocién de nimero natural. En lo que sigue exponemos un
conjunto de axiomas AP para los nimeros naturales que se convirti6 en
un estandar en el siglo XX, sobre todo a partir de los trabajos de Hilbert
en los afios veinte. Obviamente, el sistema se inspira directamente en
el de Peano, aunque con algunas modificaciones.

16No todas las funciones calculables son RP. Por ejemplo, se puede probar que
si a partir de la suma generamos una sucesién de funciones iterando repetidamente
la 1ltima funcién que se ha formado, de modo que a la suma le sigue el producto, a
éste la exponenciacidn, y asf sucesivamente, entonces la funcién f(i, z,y) cuyo valor
en (i,z,y) es el valor de la i-ésima funcién de la sucesién en (z,y), no es RP (el
ejemplo se debe a Roza Péter).

17La funcién caracteristica de R es la funcién Cr: N” — {1,0} tal que Cr(X) =0
siy sélosi X € R.
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El sistema AP para la aritmética de los nimeros
naturales.

El lenguaje L4p es muy reducido, sin simbolos de relacién, sélo una
constante 0>y tres simbolos de operacién: < s> (sucesor), < +>>
(suma) y <->> (producto). Por comodidad, en vez de escribir +(x, )
para la suma, escribiremos como es usual z + y, pudiéndose decir lo
mismo para el producto (notacién infija). El sistema de axiomas AP
es el siguiente:

Axiomas para la igualdad

r==x (Identidad)

=y — (A(x) = A(y)) (Axioma de Leibniz)
Axiomas aritméticos

—(sz = 0) (axiomas para el sucesor)
ST=8y—xr=y

r+0==x (axiomas para la suma)
T+ sy = s(z +y)

z-0=0 (axiomas para el producto)

T SYy=r-y+<zx
(A(0) AVz(A(z) —» A(sz)) > A(x) (axiomas de induccién)
Estos axiomas se utilizan como hipdtesis en el cdlculo de predicados

para deducir los teoremas aritméticos. Aunque en L 4p no hay simbolos
individuales para los nimeros naturales, éstos se representan mediante
las expresiones 50, ss0, sss0, etc. que por comodidad escribimos 1, 2, 3.
etc.; asimismo, aunque el lenguaje no tiene un signo para la desigualdad,
el predicado <z < y>> se puede definir como sigue:

T<Y=ges32(0(z2=0Az+2=y)

Pese a lo reducido de su lenguaje, el poder expresivo de AP es enorme,
pudiéndose traducir y probar en él una multitud de proposiciones rela-
tivas a los niimeros naturales, como por ejemplo, el teorema de Euclides
sobre la existencia de una infinidad de nimeros primos o el algoritmo
de la divisién'®. No obstante. y a pesar de lo satisfactorio que resulta el
sistema, por el teorema de Léwenheim-Skolemn sabemos de la existencia
de una infinidad de modelos no estdandar para AP.

18Del poder expresivo de AP hablaremos m4s tarde, cuando nos ocupemos de los
tecoremas de Godel, que ponen un limite al poder de representacién de este sistema
y similares.
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Representabilidad.

Si bien el lenguaje de AP carece notoriamente de signos de funcion. esta
deficiencia no es una seria amenaza para su poder expresivo. En este
sentido, en 1931 Godel demostré un resultado (conocido como lema de
la correspondencia) que pone en cvidencia la relacién existente entre el
sistema AP y la aritmética recursiva: todos los predicados y todas las
funciones recursivas son representables en AP.

Entre otras cosas, lo anterior significa que para toda relacion re-
cursiva R(z1,...,T,) existe en Lyp una férmula r(z;,...,2,) con n
variables libres tal que

si R(ki,...,ky). entonces AP F r(ky,....ky), ¥
si no_R(ki,. .., kn), entonces AP =r(ky,... k)

de modo que en AP tenemos una representacién exacta de las relaciones
numéricas que se dan en el ambito de la aritmética recursiva; en par-
ticular, la relacion y = f(x1,...,7,) es representable cuando la funcién
f es recursival®. Este resultado es fundamental para la demostracion
de los teoremas de incompletud de Godel que pronto veremos, v se
puede parafrasear asi: el sistema AP contiene una formalizacién de la
aritmética recursiva.

Antes de finalizar queremos senalar que junto con la teoria axio-
mitica de Zermelo Fraenkel (ZF'), la aritmética de Peano se encuentra
en la base de practicamente toda la matemdtica moderna, habiendo
sido estos dos sistemas los mas estudiados por la légica en el siglo
XX?0, Tras pasar una breve revista al programa de Hilbert volveremos
a ocuparnos de AP, pues los teoremas de Godel tratan basicamente de
sus propiedades y las de sus extensiones.

5 El programa de Hilbert.

En la década de los afios veinte el matematico aleman David Hilbert
sugirié un camino para resolver el problema de los fundamentos de la
matematica cldsica, de cara a las dificultades planteadas por las parado-
jas v la critica del intuicionismo. Su plan consistia en formalizar las

19L,a demostracién de Gédel sélo comprende relaciones recursivas primitivas, mas
es facilmente extensible a todas las demads.

20En cuanto a ZF el lector encontrara la informacién correspondiente en el
articulo sobre teoria de conjuntos en este mismo nimero de Misceldnea Matemdtica.
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teorias matemadticas en el célculo de predicados y probar ahi su consis-
tencia (principalmente la aritmética de los niimeros reales y la teoria
de conjuntos). Obviamente, la formalizacién deberfa ser completa, en
el sentido de que todo enunciado verdadero de la teoria se convirtiera
en una férmula demostrable en el sistema. Dado el caricter de la em-
presa, el cdlculo de predicados se ofrecia como el instrumento idéneo,
pues en €l los modos de inferencia son algo explicito y susceptible de
una investigacién concreta (recordemos que probar la consistencia de
un sistema axiomadtico es tanto como demostrar que de sus axiomas
no es posible deducir contradicciones). Para sacar adelante su proyecto
Hilbert creé una nueva teoria que denominé metamatemdtica, cuya fun-
cion seria establecer la consistencia de los axiomas por medio de una
investigacion de indole combinatoria. A diferencia de la matemdtica
formalizada, la metamatemadtica sélo recurriria a argumentos de corte
intuitivo mds estrictos incluso que los de Skolem, todos ellos referidos
a los signos y combinaciones de signos del sistema, no a su significa-
do?!. Este proyecto se conocié como programa de Hilbert, y tenia como
objetivo justificar el uso de las nociones y los métodos de la teoria can-
toriana de conjuntos en la matematica, asi como el uso de los métodos
de prueba no constructivos que derivan de la aceptacién indiscriminada
del principio del tercero excluido y la teoria de la cuantificacion??.

Como un subproducto del programa, Hilbert esperaba resolver el
mds ambicioso problema de la decisidn, consistente en hallar un algo-
ritmo para responder mecdnicamente a la pregunta de si una férmula,
escrita en los términos del lenguaje formal para la aritmética, se podia
o no inferir de sus axiomas?.

I Hilbert incluso llegé a bosquejar los métodos y procedimientos que él considera-
ba admisibles en una prueba de consistencia (él los llamé finitistas), aunque nunca
los definié con precisién. Para una explicacién mss detallada de la naturaleza de
los sistemas formales y de la metamatemaética, véase Hilbert 1922 o Kleene 1974.

?La matematica clsica acepta de manera indiscriminada el principio del ter-
cero excluido, con el cual se pueden demostrar enunciados existenciales de la forma
JzA(z) por reduccién al absurdo, es decir, mostrando que su negacién -3z A(x)
conduce a una contradiccién. El problema con este tipo de demostraciones es que
en ellas no se exhibe ningiin objeto con la propiedad A(z), sino que su existencia
se afirma de manera indirecta. Tales métodos no son aceptables en la matemética
finitista, donde, por ejemplo, para afirmar la existencia de una prueba lo que se
tiene que hacer es exhibir dicha prueba o indicar c6mo se le construye.

8Ya en 1900 Hilbert habfa expresado su confianza en que todo problema
matematico se puede resolver: <La conviccién en la resolubilidad de todo problema
matematico es un poderoso incentivo para el trabajador. Oimos en nuestro interior
la llamada perpetua: he ahi un problema. Busca sus solucién. La puedes encontrar
mediante la razén pura, pues en matematicas no hay ignorabimus [ignoraremos]>>.
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Estos dos problemas (el de la consistencia y el de la decisién) fueron
un poderoso incentivo a las investigaciones en siglo XX. Para Hilbert, la
solucién favorable del problema de la consistencia darfa fin al problema
de los fundamentos, pues en su opinién la no contradiccién es la tnica
condicién que podemos exigir a una teoria para que sea admisible en la
matematica, al margen de que sea descriptiva de algiin tipo de realidad,
concuerde con los datos provenientes de la experiencia, o sea util para
las otras ciencias.

Alrededor de 1930 el programa parecia marchar con paso seguro
hacia la consecucién de sus metas: se contaba con més de un sistema
formal para la matemaética cldsica (por ejemplo, Principia Mathemat-
ica de Russell y Whitehead, o la teoria axiomética ZF de Zermelo-
Fraenkel) y sus seguidores trabajaban en la biisqueda de una prueba de
consistencia para tales sistemas. Todo parecia ser cuestién de tiempo.
Para facilitar la tarea, en un principio se intentd probar la consistencia
de un sistema formal para la aritmética (basicamente el sistema AP)
a fin de poner a prueba los medios elegidos, e incluso ya se contaba
con una prueba de este tipo para algunos de sus fragmentos. Para en-
tonces, Kurt Godel era un estudiante de la Universidad de Viena que
preparaba su disertacién doctoral. Nadie imaginaba entonces que en
breve este joven académico mostraria que los principales objetivos del
programa nunca se lograrian.

6 Los teoremas de Godel.

Cerramos el recuento de los logros alcanzados durante el primer ter-
cio del siglo XX con los teoremas de Goédel. Estos resultados rednen
grandes atributos: profundidad, belleza, sobriedad e innovacién; con
ellos, Godel establece hechos de limitacién al método axiomatico y cir-
cunscribe lo que se puede esperar de él, fijando asi una base para la
critica filoséfica.

Hasta 1930 los matemaéticos creyeron posible formular un sistema
de axiomas consistente en el que, al menos en principio, se pudiera de-
mostrar la verdad o falsedad de todas las proposiciones matemadticas.
A esto correspondian las ideas de consistencia y completud en el pro-
grama de Hilbert. Godel demostré que dicha meta es inalcanzable y
algo mas: que las pruebas de consistencia suponen un creciente grado
de complejidad.

Esto sucedi6 en el Segundo Congreso Internacional de Matematicas, celebrado en
Paris.
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Estas conclusiones negativas representaron un enorme progreso tan-
to en la matematica como en la ciencia en general. Por decir lo menos,
estos resultados significaron para la 1égica un hallazgo tan importante
como el de las geometrias no euclidianas para la ciencia del espacio.

Godel dio a conocer sus teoremas en 1931, en un trabajo titula-
do < Sobre proposiciones formalmente indecidibles de Principia Mathe-
matica y sistemas afines >4, en el que puso en evidencia las enormes
dificultades que habria que remontar para llevar a cabo la empresa
hilbertiana, si es que esto era acaso posible. De entre las conclusiones
que alcanza las mas relevantes son las siguientes:

1) Si escogemos un sistema bien definido de axiomas y reglas de inferen-
cia en el que solo sean derivables férmulas aritméticas verdaderas,
siempre habri enunciados aritméticos de tipo elemental que son
indecidibles para el sistema (es decir, formulas aritméticas A tales
que ni A ni —A son deducibles de los aziomas)*®.

2) No es posible demostrar la consistencia de los aziomas dentro del
sistema mismo.

En otras palabras, dado un sistema de axiomas matemadticos que
contenga a la aritmética, siempre habrd enunciados que el sistema no
puede decidir, es decir, enunciados cuya verdad o falsedad no se puede
demostrar con base en los axiomas, siendo uno de ellos el que afirma
la consistencia del sistema. La demostracién que ofrece Gédel de estos
hechos es constructiva, en el sentido de que en ella indica cémo obtener
tales enunciados. La alternativa a esta situacion es que el sistema sca
inconsistente, en cuyo caso va nada importa.

Los descubrimientos de Godel significaron un duro revés a las pre-
tensiones de Hilbert: por una parte, la idea de un sistema que incluyera
toda la matematica no pasaba de ser una quimera, y por la otra, la posi-
bilidad de una prueba elemental de consistencia parecia desvanecerse.

Veamos, con algunos cambios en la notacién, la prueba heuristica

que ofrece Godel del primer teorema sin ninguna pretension de exacti-
tud. El primer paso es asignar nimeros a los simbolos. a las formulas

2 Principia Mathematica es el titulo de un libro de Bertrand Russell y Alfred
N. Whitehead, publicado entre 1910 y 1913 en dos tomos, en el que presentan un
sistema axiomatico para la matematica cldsica con base en la tcoria de tipos.

BPor «enunciados aritméticos de tipo elemental’> entendemos férmulas en las
que s6lo se hace referencia a las operaciones aritméticas de suma, producto y sucesor,
v en las que la cuantificacion solo se realiza sobre variables numéricas.
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y a las pruebas formales del sistema dado, digamos AP. Tras la asig-
nacion, las nociones y proposiciones metamatemadticas se convierten en
conceptos y enunciados aritméticos acerca de niimeros v sucesiones de
nimeros naturales, mismos que podemos expresar en el sistema. La
existencia de proposiciones indecidibles se prueba mediante una apli-
cacion del método diagonal de Cantor como sigue.

Enumérense las férmulas con una variable libre (por ejem-
plo, respecto sus numeros de Godel), formando una sucesién
Ai(z), As(x), ..., Ap(x),... y sea G(m) el enunciado metamatemstico
que afirma que A, (7) no es derivable en 4P. Podemos probar (de
facto, gran parte del trabajo de Gédel consiste en demostrar este he-
cho) que una de las férmulas A4, (z) define en el lenguaje de AP esta
propiedad, digamos la férmula Ag(z) (donde k es un niimero entero que
podemos calcular). Nétese que al sustituir & en vez de z la férmula re-
sultante Ay (k) afirma, bajo su significado intuitivo, lo mismo que G(k),
es decir, que la férmula A, (k) no es derivable en AP. En otras palabras,
Ax(k) afirma su propia inderivabilidad en AP. Si Ay (k) fuera derivable
en AP. entonces bajo su significado intuitivo seria verdadera v A, (k)
no seria derivable en AP, lo cual serfa absurdo, de donde resulta que
Ak (k) no es derivable en AP; mas de este tltimo hecho se sigue que la
férmula en cuestién es verdadera, pues eso es precisamente lo que ella

afirma.

A su vez, si A, (k) fuera derivable en AP, entonces 4 (k) seria falsa
bajo su significado intuitivo y por tanto derivable en el sistema, por lo
que éste no cumpliria la condicién de sélo probar enunciados verdaderos.
Como por hipétesis esto dltimo no sucede, la férmula — A, (k) tampoco
es derivable en AP. La conclusién es que ninguna de la férmulas A4, (%)

v —Ax(k) es derivable en el sistema.

Este razonamiento muestra una interesante analogia con las parado-
jas de Richard y del mentiroso. La aplicacién del método diagonal de
Cantor salta a la vista en la construccién de la férmula A, (k), donde
el argumento toma como valor el indice de la férmula.

La numeracién de Godel.

El método de asignacién de nimeros ideado por Godel tiene suficiente
importancia como para dedicarle algunas lineas. Tras su introduccion,
éste fue utilizado con éxito en muchas otras investigaciones l6gicas,
sobre todo en aquellas tendientes a fijar el alcance y poder expresivo
de las teorias matematicas.
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Aunque la idea de codificar las “cosas” en los nimeros ya se conocia
desde la introduccion del método de las coordenadas en el siglo XVII,
fue Godel quien introdujo esta practica en la l6gica matematica. El
resultado fue que el discurso metamatematico acerca del sistema se
transformo en un discurso aritmético, pudiéndose llevar de este modo
al interior del sistema axiomatico. Con su proceder pareciera suscribir
la regla de que las respuestas a los grandes problemas suelen resultar
de ideas muy simples.

En el caso del sistema AP la codificacién comienza cuando a cada
simbolo le asignamos un nimero. Una manera de hacerlo es la siguien-

te6:
Ol=Js|+| - |~ [Vv|V]3]l(|)]z]ly|ez|m|mn]|...
1|3|5|7|9! 1|13|15]17|19|21] 3]25|27‘|29{31|...

Llamemos h a esta correspondencia. Con-ella, a cada férmula co-
rresponde una sucesion de enteros. Por ejemplo:

féormula sucesion correspondiente
——— - ~ ~
—(sx =0)—~ 11,19,5,23,3,1,21

Ahora bien, para todo fin practico, a cada sucesion de simbolos con-
viene asignarle, en vez de una sucesiones de niimeros, un nico nimero
entero. Esto se puede hacer como sigue. Si F = s185...8, €s una
sucesion finita de simbolos de Lyp, el nimero de Gdédel de E es el
niimero g(E) = 2h(03h(2) _ ph™ qonde 2,3, ..., pm son los primeros
m nimeros primos dispuestos en orden creciente. Conforme al teorema
fundamental de la aritmética (segin el cual cada nimero natural se
puede descomponer en forma tinica como un producto de nimeros pri-
mos si ignoramos el orden), la funcién g asigna a cada expresién de L 4p
un nimero distinto. Ademds, dado el nimero g(E), es facil reconstruir
la expresién E a partir de él.

Repitiendo el procedimiento anterior podemos asignar a cada suce-
sién finita de férmulas (en general, de expresiones) S = E\, Es, ..., E,
de Lap un tnico nimero de secuencia v(S). Si ¢1,...,9n son los
numeros de Godel de las expresiones Ei,..., E,, entonces el nuimero
de secuencia de S es

¥(S) = 291392 . pin

26Recordemos que el lenguaje Lap para la aritmética de Peano consiste de los
siguientes simbolos: variables x,y,z, 21,41, 21, - . - ; conectivos = 'y V; cuantificadores
V y 3; igualdad =; una constante 0, simbolos para funcidn s (de grado 1), + y - (de
grado 2) y paréntesis ) y (.
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Este modo de proceder es aplicable a un amplia gama de lenguajes,
no sélo a aquellos relacionados con ia légica, v ha sido utilizado am-
pliamente en otros dominios, como, por ejemplo, las investigaciones en
torno a las maquinas de Turing y la teoria de algoritmos.

La prueba de Godel.

En el caso del sistema AP el método recién descrito permite asignar a
cada férmula y a cada prueba un 1inico niimero natural de modo que las
reglas sintacticas que describen la estructura del sistema (v. gr., aque-
llas que especifican cudles expresiones son férmulas y axiomas, como se
lleva cabo la inferencia l6gica, qué es una prueba, etc.) se convierten
en operaciones y relaciones aritméticas entre niimeros naturales®’. ;Se
pueden expresar estas propiedades en AP? Godel dedicé gran parte
de su trabajo a mostrar que si, valiéndose para ello de la aritmética
recursiva. Metddicamente, investigé una sucesiéon de 45 funciones y
relaciones recursivas primitivas, hasta probar que la relacion < x es el
nimero de secuencia de una prueba y z es el nimero de Godel de la
férmula que se prueba con z>>% es recursiva, y por tanto representable
en AR (v. §4).

Con esto Godel dispuso de los medios suficientes para demostrar el
primero de sus teoremas. Para ello definié un predicado P(x,y) con
la siguiente propiedad: dados dos niimeros h y k, P(h, k) es verdadero
si y sélo si k es el nimero de Godel de una férmula A(z) (cuya dnica
variable libre es x) y h es el nimero de secuencia de una prueba de
A(k). Godel demostré que este predicado es recursivo primitivo y por
tanto representable en AP mediante una férmula p(z, z).

Consideremos la férmula -3 zp(x, z) con nimero de Godel g, y susti-
tuyamos § en vez de la variable libre z, para obtener el enunciado de
Godel G =4y —Izp(x,7)*°. El primer teorema de incompletud de
GOdel establece lo siguiente:

27Debido a ello, al método se le conoce como aritmetizacion de la sintazis. Por
ejemplo, la propiedad <el simbolo v es una variable>> la podemos expresar, con-
forme a la correspondencia h, diciendo que < v es un nimero de la forma 2n + 1,
con n > 11>, y esta tdltima propiedad sé6lo alude a nociones numéricas.

28Fsta relacién la denotamos con PR(x,y) y nos habremos de referir a ella mas
adelante.

29Un cuidadoso examen de G nos hara ver que se trata de un enunciado autorre-
ferente, en el sentido de que en su lectura metamatematica afirma ser inderivable en
AP, al “decir”: en AP no hay una prueba de la férmula que resulta al sustituir en
la férmula g el numeral § en vez de la variable libre z. Al realizar las operaciones
indicadas en G, resulta que la férmula en cuestién es ella misma.
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1) Si AP es consistente, entonces G no es un teorema de AP.
2) Si AP es w-consistente, entonces ~G no es un teorema de AP,

La demostracién procede por contraposicién en un caso y por re-
duccién al absurdo en el otro, y tiene como base la representabilidad
de la aritmética recursiva en AP. En efecto, supongamos que AP es
consistente y que G si es derivable. En tal caso hay una prueba de la
férmula g, digamos con nimero de secuencia h. Por tanto, P(h, g) es
verdadero y la férmula p(h, §) es derivable en AP. Mas de lo anterior se
sigue que =G = Jxp(x,§) es un teorema de AP, por lo que el sistema
es inconsistente.

Por tanto si el sistema es consistente, el enunciado G no es derivable
en AP. En tal caso los enunciados aritméticos no_ P(0, g), no_P(1, g),
no_P(2, g), etc. son todos verdaderos, pues ningiin mimero natural es
el nimero de secuencia de una prueba de la férmula G. De esto dltimo
se sigue que todas las formulas —p(0,7), —-p(1,9), —p(2,7), etc. son
derivables en AP. Obligado por la forma del argumento, Godel debié
asumir en este punto la w-consistencia del sistema: si =G = Jzp(r,7)
fuera un teorema de AP, el sistema seria w-inconsistente®!.

En el mismo articulo Gédel revel6 un sorprendente resultado que.
curiosamente, jamds demostrd. Sea pr(r,y) la formula de L 4p que re-
presenta al predicado de prueba PR(z,y), y sea form(r) la férmula
correspondiente a la propiedad < x es el mimero de Goédel de una
férmula>>. En su lectura metamatematica, el enunciado 3 y[form(y) A
Y z—pr(z, y)] afirma la existencia de una férmula que no es derivable cn
AP, lo cual equivale a decir que AP es consistente (en una teorfa incon-
sistente todas las féormulas son derivables). Si escribimos cons p como
una abreviatura de este enunciado, el segundo teorema de incompletud
de Godel establece lo siguiente: el enunciado consap no es derivable en

AP.

De lo anterior se sigue que en caso de que AP sea consistente, ningu-
na prueba de su consistencia se puede formalizar en él, pues ello equi-
valdria a demostrar el enunciado cons,p. En particular, este resultado
hace prdcticamente imposible una prueba de consistencia finitista para
la matemadtica clasica como la sonada por Hilbert, y echa por tierra su
programa.

30La w-consistencia es una condicién més poderosa que la consistencia simple y
se puede definir asi: el sistema AP es w-consistente si no hay una férmula A(x) tal
que ~A(T) es derivable para todo m € N y 3z A(z) también.

31 Al respecto, en 1936 Barkley Rosser expuso un teorema similar al de Gédel en
el que sélo supone la consistencia del sistema, evitando con ello la mas poderosa
hipétesis de w-consistencia.
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Godel completd su articulo mostrando que las limitaciones senaladas
se cumplen para todo sistema que satisfaga un minimo de condiciones,
como son: i) que el conjunto de axiomas y reglas de inferencia sea
definible recursivanente, ii) que toda relacién recursiva sea definible en
el sistema. y iii) que el sistema sca w-consistente (condicién que ahora
podenios cambiar en favor de la consistencia simple).

Consecuencias para el programa.

Los teoremas de Godel senalaron el fin de la euforia formalista, que
habia dominado a la ldgica el decenio anterior con el programa de
Hilbert. Esta corriente sélo admitia el proceder axiomatico como modo
de reconstruccién de las teorias matematicas. Al respecto, sostenia que
toda teoria se debia exponer con base en sistemas de simbolos carentes
de contenido, con apego a estrictas reglas sintdcticas de construccion
y evitando a toda costa nociones semdnticas como las de Kverdad>>
v <satisfaccion’>. consideradas como carentes de significado. De he-
cho. para los seguidores de esta tendencia la nocién de prueba formal
era el sustituto constructivista de la nocién de verdad, la cual quedaba
relegada a un segundo plano. Tal como el mismo Gdodel lo dijera, una
de sus motivaciones al explorar los alcances de las teorias axiomdticas
fue enfrentar esta tradicién, que con tanta vehemencia se oponia a su
punto de vista realista®?.

En cuanto a la consistencia, éste siguié como un problema abierto
para las distintas teorfas matemadticas (teorfa de los nimeros, analisis
matematico) y sus fragmentos. Al respecto, la actividad fue muy in-
tensa, v sirvié como un estimulo para el desarrollo de la teorfa de la
demostracién. En cuanto a la consistencia de AP, en 1936 Gerhard
Gentzen ofrecié una prueba de la misma con base en un argumento
inductivo que penetra en la segunda clase de los nimeros ordinales de
Cantor, en el que quizé sea ¢l caso més sonado en esta drea’s.

A fin de cuentas, el legado de Godel en este dominio comprende
dos aspectos: por una parte, una nueva visién de la matematica en la

32Es decir, al punto de vista segiin el cual hay una realidad conceptual objetiva que
es la que determina la verdad de los enunciados matematicos, siendo la demostracion
un procedimiento mediante el cual se reproducen los vinculos entre tales conceptos
en el plano simbdlico.

33Respecto al problema de la consistencia, el lector encontrard un articulo de-
dicado al tema en el mimero 29 de Misceldnea Matemdtica, por lo que aqui no lo
tocaremos mas. V., [Torres, 1999].
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que ésta aparece como una ciencia por siempre inconclusa e incapaz de
asegurar su propio funcionamiento consistente; por la otra, una riqueza
de métodos de investigacién muy sugerentes, que pronto fueron puestos
en practica en conexién con otros problemas. La importancia de su obra
se puede entonces valorar de dos maneras: por su significacién y por el
caudal de resultados inspirados en ella.

Indefinibilidad del concepto de verdad.

Si bien en su primer teorema de incompletud Godel no alude a la nocién
de verdad (eso lo hace en la prueba heuristica), éste se encuentra direc-
tamente relacionado con ella y con algo maés: con la imposibilidad de
definir la nocién de verdad en una teoria para la aritmética®!. De este
modo el problema de la verdad volvié al escenario de la investigacién
l6gica y abri6 la puerta al estudio de las propiedades semdnticas de la
teorias matematicas. Este retorno a la semantica resulté sumamente
exitoso, al grado de que en la segunda mitad del siglo XX el desarrollo
de la teoria de modelos fue uno de lo hechos mds destacados de la légica
matematica’’.

El primero en abordar abiertamente el problema de la verdad en
relacién a los lenguajes formalizados fue Alfred Tarski en 1933. Re-
cordemos la definicién de satisfaccién para férmulas de un lenguaje de
primer orden que vimos en la parte correspondiente a la légica de pred-
icados en el apartado §1. Si bien ésta se expuso en el lenguaje de la
teoria intuitiva de conjuntos, la definicién es expresable en un lenguaje
L suficientemente rico por medio de la aritmetizacién. Lo que Tarski
demostré es que si el concepto de <férmula verdadera de L >> es ex-
presable en L, entonces en L podemos derivar contradicciones andlogas

%4De hecho, Gddel descubrié el teorema al investigar si la nocién de verdad se
podia identificar con la de demostrabilidad. No obstante, en la prueba del teorema
evité de propésito la nocién de verdad, al parecer intimidado por el espiritu de su
tiempo, y la sustituy6 con la nocién sintdctica de consistencia, a fin de evitar de este
modo toda reaccién adversa (algo que marcha acorde con su habitual cautela). En
un parrafo tachado de una carta que jamas envié a un joven estudiante de nombre
Yossef Balas, escrita en 1970, Gédel dice a propésito de sus teoremas de completud e
incompletud: <A consecuencia de los prejuicios filos6ficos de nuestro tiempo [...] el
concepto de verdad matematica como contrapuesto al de demostrabilidad era visto
con gran recelo y ampliamente rechazado como carente de sentido>>. Enfrentar tal
tradicién fue algo que Godel decidi6 no hacer, al menos de manera frontal.

%50tra consecuencia de la crisis desencadena por Gédel fue que la axiomatizacién
debio ser revalorada como lo que es, un instrumento eficaz al momento de sistemati-
zar las teorias deductivas, y no el ser absoluto de las matemaéticas: la matemética
no es la ciencia de los métodos formales.



LA LOGICA MATEMATICA EN EL SIGLO XX 89

a las denominadas paradojas semanticas. Para ser m4s precisos, Tarski
demostré lo siguiente: si L es un lenguaje en el que todas las relaciones
y funciones recursivas son expresables, entonces el conjunto V = {z |z

es el nimero de Gddel de un enunciado aritmético verdadero} no es
definible en L.

Consideremos el caso especifico del lenguaje Lsp. Conforme al teo-
rema de Tarski, no hay en este lenguaje ningin predicado v(z) con la
propiedad de que v(k) es verdadero en N si y sélo si k es el nimero de
Godel de un enunciado verdadero en N. Al igual que el primer teore-
ma de incompletud de Godel, la demostracién de este hecho hace uso
de la codificacién del lenguaje Lap en la aritmética recursiva, y de la
representacion de ésta en Lyp.

El resultado se obtiene al suponer que existe una expresién v(z) en
L4p con el significado < z es verdadero>. En tal caso se puede cons-
truir una férmula w(zr) que define la siguiente propiedad: <la férmula
A, (M) no es verdadera>>, donde A;(z), Ay(z),..., An(z), ... es una
enumeracién de las férmulas con una variable libre de Lap (digamos,
respecto a sus niimeros de Godel). Intuitivamente, w(x) significa: <la
férmula que resulta de sustituir en A,,(z) el numeral 7 en vez de x,
es falsa>. Dado que esta tltima férmula tiene una sola variable libre,
debe figurar en la lista, digamos en el lugar h (es decir, w(z) es Ap(z)).
En tal caso la férmula w(h) significa <yo no soy verdadera>>. De
hecho, este enunciado es verdadero si y sélo si es falso, lo cual prueba
su inexistencia. Por tanto, el predicado < z es el nimero de Godel de
una férmula de L4p verdadera en N> no es expresable en L4p.

Este argumento se relaciona directamente con una antinomia cono-
cida en la antigiiedad bajo el nombre de paradoja del embustero que
citara Cicerén (106-43 a. C): <Si t1i dices que mientes, o dices la ver-
dad y entonces mientes, o mientes y entonces dices la verdad>>, la cual
falta al principio de no contradiccién (el enunciado es verdadero y falso
a la vez).

Como se ve, frente a la idea de que las paradojas semdnticas son
meras curiosidades carentes de interés real, Tarski descubrié que hay
cosas muy importantes que debemos aprender de ellas, y con su ayuda
demostré que no podemos tener una nocién de verdad para los enun-
ciados de un sistema légico sin tener que salir de él, de modo que sdlo
es posible definir esta nocién en un metalenguaje que lo tenga como su
objeto de estudio®.

36Por ejemplo, el hecho de que el correcto uso de la lengua espafiola nos lleva a
flagrantes contradicciones es una prueba de que los lenguajes naturales no pueden
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7 Algoritmos y maquinas de Turing.

La nocidén de algoritmo y la tesis de Church.

La década de los anos treinta se distinguié por un viraje en la in-
vestigaciones logicas. Los matematicos, convencidos del poder de los
métodos recursivos utilizados por Godel, dirigieron su atencién hacia
las nociones de calculabilidad y de procedimiento efectivo o algoritmo®.
Como resultado, varias caracterizaciones fueron propuestas, entre las
que podemos mencionar: los sistemas canodnicos de Post, el calculo
ecuacional de Godel v Herbrand, el calculo de conversiéon A de Church,
las cadenas de Markov, las funciones Turing-calculables v, por supuesto,
las funciones recursivas. En este trabajo sdlo trataremos con las dos
ultimas.

Hacia 1936 Stephen C. Kleene descubrié un hecho sorprendente:
que todas la definiciones propuestas de la nocion de funcion calculable
eran equivalentes entre si, en el sentido de que si una funcién pertenecia
a una de tales categorias, también pertenecia a las otras. Por ejemplo,
demostrd que toda funcién recursiva es A-definible (es decir, definible en
el calculo de la conversién A de Church), y viceversa. El hecho de que
éstas y otras ideas igualmente plausibles de la calculabilidad conducian
a la misma clase de funciones llevé a Alonso Church a proponer en
1936 la tesis que ahora lleva su nombre, segin la cual una funcidn es
efectivamente calculable (en el sentido intuitivo del término) si y sélo
si es recursiva. Como ya lo hemos dicho, se trata de una aseveracion
que no es susceptible de prueba, pues en ella se equipara una nocion
intuitiva (la de funcién calculable) con una nocién formal (la de funcién
recursiva). Sin embargo, y a pesar de lo anterior, la tesis goza de
una amplia aceptacién, en parte porque todas las funciones calculables
conocidas a la fecha son recursivas, y en parte porque todos los estudios
realizados en torno a la nocién de calculabilidad efectiva han llevado a lo
mismo. Al respecto, Post se refirié a la tesis de Church como algo que no
es ni definicién ni axioma, sino una ley, un descubrimiento fundamental

expresar su semantica completamente.

37Con el advenimiento de las maquinas computadoras la nocién de algoritmo se ha
convertido en algo comin. En general, por algoritmo se entiende un procedimiento
de cémputo que toma un valor (o conjunto de valores) como datos de entrada
y produce un wvalor (o conjunto de valores) como resultado. Una condicién sine
qua non es que el algoritmo no requiera en su ejecucién de ningiin pensamiento
creativo, ¥ que en principio sea posible construir un programa por medio del cual
una computadora digital sea capaz de realizar las operaciones por él indicadas.
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relativo al poder matematizante del Homo Sapiens en necesidad de una
continua verificacién.

Maquinas de Turing.

Intimamente relacionada con la nocién de calculabilidad se encuentra
la nocion de algoritmo, pues se considera que todo los que es calculable
lo es a través de un algoritmo. Al respecto, una cuestiéon fundamental
es la siguiente: jqué podemos y qué no podemos resolver por medio de
algoritmos?

A fin de responder a esta pregunta, en 1936 Alan M. Turing propuso
entender por algoritmo algo que una mdquina puede ejecutar, es decir,
algo que pueden realizar hipotéticos mecanismos muy simples conoci-
dos como mdquinas de Turing o mdquinas de computo automdticas.
Desde este punto de vista, especificar un algoritmo es lo mismo que
describir un proceso de modo que éste puede ser seguido o imitado por
una maquina, y una funcién se considera efectivamente calculable si en
principio es posible construir una méaquina que la calcule en todas sus
instancias. Con tal propuesta, Turing tendid un puente entre ciertos
problemas de logica v el estudio tedrico de los algoritmos y las maquinas
de cémputo automaticas®.

Descripcion general de las mdquinas de Turing.

Imaginemos un dispositivo al que se puede alimentar con una cinta
infinita. La cinta se divide en celdas, cada una de las cuales o tiene
impreso el simbolo | (trazo vertical) o se encuentra en blanco (lo cual
a veces se expresa diciendo que tiene impreso el simbolo vacio, que
denotamos con *). En cada momento de operacién una y sélo una
celda se encuentra en inspeccién por una cabeza lectora/escritora que
se comunica con un mecanismo de control. Dicho mecanismo contiene
una lista de instrucciones (o estados) qo, ¢1,¢2, - - -, ¢, cada uno de los
cuales prescribe dos cursos de accidén, uno sobre lo que se ha de hacer
si en la celda bajo inspeccién se encuentra impreso el simbolo * y otro

38Se puede considerar que las computadoras electrénicas son maquinas de Turing.
Si acaso, la tnica diferencia entre unas y otras es que a las maquinas de Turing se
les otorga una memoria ilimitada, dado que pueden leer y escribir en una cinta de
longitud infinita. Como las computadoras reales no tienen limites tedricos (sélo
practicos) para la extensién de la memoria disponible, se les atribuye una potencia
comparable a la de las maquinas de Turing.
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similar para el simbolo |. En todos los casos la accién prescrita se limita
a las siguientes operaciones:

1) escribir en la celda alguno de los simbolos | o *, borrando primero
lo que ahi hubiera.

2) desplazar la cinta una celda hacia la derecha (D), una celda hacia
la izquierda (I) o detener el funcionamiento de la maquina (P).

3) especificar la siguiente instruccién g;.

Por tanto, la lista de instrucciones determina una funcién de tran-
siciéon que, dada la instruccién en curso y el simbolo inspeccionado,
prescribe tres cursos de accién: escribir, mover y cambiar de instruc-
cién. Por tanto, una mdquina de Turing se puede definir formalmente
como una funcién M cuyo domino es el conjunto {qo, q1, - .., qn} X {|, *}
y cuyo codominio es el conjunto {|,*} x {I,D,P} x {qo,q1,---,4n}
La funcién M determina de manera absoluta el funcionamiento de la
maquina y se puede definir mediante una tabla con un nimero finito
de entradas.

Para representar nimeros en la cinta acordamos lo siguiente: una
cadena de k+ 1 trazos verticales | limitada a la izquierda y derecha por
el simbolo * representa al nimero &k (la presencia del trazo adicional
es para distinguir al nimero 0 de la expresién vacia, pues segtin lo
convenido el 0 se denota con O0|0). Denotamos con k esta cadena de
k + 1 trazos y la llamamos numeral de k.

En este contexto decimos que una funcién aritmética f de grado n
es Turing-calculable si existe una maquina de Turing M tal que siempre
que ésta inicia su funcionamiento en la instruccién gq (estado inicial) es-
tando bajo inspeccién el primer simbolo de la expresién k; Ok, O. . . ky,
entonces

a) si f estd definida en (ky, ko, ..., k,), M se detiene estando bajo
inspeccién algin trazo del numeral f(ky, ko, ..., k), ¥

b) si f no estd definida en (ky, ko, ..., kn), M jamas se detiene, o lo
hace en una celda en blanco.

Aunque la descripcién de las maquinas de Turing es muy simple,
son muchas y muy complejas las tareas que éstas pueden realizar, al
grado de que en un famoso articulo Turing llegé a la conclusién de que
no hay una diferencia esencial entre una mente y una méquina (lo cual
sigue siendo un tema polémico).
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Problemas irresolubles.

Pese a su capacidad para llevar a cabo cualquier tarea de cémputo
concebible, hay limites al poder de las maquinas de Turing, problemas
que no pueden resolver. Para establecer tales limites los investigadores
recurrieron a un método de codificacién similar al de Gddel, asignando
a cada maquina de Turing un numero, al igual que a cada configuracién
de la cinta con que ésta se alimenta (es decir, a la informacién impresa
en la cinta al momento de poner en funcionamiento la maquina, la cual
se supone que solo contiene un nimero finito de trazos). Sin entrar en
detalles sobre cémo se lleva a cabo la codificacién, supondremos a la
mano una de ellas y algo més: que hay méaquinas de Turing que pueden
llevar a cabo la codificacion y la decodificacién.

Un problema que no se puede resolver con una maquina de Turing
es el siguiente, denominado problema de la parada (Turing, 1936): da-
do el nimero m de una mdquina de Turing M y el nimero ¢ de una
cinta C, construir una mdquina de Turing M, que determine si M se
detendrd al ser alimentada con c (es decir, que al poner la méaquina
M, en funcionamiento estando bajo inspeccién el primer simbolo de la
expresion m O¢, ésta calculara el valor 0 si y sélo si el calculo realizado
por M terminard en algiin momento).

La solucién negativa de este problema guarda un estrecho vinculo
con otro problema resuelto por Kleene en 1936: el de exhibir una fun-
cién aritmética que no es calculable mediante una maquina de Turing.

Sea f la siguiente funcién de dos argumentos:

1) si e es el nimero de cédigo de una maquina M y ésta calcula un
valor al ser aplicada a un nimero z, entonces f.(z) es el valor que la
maquina M calcula para z.

2) Si e no es el nimero de cédigo de una méquina, o si la maquina
M con numero de c6digo e no calcula nada para z, entonces f.(r) no
esta definido.

Con base en f y el procedimiento diagonal de Cantor podemos
definir una funcién g que no es Turing-calculable como sigue:

1) si fz(x) estd definido, entonces g(z) = f,(z) +1

2) si fy(z) no esta definido, entonces g(x) = 0.

La funcién g no es Turing-calculable, pues si una maquina M con
codigo p la calculara, el valor calculado por M para p seria f,(p) + 1,
v no f,(p), como lo deberia hacer M. Obviamente, la contradiccién
resulta de suponer que g es calculable.
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De lo anterior se sigue que la cuestién de saber si f,(z) es un valor
definido no es decidible, pues si lo fuera la funcién g se podria calcular
como sigue: primero se determinarfa si f,(x) estd definido. Si no lo
estuviera, entonces g(z) seria 0; en cambio, si lo estuviera, el valor f,(x)
se calcularia imitando el comportamiento de la mdquina M, aplicada
al argumento z, y g(z) se obtendria afiadiendo 1 a dicho valor. Esto
prueba la existencia de cuestiones elementales para las que no hay un
procedimiento de decisién.

A este resultado se le conoce como teorema de irresolubilidad del
problema de la parada, pues equivale a decir que no hay un procedimien-
to general para decidir si una maquina M se detendra al darle como
argumento un numero arbitrario = (es decir, un procedimiento para
saber si M terminard por calcular un valor para z). De este resultado
se sigue la irresolubilidad de muchos otros problemas. Por ejemplo,
con base en él Post respondié negativamente a la siguiente cuestion,
conocida como problema de Thue para semigrupos: dado un alfabeto
A y un conjunto de reglas de sustitucién de expresiones para dicho
alfabeto, ;se puede hallar un algoritmo que responda a la pregunta
sobre si dos palabras cualesquiera del alfabeto son equivalentes entre
si, es decir, si se puede convertir una en la otra aplicando las reglas?

MaAaquinas universales.

En el penultimo parrafo indicamos la posibilidad de imitar el compor-
tamiento de cualquier maquina de Turing. Esto tiene como base la
idea de que los seres humanos en principio podemos hacer cualquier
cosa que pueda hacer una de tales maquinas, que en cierto sentido
somos mdquinas universales. En este sentido, lo que Turing hizo fue
demostrar la existencia de maquinas con tal poder de imitacidn.

Una mdquina universal es una maquina de Turing U que realiza la
siguiente tarea: si e es el numero de cédigo de una maquina de Turing
M que calcula un valor f.(k) para un nimero natural k, entonces la
méquina U calcula el mismo valor al ser aplicada a la expresién & Ok
(ndtese que uno de estos parametros es el cddigo de una maquina), o de
lo contrario no calcula nada (no se detiene, o se detiene en un cuadro en
blanco). Con base en la codificacién, Turing demostré en 1936 la exis-
tencia de maquinas con esta habilidad: la de imitar el comportamiento

de todos los demas dispositivos de cémputo automaticos®.

3El concepto de mdquina de Turing universal esta relacionado con la idea de
computadora digital programable, donde el nimero e corresponde al programa que
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8 El problema de la decisién.

En 1933 Church demostré un resultado que se inspira en el método
de aritmetizacién de Godel y el procedimiento diagonal de Cantor; en
él, establece la inexistencia de un procedimiento de decisién para la
aritmética de Peano: el sistema AP es indecidible, es decir, el conjunto
Tap = {z|z es el nimero de Gédel de un teorema de AP} no es
TeCursivo.

La forma en que se enuncia el teorema presupone la tesis de Church,
segtin la cual una funcién aritmética es calculable si y sélo si es recur-
siva’?. En el mismo trabajo Church extrajo una consecuencia quizi
inesperada para algunos, y que marca una diferencia fundamental en-
tre el cdlculo de proposiciones y el cdlculo de predicados: El sistema
HA es indecidible, es decir, el conjunto Tya = {z |z es el nimero de
Godel de un teorema de AP} no es recursivo.

Una consecuencia de este resultado es que no podemos idear un
algoritmo para decidir si una férmula es vélida o no (esto a consecuencia
del teorema de completud de Gdédel), ni disponer de un procedimiento
general que nos permita decidir si una férmula A es consecuencia légica
de un conjunto de enunciados I'. Con ello, la posibilidad de resolver
favorablemente el problema de la decisién planteado por Hilbert, de
vital importancia para su programa, se vino a tierra!!. Afios mas tarde
Alan Turing llegaria a las mismas conclusiones, esta vez por el rumbo
del problema de la parada visto en la seccién anterior.

la mdquina va a ejecutar, y el ndmero k a los datos de entrada. La méquina
universal en sf corresponde a un programa que imita la accién de otras maquinas
(o programas) leyendo su cédigo. El programa residente en U es el equivalente al
sistema operativo residente en algunas computadoras electrénicas que les permite
correr otros programas, siendo por ello el andlogo de las maquinas universales.

40 Al respecto cabe sefialar que de ser cierta la tesis de Church, la falta de un
procedimiento de decisién para la aritmética no se deberia a la falta de ingenio o
imaginacién, sino a que simplemente no habria ninguno, situacién anéloga a la que
se presenta respecto al quinto postulado de Euclides, que no se puede derivar de los
cuatro primeros postulados no por falta de talento, sino porque tal demostracién es
imposible.

41El problema lo podemos expresar mediante la siguiente pregunta <;es tal o cuél
proposicién demostrable en una teoria que tiene tales o cuales axiomas?>, y fue
considerado por Hilbert como <el problema fundamental de la 16gica matemdtica>>,
y por Jacques Herbrand como «el problema més general de las matematicas>>. De
hecho, este problema ya habia sido mencionado por Ernst Schroder en 1895, pero
fue Hilbert quien en 1917, en un memorable escrito cuyas raices se remontan a su
intervencion en el Congreso Internacional de Matemaéticas de 1900, lo elevé a tan
alto rango, y sofié con un procedimiento de decisién universal para resolver todos
los problemas matematicos.
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Tales resultados atrajeron rapidamente la atencién sobre esta clase
de problemas, que ahora podian ser examinados con base en las nuevas
técnicas de investigacion. Asi, una de las tareas de la 14gica matemética
en el siglo XX fue la bisqueda de métodos de decisién para grandes
clases de problemas, o pruebas de su inexistencia.

Algunos resultados en una y otra direccién son los siguientes:

e la teoria elemental de grupos es indecidible.

¢ la teoria elemental de campos es indecidible.

e la teorfa elemental de los grupos abelianos es decidible.

e la teoria elemental del campo de los niimeros reales es decidible.
e la geometria elemental es decidible.

e ¢l dlgebra de Boole es decidible.

e el conjunto de férmulas demostrables en el calculo de predicados

que sélo contienen predicados monadicos (de un sélo argumento)
es decidible.

e el conjunto de férmulas demostrables en el calculo de predicados
que s6lo contienen un tipo de cuantificador es decidible.

e el conjunto de formulas prenex demostrables en el calculo de pred-
icados en las que todos los cuantificadores universales preceden a
los cuantificadores existenciales es decidible®?.

En relacién a las teorias axiomdticas, podemos decir que en general
los resultados obtenidos han sido negativos, habiéndose visto que toda
teoria suficientemente expresiva como para contener a la aritmética
recursiva es indecidible. Este reconocimiento de las limitaciones y del
alcance del método axiomatico fue uno de los mas importantes frutos
de las investigaciones en torno al fundamento de las matematicas en el
siglo XX.

42Las férmulas prenez son de la forma Q,z; ... Qnz, A, donde cada Q; es alguno
de los cuantificadores YV o 3 y A no tiene cuantificadores (a esta tltima se le llama
matriz de la férmula). Ya para los afios veinte se sabia que toda férmula en la 1égica
de predicados es equivalente a una férmula prenex.
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Enumerabilidad recursiva.

Una nocién que pronto mostré su fecundidad en el estudio de problemas
de decision fue la enumerabilidad recursiva, la cual se refiere a conjuntos
de numeros. En general se dice que un conjunto A de nimeros naturales
es recursivamente enumerable (RE) cuando es la imagen de una funcién
recursiva f, en cuyo caso la sucesién f(0), f(1), f(2),... se dice que
es una enumeracion recursiva de A*3. Esta nocién corresponde a la
idea intuitiva de una lista con todos los elementos de A (quizd con
repeticiones) generada mediante un algoritmo. Por ejemplo, el conjunto
de niimeros pares es RE, pues es la imagen de la funcién f(z) = 2z.
Un ejemplo menos simple es el de los nimeros de Godel de las férmulas
demostrables en AP. Para generar la lista, basta recorrer el conjunto
de numeros naturales en orden creciente y separar aquellos que son
numeros de secuencia de una prueba; en cada uno de ellos, el niimero del
teorema correspondiente aparecerd como exponente del mayor factor
primo del nimero, y ya estd. Un ejemplo de conjunto que no es RE es
el conjunto T4p de nimeros de Godel de férmulas de L 4p que no son
teorema de AP.

El primer matematico en examinar la enumerabilidad recursiva fue
Kleene en 1936 en un trabajo ahora clasico del tema. Después, en 1944
Post extendié los métodos de anilisis de modo que para tratar con
estos conjuntos no era necesario aludir al concepto de funcién calcu-
lable. Estos dos trabajos abrieron una nueva era de investigacién en
la l6gica matemadtica cuyos efectos aun se sienten hoy en dia en &areas
como la teoria de los sistemas formales y la teoria matematica de la
computacion.

Post demostré que todo conjunto recursivo es recursivamente enu-
merable, pero que lo reciproco no siempre sucede. Por ejemplo, el con-
junto de nimeros de Godel de férmulas demostrables en AP no es
recursivo, aunque es RE. Este descubrimiento tuvo importantes con-
secuencias e indujo una jerarquia creciente de clases de conjuntos de
numeros naturales: los conjuntos recursivos primitivos, los conjuntos
recursivos y los conjuntos recursivamente enumerables. Post también
demostré el siguiente teorema: un conjunto de nidmeros naturales es
recursivo st y solo st él y su complemento son recursivamente enume-
rables. La importancia de este resultado es que permitié establecer un
puente entre el problema de la decisién y la enumerabilidad recursiva:

43Una segunda caracterizacién de esta nocién es la siguiente: un conjunto A es
recursivamente enumerable sii hay un predicado decidible R(z,y) tal que = € A si
y s6lo si JyR(z,y).
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el problema de la decision de un conjunto RE tiene solucién recursiva
st y solo si su complemento es RE. Como veremos, de aqui deriva la
prueba de que el conjunto T4p recién mencionado no es RE.

Dos ejemplos.

Hasta aqui sélo hemos evocado algunos resultados bésicos de la teoria de
las funciones recursivas. Para finalizar esta seccién queremos referir una,
aplicacidn al problema de la enumerabilidad recursiva y un refinamiento
del primer teorema de incompletud de Godel. '

No enumerabilidad recursiva de K°€.

Con base en el método de codificacién de mdquinas de Turing, Kleene
mostré como codificar en los nimeros naturales no sélo su estructura,
sino la sucesién de operaciones que éstas realizan sobre una cinta pre-
determinada. Asi, algunos nimeros naturales z son una especie de
“expediente” en el que se encuentra registrada la historia de todos los
calculos realizados por una méaquina M desde que inici6 su operacién
en el estado gy hasta que se detuvo. Kleene llevé a cabo la codificacién
de modo tal que el predicado T'(e, ki, ko, ..., kn, 2), que es verdadero
cuando e es el cédigo de una maquina M y z es el valor calculado
por M teniendo como dato de entrada la expresién ki Ok, O... Ok,
es recursivo primitivo. Ahora bien, en la seccién titulada “problemas
irresolubles” vimos que el conjunto K = {z| f,(z) estd definido} no
es recursivo (la cuestién no es decidible). No obstante, K es recursi-
vamente enumerable, pues x € K si y sélo si 327(z,x, z). Por tanto,
concluimos que K¢ no es RE, pues si lo fuera el problema de la decisién
de K tendria solucién recursiva.

Un refinamiento de los teoremas de Godel.

A lo largo del siglo XX los teoremas de Godel fueron refinados, mo-
dificados y generalizados. Una versién especialmente elegante, debida
a V. A. Uspenskii y dada a conocer en 1953, incorpora el concepto de
conjuntos no separables, introducido por Kleene en 1950.

Sean X y Z dos conjunto de nimeros naturales recursivamente enu-
merables y ajenos entre si. Decimos que X y Z son recursivamente
separables, si existe un conjunto recursivo A tal que X C Ay Z C A°.
En el caso contrario decimos que X y Z no son recursivamente separa-



LA LOGICA MATEMATICA EN EL SIGLO XX 99

bles. Para asegurar la existencia de proposiciones indecidibles en AP
y todas sus extensiones consistentes, Uspenskii demostré que los con-
juntos Tap = {z|z es el nimero de Gidel de un teorema de AP}y
Rap = {z |z es el nimero de Godel de una férmula refutable en AP}*
no son recursivamente separables, de donde se sigue que ninguna ex-
tension consistente de AP puede ser completa.

En efecto, si hubiera tal extensién, digamos B, entonces T U Rp
seria igual al conjunto {z |z es el nimero de Gddel de un enunciado}, y
los conjuntos T y Rp serfan recursivos. Por tanto, habria un conjunto
recursivo A, a saber Tg, que separaria a Typ y R4p, lo cual contradiria
el hecho de que estos conjuntos no son recursivamente separables. Por
tanto, ninguna extension consistente de AP es completa.

Asimismo, el sistema AP no es decidible, pues si lo fuera el conjunto
T4p seria recursivo y por tanto un separador de él y de R4p. De este
modo, la incompletud y la indecidibilidad de AP son una consecuencia
del hecho de que T4p y R4p no son recursivamente separables.

9 El décimo problema de Hilbert.

En el Congreso Internacional de Matematicas celebrado en Paris en
1900, Hilbert presentdé una lista de 23 problemas cuya solucién, pensa-
ba, estimularia el avance de las matematicas en el siglo XX. Algunos
de estos problemas tenian que ver con la ldgica y el fundamento de
las matemadticas, y al respecto no se equivocé: ciertamente, fueron un
poderoso estimulo para el desarrollo de esta disciplina®. El décimo de
ellos se refiere a las ecuaciones diofanticas, y es el tema de esta seccién?®.

Una ecuacién diofantica es simplemente una ecuacién de la forma
p(x1,...,om) =0, donde p(zy,...,Zn,) es un polinomio con coeficientes
enteros. Por ejemplo, 3 — 2zy2 + 3 = 0 es una ecuacién de este tipo.

El problema en cuestién es el siguiente: dada una ecuacién diofan-
tica con cualquier nimero de incognitas, disefiar un proceso acorde con
el cual se pueda determinar mediante un nimero finito de operaciones
st la ecuacion tiene soluciones enteras (donde por < un proceso>>> debe-

44 Refutable: que su negacién es demostrable.

45Los dos primeros son: el relativo al problema del continuo de Cantor (hipétesis
del continuo) que dio lugar a innumerables investigaciones en la teoria de conjun-
tos, y el relativo a la compatibilidad de los axiomas aritméticos, que estimulé el
desarrollo de la teoria de la demostracién y dio lugar a los teoremas de Gddel.

46Las ecuaciones se llaman diofdnticas en honor a Diofanto de Alejandrfa, quien
escribié un libro sobre el tema en siglo IIT de nuestra era.
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mos entender <un algoritmo>>). Algo esencial al problema es que las
soluciones sean en numeros enteros, no aceptandose ni siquiera frac-
ciones, ya no digamos nimeros irracionales o imaginarios.

El problema fue ampliamente investigado en el siglo XX, y detras
de su solucién se encuentra una amplia gama de matemaéticos, entre
los que podemos mencionar a Gdédel, Turing, Church, Post, Kleene y,
en la segunda mitad del siglo, a Martin Davis, Julia Robinson, Hilary
Putnam y Yuri Matijacevic, quien finalmente lo resolvié en 1970.

La respuesta de Matijacevic es igualmente simple: no existe tal
algoritmo; el problema es indecidible. Lo sorprendente de la solucion es
que nos da una mejor comprensién de las propiedades de los nimeros
enteros.

Un algoritmo como el buscado por Hilbert tomaria como datos de
entrada los coeficientes de una ecuacién diofdntica. Como respuesta,
produciria un < 1> si la ecuacién tiene soluciones enteras y un
< 0> si no (1 = si, 0 = no). En tal caso, y con apego a la tesis de
Church, se podria construir una méaquina de Turing My que decidiria
la cuestion. [Lo que si es posible es construir una maquina de Turing
M que responde con un < 1> cuando una ecuacién dioféntica tiene
solucién, pero que no se detiene cuando no la tiene. El dispositivo no es
muy complicado: lo tinico que hace es verificar una tras otra todas las
sucesiones ky, ..., k, de numeros enteros hasta encontrar una que sea
solucién, en cuyo caso la miquina se detiene estando bajo inspeccién el
primer simbolo de la expresién x1x. Esto es posible gracias al método
de numeracién de Godel. Sin embargo, cuando la ecuacién no tiene
solucién, la bisqueda continia indefinidamente, y la maquina jamas se
detendrd. Por ejemplo, tal cosa sucederia con la ecuacién z2+1 = 0. No
obstante, la existencia de esta méaquina lo dnico que demuestra es que
el conjunto de ecuaciones diofinticas que tienen al menos una solucion
entera es RE.]

En la solucién del problema Matijacevic hizo intervenir al conjunto
K de la seccién anterior (v. el apartado sobre la no. enumerabilidad
recursiva de K¢). La relacién de este conjunto con el problema que
nos ocupa es simple: en 1970 Matijacevic demostré que todo comjunto
RE tiene una ecuacion diofdntica correspondiente, es decir, demostrd
que si A es un conjunto RE, entonces existe un polinomio con coefi-
cientes enteros Pa(zr,y1,...,Ym) tal que para todo n, n € A si y sélo
si la ecuacién P4(n,y1,...,Yn) = 0 tiene una solucién. Con base en
este resultado pronto llegd a la conclusién de que no puede haber un
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algoritmo como el buscado por Hilbert, es decir que la maquina My no
existe.

En efecto, consideremos el polinomio Pk (z,y1,...,Ym) cOrrespon-
diente al conjunto K. Si tal algoritmo (médquina) existiera, la pertenen-
cia de un nimero n a K la podriamos determinar viendo si la ecuacién
Py (n,y1,...,Ym) = 0 tiene un solucién, y el conjunto K seria recursivo.
Mas en la seccién encabezada como “problemas irresolubles” vimos que
K no es recursivo, de donde se sigue que el décimo problema de Hilbert
es irresoluble.

10 La teoria de modelos.

Si bien los trabajos de Lowenheim, Skolem, Tarski, Godel y Maltzev
mencionados en los apartados §1, §2 y §6 fueron los primeros esfuerzos
en la teoria de modelos, esta disciplina no se desarrollé como rama se-
parada de la l6gica matematica sino hasta después de la segunda guerra
mundial, sobre todo a partir de los trabajos de Leon Henkin, Abraham
Robinson y Tarski en los anos cuarenta y cincuenta.

Grosso modo, la teoria de modelos se puede definir como la rama
de la légica matemadtica que se ocupa de la relacién entre los lenguajes
formales (esencialmente la 16gica de predicados) y sus interpretaciones.
En su aspecto interno, el trabajo en esta teoria se concentré durante
la segunda mitad del siglo XX en el desarrollo de métodos para con-
struir modelos, entre los que destacan el método de las constantes (que
incluye al teorema de finitud), las funciones de Skolem, los ultrapro-
ductos y los modelos especiales. Si bien todos estos métodos son muy
simples en si, en la practica se les supo combinar de manera sutil hasta
alcanzar resultados nada triviales. A su vez, en su aspecto externo, la
teoria se orienté hacia la obtencién de resultados en distintas ramas
de la matemadtica, especialmente en el algebra y el andlisis. En este
sentido, un dominio de especial significacién fue la teoria de conjuntos,
donde la construccién de modelos fue la clave en la demostracion de la
consistencia y la independencia de la hipétesis de continuo y el axioma
de eleccién por parte de Godel y Paul J. Cohen, tema sobre el que
nada habremos de anadir en virtud de que en este mismo nimero de
Misceldnea Matemdtica hay un trabajo dedicado a él.

Para finalizar queremos llamar la atencién sobre un ejemplo que
ilustra muy bien los alcances de esta teoria. Se trata de un modelo des-
cubierto por Abraham Robinson para la teoria de los nimeros reales
en el que, ademds de los nimeros habituales, se cuenta con nimeros
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infinitesimales. Estos nimeros, ya presentes en la obra de Cavalieri,
Newton, Leibniz y Euler, fueron eliminados en el siglo XIX en favor de
la nocién de limite a causa de las dificultades para describirlos o justi-
ficarlos. Con su trabajo, Robinson mostré que una teoria que sélo con-
temple nimeros reales es tan consistente como una que ademas supone
la existencia de otros numeros que, comparados con éstos, lucen in-
finitesimales.

Hay dos maneras de llegar a esta teoria. La primera consiste en
llevar a cabo una construccién algebraica con base en un ultraproducto;
la segunda, en una aplicacién del teorema de finitud ya mencionado en
la seccion §2.

Cada modelo de la teoria de Robinson es un campo no arquimidea-
no R* que extiende de manera elemental al campo R de los ntimeros
reales, en el sentido de que todos los enunciados de Lg (el lenguaje co-
rrespondiente a R en la légica de predicados) verdaderos en R también
son verdaderos en relacién a R* (ambos modelos realizan los mismos
enunciados de Lg). No obstante, el campo R* contiene, ademds de los
numeros estindar R, elementos infinitamente pequenos, es decir, un
subconjunto I C R* tal que 0 < i < 1/n para todo n € N (siendo el
inverso ¢! de cada uno de estos nimeros un elemento infinitamente
grande). En este contexto se cuenta con un criterio de proximidad
absoluto: dos niimeros x e y son prérimos entre si cuando z — y € 1.
Asi, por ejemplo, es posible hacer un lado la teoria de limites y decir
que una funcién es continua en z si f(xr + 1) — f(z) es infinitesimal
para cada nimero infinitesimal ¢, o entender la integnal como una suma
infinita. A su vez, la derivada de una funcién f en x es un nimero d
tal que la diferencia

fa+i) = f@)

?

es infinitamente pequena para cada infinitesimal ¢. De esta manera
Robinson obtuvo una teoria enteramente rigurosa que produce los mis-
mos resultados que el analisis cldsico, y que tiene la ventaja de poder
hacer uso de los nimeros infinitesimales. Como prueba del alcance de
la nueva teoria, él y otros demostraron diversos resultados que no se
habian podido probar con los métodos tradicionales (basicamente la
teoria de limites) en dreas como la topologia y el andlisis funcional. De
este modo, los nimeros infinitesimales fueron rescatados del descrédito
en que habian caido.
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11 Comentario final.

Para la logica, el siglo XX significé un periodo de renovacién. Integrada
al fin a la matematica, a cambio la recompensé con un conocimiento
mas profundo de su naturaleza y de las complejidades que se ocul-
tan detrds de ella. Ahora sabemos, con la exactitud de un teore-
ma matematico, de las limitaciones del método axiomético, y que la
matemadtica no es el edificio sélido y completo que Hilbert alguna vez
imagin6. También sabemos que vastos dominios de esta disciplina no
son mecanizables, y que estaran por siempre abiertos a nuevos métodos
y procedimientos de demostracién. Asi, tras los hechos limitativos,
muchos de los cuales pueblan estas paginas, podemos decir con toda
certeza que el pensamiento matemdtico es, y debe ser, esencialmente
creativo, como dijera Emil Post hace ya algin tiempo. Esta es, quiz4,
la principal ensefianza que nos dej6 la légica matemaética en el siglo XX.
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