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Introduccién

En el 2011 la poblacién del mundo llegé a 7 mil millones de habitantes.
Actualmente el crecimiento demografico es de aproximadamente mil
millones cada 12 anos. En el 2025 segin la hipdtesis intermedia de
Naciones Unidas en su tltima revisién, llegaremos a 8 mil millones. El
siglo XX fue el periodo de mayor crecimiento demografico de toda la
historia. En un siglo, de 1900 al ano 2000, la poblacion del planeta
pasé de alrededor de 1,600 millones a 6,100 millones de seres humanos.
En una centuria, la poblacion de la Tierra se multiplicé por 3.8 veces.

Mientras tanto en México, durante el siglo XX, la poblacién pasaba
de 13.6 millones de personas en 1900 a 97.5 millones en el ano 2000.
La poblacion mexicana se incrementé en ese periodo siete veces. El
siglo XX se podria llamar el del rdpido crecimiento demogréfico y el
del rejuvenecimiento de la poblacién mientras que el siglo XXI podria
denominarse el del lento crecimiento de la poblacion y el del envejeci-
miento.

Esta dindmica demografica presentada, tanto a nivel mundial como
nacional, puede ser explicada a partir de la teoria de las Ecuaciones
Diferenciales. El sustento tedrico de la Demografia Formal, relacionado
con estimaciones y proyecciones de la poblacién, utiliza a la Matemati-
ca como instrumento fundamental para su entendimiento y desarrollo.
La teoria de las poblaciones estables utiliza Ecuaciones Diferenciales,
Ecuaciones Integrales, Algebra Lineal y Calculo. Las proyecciones de
poblacién, por su parte, pueden ser analizadas a través del algebra de
matrices, aprovechando los conceptos que subyacen a este tipo de he-
rramienta.

Una aplicacién al tema de dindmica de poblaciones es la sorprendente
sucesion de Fibonacci, la cual debe su nombre a Leonardo de Pisa
(1179-1240), més conocido como Fibonacci. El, ademés de ser un gran
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matematico, es conocido por una sucesiéon de niimeros enteros en la que
cada término es igual a la suma de los dos anteriores: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, 89, 144. Esta sucesion representa muchas soluciones practicas,
pero la mas conocida es la relacionada con una cria de conejos. Se
supone que una pareja de conejos pueden tener descendencia una vez
cada mes, a partir del segundo mes de vida, que no hay mortalidad
de conejos y que cada hembra produce una nueva pareja de conejos
de ambos sexos (conejo y coneja) cada mes. La pregunta es, jcudntas
parejas de conejos hay al cabo de n meses? Los ntimeros que se ge-
neran producen la sucesion de Fibonacci. Esta regla es una excelente
ejemplificacion de la dinamica poblacional de los conejos pero podria
utilizarse en este mismo sentido para otros casos.

Una obra que puede ser expresada desde un punto de vista matema-
tico es el Ensayo sobre el principio de poblacion, la cual fue publicada en
el siglo XVIII originalmente en inglés como An Essay on the Principle
of Population (1798). Es una obra de demografia escrita por el eco-
nomista inglés Thomas Robert Malthus, en la que desarrolla la teoria
de que la poblacion crece mas rapidamente que los recursos, condu-
ciendo a un progresivo empobrecimiento de la poblacién. Malthus fue
uno de los pioneros en describir el crecimiento de la poblacién median-
te una férmula matematica. Senalaba que mientras la poblacién crece
en progresion geométrica, los alimentos crecen siguiendo una progre-
sion aritmética. Malthus en su ensayo sobre el principio de la poblacién
decia: «El hombre que nace en un mundo ya ocupado no tiene derecho
alguno a reclamar una parte cualquiera de alimentacion y esta de mas
en el mundo. En el gran banquete de la naturaleza no hay cubierto
para él. La naturaleza le exige que se vaya, y no tardara en ejecutar
ella misma tal orden».

La teoria de Malthus tiene dos postulados. El primero dice que la
poblacién, cuando no se ve limitada, aumenta en progresion geomé-
trica. El segundo postulado establece que en las circunstancias mas
favorables los alimentos no pueden aumentar m&s que en progresion
aritmética. De estos dos postulados, Malthus llegé a una conclusién
dramatica: a menos que se tomaran medidas, vendria un momento en
que los alimentos no alcanzarian para todos.

En su ensayo decia: «Si consideramos la totalidad de la tierra, en
lugar de esta isla, claro estd que quedaria excluida la posibilidad de la
emigracién; y, suponiendo la poblaciéon actual a mil millones de habitan-
tes, la especie humana aumentaria como la progresion de los nimeros
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, y las subsistencias como la de los nime-
ros 1,2, 3,4,5,6,7, 8, 9. Al cabo de dos siglos, la proporcién entre la
poblaciéon y los medios de subsistencia seria como la de los nimeros 256
vy 9; al cabo de tres siglos, como la de los nimeros 4096 y 13, y al cabo
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de dos mil anos la diferencia serfa incalculable». Si bien esta regla no
se ha cumplido ni se cumplird nunca nos habla del interés que existia
sobre la relacién entre la poblacion y los recursos.

Un poco mas de un siglo después de la publicacion de Malthus na-
cié Alfred James Lotka, en el ano de 1880 en la ciudad de Lemberg,
Austria, hoy Lvov, Ukrania.[I] Kingsland, 1995. Lotka es considerado
como el padre de la Demografia Matematica, aunque hay que recono-
cer que Leonard Euler, casi dos siglos antes, desarroll el concepto de
estabilidad en demografia. Lotka avanzo en la definicion de conceptos
fundamentales de la demografia como el de poblacién estable y pobla-
cién estacionaria.[3] Lotka, 1969. Demostré que toda poblacién cerrada
a la migracion, en que se mantienen constantes las tasas de fecundidad
y de mortalidad, tendra una estructura por edad determinada y una
tasa de crecimiento demografico constantes. A continuacién presenta-
mos algunos de los elementos de su teoria demogréfica apoyada en la
matematica. Para realizar este documento nos hemos basado en su libro
sobre la Teoria analitica de las asociaciones bioldgicas, publicado por
el Centro Latinoamericano de Demografia ( CELADE) en 1969.

El niimero de habitantes de una poblacion es funcién del tiempo.
Para representar a la poblacion se utilizard la letra N. El nimero de
habitantes de una poblacién en el momento ¢, se escribe como N (),
siendo una funcién no negativa N(t) > 0, que puede tomar los valo-
res enteros 0,1,2,3,4,... Es una funcién discontinua. Por comodidad
en el tratamiento analitico, sin embargo, la supondremos continua y
derivable.

En el analisis de la dindmica demografica que se realizard en este do-
cumento se supone que la poblacion es cerrada, es decir, una poblacién
cuyo efectivo recibe nuevas incorporaciones unicamente por nacimien-
tos y sufre pérdidas solo por defunciones. Dicho de otra manera, estan
excluidas la inmigracién y la emigracion.

La tasa de crecimiento de la poblacién se describe por:

1 dN(t)
NO dt (1)

Denotamos por B(t) al niumero de nacimientos anuales en el momento
t y por p(a,t) la probabilidad, en el momento del nacimiento, de que un
individuo cualquiera nacido en la época t —a esté con vida en el instante
t, teniendo entonces la edad a. La probabilidad depende no solamente
de la edad a sino del momento t. Esto significa que la mortalidad cambia
en el tiempo. En el caso de que se suponga que p(a,t) es independiente
del tiempo, se denotard por p(a), funcién muy utilizada en el célculo
actuarial.
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Como el numero de personas que llegan con vida al momento t
estd formado por la suma de todos aquellos que habiendo nacido en
t —a han llegado con vida a la edad a, donde 0 < a < w, y w es la edad
mas elevada posible para la especie humana, entonces:

N(t) = /Ow B(t —a) p(a) da (2)

Esta ecuacién permite establecer una relacion entre la poblacion, los
nacimientos y la probabilidad de supervivencia.

El valor de w es la edad mas elevada de sobrevivencia de un ser
humano. Hay una mujer llamada Jean Calment que vivié 122 anos, por
lo que w podria alcanzar esta cifra. Calment es la campeona del mundo
en longevidad. Cuando le preguntaron cémo es que habia vivido tantos
anos, contesto: se lo debo a tres cosas, a mi aceite de oliva todos los
dias, a mi jerez todos los dias y a mi habano todos los dias. Desde el
punto de vista de la mortalidad y la longevidad, las mujeres son el sexo
fuerte, viven alrededor de cinco anos mas que los hombres.

Sea c(a,t) la distribucién por edad, es decir, el porcentaje de po-
blacién de edad a en t, respecto a la poblacién total, también en el
momento ¢. El nimero de individuos a la edad a es igual a N(t)c(a,t),
por tanto se deduce que:

N(t)c(a,t) = B(t — a)p(a) (3)

B(t —a)

_— 4
El porcentaje de la poblacién entre 0 y w es igual a 1. Dicho de otra

forma:

cla,t) =

/0 " ela, t)da = 1 (5)

Si sustituimos en la férmula (4) el valor de a = 0 se tiene:

0.0) = ) 200
Se sabe que p(0) = 1, por tanto:
c(0,t) = % = b(t)

siendo b(t) la tasa de natalidad. Esto significa que la tasa de natalidad
es igual al valor de la estructura por edad de la poblacion en la edad
cero.

Por otra parte, las defunciones anuales se describen mediante la
férmula siguiente:

D(t) = / " B(t - ayp(a)u(a)da (6)
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donde pi(a) es la tasa instantdnea de mortalidad. D(t) es el nimero de
defunciones en el instante ¢, que es igual a los nacimientos ocurridos
en t — a, por la probabilidad de que esos nacimientos lleguen con vida
a la edad a, en el momento ¢, por la probabilidad de que fallezcan a
la edad a, también en ¢, lo que da como resultado el niimero total de
defunciones a la edad a, que, al sumar las defunciones sobre todas las
edades, nos da el total de muertes en el momento t.

Notemos que en el caso de que la tasa de crecimiento demografico de
la poblacién sea constante, lo mismo que la tasa de natalidad (b) y la
tasa de mortalidad (d), tenemos lo siguiente:

1 dN(t)
N(t) dt
Teorema 1. Bajo las hipotesis anteriores el crecimiento demogrdfico
es exponencial. En efecto, al resolver la ecuacion diferencial:
1 dN(t)
NGO d

=r=>b-—d.

se tiene que:

N(t) = N(0)e"
Es decir, la poblacion crece o disminuye segun la ley de Malthus, esto
es, la ley del crecimiento exponencial como la habiamos visto anterior-
mente.

Como b y d también permanecen constantes, entonces se puede ver
facilmente que B(t) y D(t) crecen en forma exponencial. De este modo,
la poblacion total, los nacimientos anuales y las defunciones anuales
siguen la ley de Malthus, es decir la ley del interés compuesto.

B(t) = B(0)e"™ (7)
D(t) = D(0)e" (8)

La férmula (4) se puede transformar tomando en cuenta las ecuacio-

nes anteriores:

c(a) = be”"p(a) (9)
A partir de la relacion

/O " cla)da = 1 (10)

al sustituir la ecuacién (9) en (10) se tiene:

1:/ be "p(a)da.
0

Por tanto 1
b= —F——— 11
7 e rap(ada (1)
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En el caso particular de r = 0 en la ecuacién (9) se tiene:

b d (12)

Iy pla)da

La ecuacién (12) significa que la tasa de natalidad y la tasa de mor-
talidad son iguales entre si y que ambas son iguales al inverso de la
esperanza de vida al nacer en el caso de una poblacion estacionaria.
Esta poblacién se define como cerrada a la migracién, con tasas de
natalidad y de mortalidad constantes y con una tasa de crecimiento
demografico igual a cero.

Las relaciones (9) y (11) son insuficientes para definir los valores de
b,d y r. Es necesario incorporar una nueva relaciéon que considere la
fecundidad de la poblacién bajo estudio.

Los nacimientos en el momento ¢ pueden ser expresados de la for-
ma siguiente, tomando en cuenta, por cuestiones practicas, solo a la
poblacién femenina:

B(t) = /0 " Bt — ) pla) m(a) da (13)

donde B(t — a), en este caso, son los nacimientos de mujeres en la
época t — a, por la probabilidad de que esos nacimientos lleguen con
vida a la edad a en el momento ¢, multiplicado por la fecundidad de
las mujeres en la edad a, en el tiempo ¢. El resultado es el nimero de
nacimientos de las mujeres de edad a, en t. Si integramos sobre todos
los valores de a, tenemos los nacimientos totales en el tiempo . Esta es
una ecuacion que relaciona los nacimientos de las mujeres en la época t
con los nacimientos de las madres en los tiempos anteriores. En sentido
estricto, los limites de la integral se ubican entre los 15 y los 50 anos.
Al sustituir la ecuacién (7) en la (13) se obtiene:

1= /000 e " p(a) m(a) da (14)

La ecuacion (14) tiene una sola raiz real, que es la tasa de crecimiento
de la poblacién en la estabilidad. Dicho de otra manera es «la capacidad
fundamental de multiplicacién de la poblacion, liberada de la influen-
cia perturbadora de una distribucién inicial, por edad, arbitraria».[2]
Lotka, 1969. Con estas ecuaciones es posible tener el panorama com-
pleto de los componentes de la dinamica demografica bajo el supuesto
de poblacion cerrada.
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Una breve reflexion final

Hemos presentado un pequeno conjunto de ecuaciones iniciales traba-
jadas por Lotka, que describen la dindmica demografica de poblaciones
bajo el supuesto de que la tasa de natalidad y la de mortalidad per-
manezcan constante en el tiempo y que no haya entrada ni salidas de
poblacién. Las poblaciones que se rigen bajo esos supuestos crecen en
forma exponencial.

En sintesis, el campo de la Demografia Matematica tiene en Alfred
Lotka a uno de los pioneros y maximos inspiradores de las Matematicas
de la Poblacion.
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