
Una Caracterización del Circulo 

por Luis Montejano . 

El American Mathematical Monthly del mes de Octubre de 1971, 

publicó en su sección de Problemas de Investigación (Research Problems), 

el siguiente problema: 

"" Sea C una curva plana, cerrada, simple, rectifiéable que posee peri-

metro p. Sea x E C. A x le asociamo~ un Único punto x' tal que la dis-

tanda sobre C de x a x' es p/2 . Sea Sx el segmento de línea con 

extremos x y x' A Sx le llamaremos Seudodiámetro de C con res• 

pecto. a x. Sx también denotará la longitud del segmento de lí'nea con ex-

tremas x y x' . 

La función S:C _,lit , S( x) = Sx es contí'nua con respecto a la distan• 

cia en C . ·como C es compacto S = Min Sx existe . 

xEC 

Debido a que S es simple, S es positivo. A S le llamaremos Seudo-

diámetro de c . 

Considérese p/S . Si C es un círculo con perímetro p, p/S = 1T. 

Los proble~as son los siguientes: 

l) ¿Es cierto que p/S ~ rr para toda curva plana, cerrada, sim-

pl~. rectificable ? 
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2) p/S = TT caracterfaa al c'ir~ulo? 

En este trabajo se contestará a estás preguntas. Es decir, ~e probará 

el siguiente teorema . 

'TEOREMA l Sea C una curva plana, cerrada, simple, rectifica. 

ble, que posee perim~tro p . . Sea S 'el Seudodiámetro de C . Entonces 

p/S :? TT y p/S = Ti implica que e es un circulo 

TEOREMA 2 Dada una direcci6n 

es paralela a u , 

Prueba 

Sea G : C - R . 
u 

u ' existe X E e .tal que 

G 
.. U 

valuada en x es el ángulo orientado entre Sx y u 

s 
X 

Es fácil ver que G es ~ontÍnua con respecto a la distancia· en C , 
u 

Sea Xº E e y sea xo' E e tal que la distancia sobre e de Xº a xo' 

es p/2 

Sea G (xo) = ci 
u 

entonces 

Si o< TT existe y E e tal que G (y):;: TT. 
u 
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Si o :?: TI existe y E e tal que G (y) = Z TT • 
u 

Es decir, Sy es paralela a u . 

TEOREMA 3 
Sea C una curva plana, cerrada, simple, rectifi .. 

cable que posee perímetro p . ,Sea C1 la frontera del casco convexo de 

e y supongamos que su perímetro es p' entonces p'::; p . 

La prueba del Teorema 3 la encontraremos' en [ l ] . 

donde' 

Definici6n Sea H · [ O 2 TI ) .... R 
e 

valuada en u es igual a la distancia entre ,do,s lineas sopor-

te de e paralelas a u H es continua . 
e 

TEOREMA 4 
Sea A una curva plana, cerrada, convexa. Enton-

ces el perímetro de A está dado por 

2 TI 
1 

z Jo H (u) du. 
A 

,Esta fórmula es una consecuencia de la fÓ,rmula de Cauchy [ Z J 
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TEOREMA 5 Sea C una curva plana, cerrada, simple, rectifi ... 

cable que posee perÍmefro p .. Sea S su Seudodiámetro . Entor¡.ces 

p/S ~ TI y p/S = Ti implica que. sx = p/n V X E e 

·;;J; .. 

. ·~ 

Prueba 

Sea C' la frontera del casco convexo de C y sea p' · su perímetro. 
2TT 

P2 - l. - a fo He,( u) du por el Tuorema 4 

Debido al Teorema 3 

2 TT 

i r HC' (u ) d u s; p . o 
por el Teorema 2; exis• 

te xEC talque y por lo tanto S s; Sx s; HC 1 (u ) \:/u E [O 2 TI) 

es to implica que 

2 r: 
sn=íJ Sdu 

o 
s; í J 

2TT 

o 

Con esto hemos probado la primera parte del Teorema 1 . 

Supongamos que p/S = n. Entonces 

H (u) ·S =0. 
C' 



Como _Hc
1
(u)-S espositivaycontinua para toda uE[01 2TT) 

/ 

· HC
1

( u)= S y por lo tanto He,( u)= p/rr "'/ u E[O 2 n) pero como 

HC
1

( u)= He( u) por ser C' la frontera del casco convexo de C 

He( u.) = p/ TT V u E [0,21\') 

Además dado X E e 
para u tal 

que Sx 1 u . Entonces 

"Í xEC . 

. Con esto Último se termina de probar el Teorema 5 . 

Definición . - Una cuerda de C tal que las lfoeas de soporte de C 

perpendiculares a ella pasan por sus extremos se llama Binormal de C . 

TEOREMA 6 Sea C una curva plana, cerrada, simple, rectifica ... 

ble que posee perímetro p. Sea S su Seudodíámetro. Supongamos qu~ 

p/S = TI. Entonces C es convexa, de ancho constante p/TI y las b inor-

males de e son los seudodiámetros de e con respecto a sus puntos. 

Prueba 

Sea X E e , sx = p/ TT • Como H( u ) = p/ TT para toda u E [ 0,2 '1i ) 
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S es una binormal de C y por consiguiente existe una linea de soporte 
X 

.-
que pasa por V • Esto prueba que e es convexo [ 3 J . 

C es. de ancho constante puesto que H( u)= p/ rr para toda u E [0
1

2 rt ). 

SÓlo.·nos falta probar que toda b·inormal de C es un seudodiámetro de C 

con respecto a alguno de sus puntos. Sea Q una binormal de C . Por ·el 

Teorema 2 existe X E e tal que sx es paralela a <;l pero como e es 

de ancho constante Sx = Q 

Con esto se temina la prueba del Teorema 6 . 

. TEOREMA 7 Sea C un conjunto convexo, compacto, plano, de 

ancho constante B . Supongamos que toda B inormal de C divide a la fron .. 

tera de C en 2 partes de longi t\;id igual. Entonces C es un círculo . 

Una prueba de esto puede verse en " o [ 5 J . [ 4 J 
·¡' 

Prueba del Teorema l 

La primera parte está probada en el Teorema 5 . Para probar la se-

gunda paz:te haciendo uso del Teorema 7 s6lo nos falta ver que toda Binormal 

de C divide a C en dos curvas del mismo per{metro. Pero esto es cierto 

debido al Teorema 6 que afirma que toda Binormal es un seudodiámetro de 

e con respecto a un punto de e . 

Con esto se termina la prueba del Teorema 1 
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