Una Caracterizacion del Circulo

por Luis Montejano .
El American Mathematical Monthly del mes de Octubre de 1971,
publico en su seccién de Problemas de Investigacién (Résearch Problems),

‘el siguiente problema :

Sea C una curva plaﬁa, ‘cerrada, simplé, re‘ctifiéablé que‘ posee pe_rf-
metro pA. Sea x €C. A x le asociamos un tflnico punto x' tal que la dis-.
tancia sobre C de x a x' es p/2 . Sea S, el segmento de linea con
extremos x y x' . A S, le llamaremos Séudodiémétré de C con rese

pectoa x. S también denotara la longitud del segmento.de Ifnea con ex=

tremos x y x'-.

 La funcién S:C-R, 8(x):= S, es continua con respecto a la distane
ciaen C. 'Como C es compacto S=Min S_ existe .
xeC
Debido a que S es simple, S es positivo. A S le llamaremos Seudo=

diametro de C .

Considérese p/S. Si C es un circulo con perfmetro P, p/S = 1.

Los problemas son los siguientes :

-~

1) ¢Es cierto que p/S > T para toda curva plana, cerrada, sim.

ple, rectificable ?
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2) p/S=m caracteriza al circulo?

En este trabajo se contestard a estas preguntas. Es decir, se probard

el siguiente teorema .

'TEOREMA 1 Sea  C una curva plana, ééffa’da_., simple, rectificae

 ble, que posee’perfmetfé' p. Sea S el Seudodidmetro de C . Entonces

p/S =Ty p/S= ™ implica que C es un circulo .

TEOREMA 2 Dada una diteccién u, existe x€C talque S_

es paralelaa u,

Prueba /

Sea G ¢ C —-R.

u

G valuada en x es el dngulo orientado entre . | y “.

u -

Es facil ver que G es continua con respecto a la distancia en C .

Sea x, € C y sea x4'€C t‘alvqu‘e\la‘ distancié. sobre C de x; a xo'
es p/2
G ‘=0  ent ' ¢} Nzo + 1
Sea G (%) o  entonces G, (xg)=0 + 1
Si 0 < 1. existey € C talque G (y)= T
u
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Si- 0> m existe y €C tal que Gu (y)=2 m.

- Es decir, SY es paralela a y .

- TEOREMA 3 Sea C una curva pl'ana.,‘cerra'da, simple, rectifi=
cable que posee perimetro p. .Sea C' la frontera del casco convexo de

. ' . | 7 ) N 4
:C 'y supongamos que su perimetro es p', entonces p's<p.

La prueba del Té-orema 3 1a‘encont’lr‘aremoslenv ! I

- Definicion Sea H_: [0 27m) -R

o _ C. ‘
donde’ HC © valuada en u es igvala la distancia entre dos lineas sopore
te de C paralelas a u HC es continua .

TEOREMA 4 Sea A una curva plana, cerrada, convexa. Enton-

ces el perimetro de A estd dado por :

21
y . ;
Fl H du.
> j‘o A(u) u

Esta formula es una consecuencia de la formula de Cauchy [2 ] .
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"TEOREMA 5 Seé.-"'_C una curva "piana, cerrada, simple, rectifi-
cable que posee per1metro p. Sea S su Seudodidametro . Enfanes

p/s >n 'y pfs=m implica que. - Sx=' p/‘r.f v 'XE c .

Prueba'

Sea C'la frontera de1 casco convexo de C y sea p': $u perfmetrq.
p'= 3 J‘ H_ (u) du por el ‘Iéorema 4
| J o oLARSEA :

Debido al Teorema 3

2m | | | SR
3 {‘O ‘ 'HC' (u) du < p, porel Teqr‘em?,fz; exis-

v

te x EC tal que leu y por lo tanto S SSX s_I—IC,(u) VuG [0211)."‘

esto implica que :
2T ' Rr AL

sm=4%[ Sdu s}[ Hg(u)du Sp
. : 0 0 L

‘Con eSt§ hemos probado‘ la p’@*iméré pai'te del Teorema 1
Supongamos que p_/S = . Entonces :
20T

~ro HCf(u)



‘ Como HC'('-u')' - S es positiva y continua para toda = u€[0,2 m)
HC’( u)=S ypor lo tanto HC,(u )= p/Tr | v u€{02m) perocomo

’HC,(u) =He(u) por ser C' la frontera del casco convexo de C

Ho(u) = p/m V u clozn)
Ademis dado x€C p/m =S <8, sHC(u) = p/m™ para u tal
que leu . Entonces :
SX = p/TT V x€C.,

.Con esto uUltimo se termina de probar el Teorema 5 .

Definicién ;- ~Una cuerda de C tal que las lineas de soporte de C

perpendiculares a ella pasan por sus extremos se llama Binormal de C .

TEOREMA 6 Sea C una curva plana, cerrada, simple, rectificas -
ble que posee perimetro p. Sea S su Seudodiametro. Supongamos que
p/S = m. Entonces C es convexa, de ancho constante p/TT y las binor-

males de C son los seudodiametros de C con respecto a sus puntos.

Prueba

' Sea x€C, S_=p/ m. Como H(u)=p/m paratoda uel0,21)
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Sx es una binormal de C y por consiguiente existe una linea de soporte

que pasa por v . Esto prueba que C es convexo [37].

C es de ancho constante puesto que H(u)=p/n paratoda u€ [g,2m).
Sélo nos falta probar que toda binormal de C es un seudodidmetro de C
con respecto a alguno de sus puntos. Sea Q una binormalde C . Por el

Teorema 2 existe x€C talque S,

es paralela a Q pero como C es

de ancho constante Sy=Q .

Con esto se temina la prueba del Teorema 6 .

TEOREMA 7 Sea C un conjunto convexo, compacto, plano, de
ancho constante B . Supongamos que toda Binormal de C divide a la frone

tera de C e‘n. 2 partes de Iongi tud igual., Entonces C es un circulo .

Una prueba de esto puede verseen [4 ] 6 [5]

Prueba gg_l Teorema 1

La primera parte esta probada en el Teorema 5. Para probar la see
gunda parte haciendo uso del Teorema 7 solo nos falta ver que toda Binormal
de C divide a C en dos curvas del mismo perimetro. Pero esto es cierto
debido al Teorema 6 que afirma que toda Ei normal es un seudodidmetro de

C con respecto a un punto de C .

Con esto se termina la prueba del Teorema 1
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