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Resumen

Dada una matriz D de distancias euclidianas entre m puntos,
donde la dimensién n de los puntos es desconocida, presentamos
un algoritmo inductivo simple para determinar el valor de n.
Con este algoritmo, siempre es posible encontrar m puntos cuya
matriz de distancias siempre sea D. La tnica restriccién que
imponemos es que m > n + 1.

1. Introduccion

Un problema clasico en estadistica multivariada es el de escalamien-
to multidimensional y que puede ser resumido como sigue: Suponga-
mos que tenemos un conjunto de vectores xi,...,X,, de dimensién n
y sus respectivas distancias 0,5 = [, — X4 y tratamos de encontrar un
conjunto de vectores k-dimensionales yq,...,y,, tal que sus distancias
d,s =|lys — y.| satisfagan 0,s ~ d,;. En general los valores de las x;’s no
se dan y 6,5 es s6lo una medida de la proximidad entre los objetos r y
s. La solucién a este problema es lo que se conoce como escalamiento
multidimensional. Cuando D es una matriz euclidiana, el problema ha
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sido resuelto, véase por ejemplo Gower (1966), Mardia (1978) y Mardia
et al. (1979). En Seber (1984) se tratan otros ejemplos.

De la teoria de escalamiento multidimensional, sabemos que existe una
solucion al problema de identificar la dimension propuesto por Schoen-
berg y por Young y Householder, ver por ejemplo Mardia et al. (1979).
Su método demuesta que si D = (d;ij)ije{1,2,..,m} €5 una matriz eucli-
diana y si definimos A = (—(1/2)d})); je{1.2..n} ¥

1 1
B:=(I—-—11)A(l — —11’
(T = —11)A(T - 11

donde I,,,xm es la matriz identidad y 1’ = (1,1,...,1) es un vector de
unos, entonces D es una matriz euclidiana si y solo si B es semi-definida
positiva, y en este caso, si el rango de B es n sabemos que D es una
matriz de distancias entre m puntos de dimensién n. Por supuesto, si
m es muy grande, tendremos problemas computacionales.

Recientemente Brito, Quiroz y Yukich (2002) consideraron el problema
de identificar la dimensién en la que una muestra de puntos vive, desde
el punto de vista probabilista, en donde sélo las distancias entre los
puntos son conocidas.

En este trabajo, proponemos una solucion exacta y muy sencilla para
identificar la dimensién correcta de una matriz de distancias euclidia-
nas. Especificamente, en el caso en el que tengamos una muestra grande
proveniente de una distribuciéon continua en Re", daremos un método
inductivo para detectar la dimensién en la que los puntos viven.

Vamos a suponer que solamente conocemos la matriz D de m vectores
x1,T,..., ¢, de dimensién n, donde no sélo las x; son desconocidas,
sino también desconocemos la dimension n. En este caso, solo tenemos
una matriz D cuyas entradas estan dadas por

dij = xi — x| = (Z(%k - %‘,k)2> , (1)

k=1

donde z; = (x;1,2i2,...,2;n) para i = 1,2,...,m. En la siguiente
seccién veremos que podemos encontrar la dimensiéon n y un conjunto
de m puntos para los que D es su matriz de distancias, suponiendo
Unicamente que tenemos al menos n + 1 puntos. El procedimiento para
encontrar la dimension es inductivo.
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2. Resultados principales y ejemplo

Analizaremos primero el caso mas sencillo, dimension uno. Supongamos
que D es generada por m > 3 puntos en los reales. Tomemos 1 <
1 < j < k < m, arreglando las entradas de la matriz D podemos
suponer que ¢ = 1,5 = 2 and k = 3 y que las entradas respectivas son
di9, dy3, do3; podemos también suponer, rearreglando si es necesario,
que di2 > méx{dy3,dss}. Dado que para cualesquier ntimeros reales
—co<a<b<c<oo,lc—al=|c—b+|b—al, tenemos que

dyo = dy3 + das. (2)

Por lo tanto D es una matriz euclidiana de dimensién uno, si y sélo si
para cualesquier tres entradas de D seleccionadas como arriba podemos
encontrar una permutacion de indices tal que (2) se satisface. Suponga-
mos que hemos identificado que la dimensiéon de D es uno, para encon-
trar m puntos en Re tales que D sea su matriz de distancias, podemos
suponer que dip > max{dys, dog}; entonces, si hacemos 1 = 0, xo = dq
y T3 = di3 tenemos que |lr; — z;| = d;; para 1 < i,j < 3, y entonces
x; = tdy; para 4 < i < m, dependiendo de si dy; < dy; 0 do; > dy;.
Notemos que los puntos pueden estar en un espacio de dimensiéon mayor
a uno, pero si encontramos que la dimensién de D es uno, significa que
los puntos estan localizados en un subespacio de dimensiéon uno.

El método descrito nos da la clave de cémo proceder en dimensiones
mayores. Supongamos que tenemos m > 4 puntos xi, xa, ...,z de di-
mension dos y que D es su matriz euclidiana. consideremos las entradas
d;j para 1 < 1,5 < 4, ya que la distancia euclidiana es invariante ante
rotaciones y traslaciones, podemos tomar x; = (0,0) y x5 = (dj2,0),
y obviamente [x; — Xgl| = dj5. Todo lo que tenemos que hacer ahora es
encontrar puntos x3 = (x3,%3) v X4 = (24, y4) en los que sus coorde-
nadas puedan escribirse en términos de las entradas de la matriz. Para
esto, notemos que las siguiente ecuaciones deben de satisfacerse para
estos puntos

dis=a3+y; y diy=ai+y; (3)
dy, = dis + di, — 2w314 — 2y3ys. (5)

resolviendo para x3 y x4 en la ecuacién (4) obtenemos

_ A3y + dis — dig
2d19

d%2 d%4 d§4
. 6
I3 Ty 9 B ( )
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Ahora, usando z3 y x4 obtenemos y3 y y4 de la ecuacién (3)

Y3 = i\/ d%?, - x% Ygs = i\/ d%4 - %21- (7)

De hecho, la ecuacién (5) es la clave para demostrar si los puntos
estan en un espacio euclideano de dimensién dos. Podemos decir que
estos cuatro puntos pertenecen a Re? si

min{d;, — (di; + di, — 2x324 + 2y3y4) } = 0, (8)

donde z3, x4 estan dados por la ecuacién (6) y s, ys se seleccionan
a partir de (7) usando el signo positivo. Notemos también que si el
minimo es alcanzado con signo negativo, tendremos dos soluciones para
las coordenadas y, esto es, y3 < 0y y4 > 0, 0ys > 0y ys < O,
y si el minimo es alcanzado con signo positivo, también tendremos
dos soluciones para las coordenadas ¥, que son y3 < 0y ys < 0, 0
y3 > 0y ys > 0; en cada caso, obtenemos dos soluciones posibles.
Si tenemos més de cuatro puntos, hagamos x5 = (z5,y5) y a partir
de 2y = 22+ y2 y dis = di5 + &2, — 2d1ows5, tendremos que x5 =
(d3s+ d3y — d35) /2d12 y y5 = £4/d35 — 22, Entonces, habiendo asignado
los signos de y3 v y4 podemos obtener el signo de y; usando dss y dys.
Para los puntos restantes procedemos de la misma manera para obtener
las coordenadas. Por lo tanto, siempre podemos obtener dos conjuntos
diferentes de puntos tales que D es su matriz de distancias.

Para ver si D es una matriz de dimensién dos procedemos como sigue:

= Si encontramos tres entradas de D digamos di,d13 y do3, donde
dy o > méax{di3, das} tales que (2) no se cumple, sabemos que la
matriz D no tiene dimension dos.

= Si para cualquier d;; donde 1 < 4,5 < 4 para todos los posibles
rearreglos de las entradas de D la ecuacién (8) se cumple, entonces
D es una matriz euclidiana de dimensién dos.

Notemos también que las ecuaciones en (7) proporcionan desigualdades
no triviales que deben cumplir los puntos de Re?:

d2, 4+ d2, — d2.\? a2, 4+ d2, — d2,)\
d2 > 12 13 23 d2 > 12 14 24 )
13 — ( 2d12 y 14 — 2d12 (9)

Finalmente, si las coordenadas de los m puntos son generadas aleatoria-
mente de una distribucién continua, es suficiente probar que la ecuacién
(8) se cumple para d;;,1 <i,j < 4.



LA DIMENSION EN UNA MATRIZ DE DISTANCIAS EUCLIDIANAS 5)

El proceso usado en dimension dos puede ser generalizado de mane-
ra muy sencilla a dimensiones mayores. Por ejemplo, en el caso de
dimensién tres, si tenemos m > 5 puntos con matriz de distancias
D, trasladando y rotando podemos suponer que x; = (0,0,0),x3 =
(d12,0,0)7X3 = (xg,yg,O),x4 = (5547?/4,24) Yy X5 = (9557?/5,25) y ten-
dremos ecuaciones equivalentes a (3),(4) and (5) dadas por

dis=ai+y; vy di, =2 +y +2 paraj=4,5 (10)
d%j = d%2 + d%J - leng para ] = 37 47 5 (11)

y una ecuacién extra dada por
dig, = di + df5 — 2x4T5 — 24y — 22425. (13)
Por (11) tenemos que

2dy

T = para j=3,4,5 (14)

entonces, de (10) y3 = £1/d?; — 2% y usando (12) obtenemos

A2, 4+ d?, — d2. — 252
y; = 18~ 5 3 it para j =4,5. (15)
Y3

De nuevo, por (10) tenemos que

zj =d/d};, — a3 —y? para j=4,5.

Por lo tanto, los puntos estan en localizados en un espacio euclideano
de dimension tres si

min{djs — d3, — di5 — 2x475 + 2y4ys + 22425} = 0, (15)

donde x4, z5 estdn dadas por la ecuacion (14), y4, ys y 24, 25 Se obtienen
de (15) y (16) con signo positivo. En este caso, tendremos cuatro solu-
ciones dependiendo de los signos de y3 y de ;.

por lo tanto, para ver si D es una matriz euclidiana de dimension tres,
procedemos como sigue:

= Si encontramos tres entradas de D, digamos do, d13 v dsz, donde
dy 9 > méax{dys, dos} tales que no cumplen con (2), sabremos que
D no es una matriz de distancias con dimensién uno.
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= Si encontramos seis entradas de D, digamos dys, d13, di4, dag, doy
y dsy tales que (8) no se cumple, entonces D no es de dimensién
dos.

= Si para cualquier d;; donde 1 <, <5 se cumple (17) para todos
los posibles arreglos de entradas de D, entonces D es una matriz
de distancias euclidiana de dimension tres.

Como en el caso de dimensién dos. la ecuacion (16) genera desigualdades
no triviales que deben de cumplir puntos de dimensién tres

2
2. > (d%j +d;; — d%j) (d%:% +di; — df; — 2w
1j =

2dy2 2,/d3; — 2

2
> para j = 4,5,

(18)
donde x5 y z; estan dadas en (14).
Si tenemos mas de cinco puntos, podemos resolver para los restantes
puntos, como en el caso de dimension dos, y obtendremos cuatro dife-
rentes soluciones.

El procedimiento anterior puede ser extendido a cualquier dimensién.
Aunque el proceso para encontrar la verdadera dimensién de la matriz
de distancias es inductivo, puede ser implementado facilmente, en es-
pecial, en el caso en que los vectores sean generados aleatoriamente de
una distribucién continua.

Para terminar, presentamos un ejemplo de seis puntos de dimensién
tres generados de una uniforme (0, 1), en el que seguiremos el proce-
so para detectar la dimension y generacién de puntos cuya matriz de
distancia sea precisamente D. Los puntos generados fueron

z; = (0,36492,0,21188,0,77431), =5 = (0,13833,0,65251,0,70783),

z3 = (0,88871,0,18157,0,62118), =, = (0,76361,0,52763,0,05633),
x5 = (0,53709,0,11589,0,11998), =z¢ = (0,21213,0,40094, 0,84482)

cuya matriz de distancias resulta en

0 0,50198 0,54225 0,87783 0,60614 0,25584
0,50198 0 0,89015 0,91161 0,83969 0,29581
0,54225 0,89015 0 0,67414 0,55274 0,74559
0,87783 0,91161 0,67414 0 0,49135 0,97052
0,60614 0,83969 0,55274 0,49135 0 0,77648
0,25584 0,29581 0,74559 0,97052 0,77648 0
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Como d23 2 méX{dlg,d13} pero d23 - (dlg + d13> = —0,15407, por (2)
sabemos que la matriz no corresponde a dimensién uno.

Tomando z3,74 de (6) y y3,ys de (7) obtenemos d3, — (d?; + d3, —
22314 — 2y3ys) = 0,34454 y d3, — (25 + d3, — 2x334 + 2y3y4) = —1,3127.
Entonces, usando (8) sabemos que los puntos no estdn en Re?.

Ahora, definiendo x4, x5 como en (14), y4, ys como en (15) y z4, 25 como
en (16), tenemos que d35 — (d3, + d?5 — 2475 — 2ysys — 22425) = 0, que
nos dice que los puntos tienen dimension tres. Finalmente, a partir de
las ecuaciones (10) a (16) y estimando de la misma ecuacién al tltimo
punto, resulta que

y1 = (0,0,0), yo = (0,50198,0,0),

ys3 = (—0,24539,0,48354,0), ys = (0,19077,0,72773,0,45232),
ys =(—0,08537,0,32471,0,50466) y ys=(0,22903, —0,08688, —0,07385)

satisfacen con tener como matriz de distancias a D.
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