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Resumen

La conjetura de Poincaré afirma que cualquier 3-variedad ce-
rrada cuyo grupo fundamental es trivial es homeomorfa a la 3-
esfera. En este articulo veremos como la conjetura ha impulsado
el desarrollo de la topologia tridimensional.

1. Introduccion

El articulo de Poincaré Analysis Situs y sus cinco suplementos marcan
el inicio de la topologia algebraica y de la topologia de variedades. En
este articulo se define el grupo fundamental de un espacio asi como los
niumeros de Betti y los coeficientes de torsién, que a la postre pasaron a
ser parte de los grupos de homologia de un espacio. Al final del segundo
suplemento Poincaré enuncia un teorema del que no da la demostracion
y que en términos modernos dice:

Si una 3-variedad M tiene todos sus grupos de homologia
isomorfos a los grupos de una 3-esfera, entonces M es ho-
meomorfa a la 3-esfera.

Sin embargo, en el quinto suplemento se da cuenta de su error y da
un ejemplo de una 3-variedad cerrada cuyo primer grupo de homologia
es trivial, pero cuyo grupo fundamental no es trivial. A dicha variedad



114 MARIO EUDAVE-MUNOZ

se le conoce ahora como la variedad de Poincaré. Al final de dicho
articulo hace una pregunta, que ahora se conoce como la conjetura de
Poincaré y que en términos modernos dice lo siguiente:

Conjetura 1 (Conjetura de Poincaré.). Si M es una 3-variedad cerra-
da cuyo grupo fundamental es trivial, entonces M es homeomorfa a la
3-esfera.

Esta conjetura tiene generalizaciones a dimensiones superiores, aun-
que notamos que no basta con pedir grupo fundamental trivial. En el
caso general, la conjetura dice que si una n-variedad tiene todos sus
grupos de homotopia isomorfos a los de una n-esfera entonces es homeo-
morfa a la n-esfera. La conjetura fue probada en dimensiones mayores
o iguales a 5 por Smale [39] en 1961 y en dimensién 4 por Freedman
[11] en 1982; quedando abierto, entonces, el caso de dimension 3.

Una respuesta afirmativa a la conjetura fue anunciada, finalmente,
por Perelman en 2003, en una serie de articulos en el arXiv [5], [32],
[33], [31], un siglo después de que fuera formulada por Poincaré. La
demostracion usa técnicas de geometria riemanniana y segin expertos
en el area es correcta. En este articulo no hablaremos de la prueba
de la conjetura, referimos al lector al articulo de Bessieres, Besson y
Boileau [6], donde se da una exposicién de las ideas principales de
la demostracién, o al articulo panordmico de Morgan [25]. El lector
interesado en una prueba completa de la conjetura puede consultar el
libro de Morgan y Tian [26].

La conjetura de Poincaré ha impulsado el desarrollo de la topologia
tridimensional y esta ligada a muchos avances de esta teoria. De esto
hablaremos en este articulo. En la seccién 2l recordamos la definicién del
grupo fundamental y damos varias maneras de construir 3-variedades;
esto con el proposito de entender qué es lo que dice la conjetura. En
la seccién |3 mostramos algunos de los intentos que se han hechos pa-
ra resolver la conjetura usando métodos topoldgicos o algebraicos y
mencionamos resultados importantes en la teoria de 3-variedades que
han sido inspirados por la conjetura. Cerramos nuestra exposicién en
la seccién [4] con unos comentarios finales.

El lector interesado puede consultar los articulos originales de Poin-
caré, escritos en francés, los cuales se encuentran publicados en sus
obras completas [34]. Recientemente se ha publicado una traduccién
de estas obras al inglés, en el libro Papers on Topology. Analysis situs
and its five supplements [35].
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2. Construcciones de 3-variedades

2.1. El grupo fundamental

Sea X un espacio topoldgico arcoconexo, o sea dados dos puntos en el
espacio hay un arco que los conecta, y sea x un punto de X, llamado
el punto base. Consideremos ahora la coleccién de todos los lazos en
X cuyo punto inicial y final es x (o sea todas las funciones continuas
f:[0,1] — X, tal que f(0) = f(1) = x). Decimos que dos lazos son
homotépicos si se puede deformar uno en el otro continuamente, sin
mover los extremos de los lazos, o sea el punto x. Pero nétese que en
esta deformacién el lazo puede apachurrase o cruzarse sobre si mismo.
Podemos definir un producto de lazos, que es simplemente recorrer
primero un lazo y luego el segundo. Las clases de homotopia de lazos
forman un grupo, el llamado grupo fundamental de X, y que se denota
por 71 (X, x). Si se cambia el punto base, se encuentra un grupo que es
isomorfo al antes definido, por lo que denotaremos al grupo fundamental
simplemente por 1 (X). Si 71 (X) es trivial, es decir es el grupo que tiene
un solo elemento, entonces cualquier lazo puede ser contraido al punto
base. Que m1(X) no sea trivial quiere decir, entonces, que hay algin
lazo que no puede contraerse a un punto, es decir, que al momento de
tratar de contraerlo se atora en algun lado del espacio. Decimos que un
espacio es simplemente conexo si su grupo fundamental es trivial. Para
una definicién formal del grupo fundamental, véase cualquier texto de
topologia algebraica.

Muchos de los grupos que aparecen al estudiar espacios topologicos
se expresan por medio de generadores y relaciones. Sea F(x1,...,z,)
el grupo libre con n generadores, o sea, el grupo de palabras forma-
das con los simbolos z1,...,%,, y sean ri,...,r, palabras en estos
simbolos. Denotamos por G =< xy,...,2,|r,...,7s > al grupo co-
ciente F'(z1,...,2,)/N(r1,...,r,), donde N(rq,...,r,) denota al sub-
grupo normal de F(xy,...,z,) mas pequeno que contiene a rq,...,7s.
Decimos que G es el grupo dado por generadores xi,...,x, y rela-
ciones rq,...,7s. En otras palabras, G es el grupo que se obtiene de
F(z,...,x,) al hacer cada palabra r; igual a 1. Para estudiar grupos
desde este punto de vista, véase por ejemplo el libro [22].

Una manera de calcular grupos fundamentales es a través del teore-
ma de Seifert-Van Kampen, que nos dice como calcular el grupo de un
espacio si se conocen los grupos de algunos subespacios. Mds precisa-
mente, sea X un espacio topolégico arcoconexo, tal que X = X; U Xs,
donde X7, X5 son abiertos arcoconexos y Xy = X1MN X5 es también arco-
conexo. Tomando un punto base que se encuentre en X, supéngase que
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7T1(X1) =< T1y..- ,LCn|7”1, e, T >,7Tl(X2) =<Y1,--- 7ym|t17- Lt >y
7T1(X0) =< Z1,... ,zp|u1, cee, Ug > Sea ©; - 7T1(X0> — 7T1(X7;) (Z = 1,2),

el mapeo inducido por la inclusiéon de Xy en X; (i = 1,2). Sean
a; = p1(z1)p2(2z)"t (i = 1,...,p), entonces cada a; es una palabra en
los simbolos x4, ..., %, Y1, ..., Yn. Entonces el teorema de Seifert-Van

Kampen nos dice que
m(X) =<1, . T Yty o Y| T1 e T by e T Q1 Gy >,

o sea, una presentacién para m;(X) estd dada por los generadores de
X1, los generadores de Xs, las relaciones de X7, las relaciones de X5,
més una relacién por cada generador de 71(Xj), donde se igualan la
imagen de cada generador z; en 7m1(X;) con su imagen en 7 (Xs).

Los grupos de homologia de un espacio X, H;(X), ¢ > 0, son una
coleccién de grupos abelianos asociados a un espacio X suficientemente
bonito, digamos una variedad o un complejo celular. No hablaremos
aqui de estos grupos; para su definicién véase cualquier texto de topo-
logia algebraica. Solo mencionamos que si X es un espacio arcoconexo,
entonces el grupo H;(X) es la abelianizacién del grupo m(X), es decir,
Hi(X) es el grupo abeliano més grande al que m;(X) se proyecta, o
sea, H1(X) es isomorfo al cociente m1(X)/[m1(X), 7 (X)], donde [G, G]
denota al subgrupo conmutador de un grupo G.

2.2. 3-variedades

Una 3-variedad M es un espacio topoldgico que localmente se ve como
el espacio tridimensional. Formalmente, una 3-variedad M es un espa-
cio métrico separable tal que cada uno de sus puntos tiene una vecindad
abierta homeomorfa a R* 0 a R} = {(z1,z2,23) € R® : 23 > 0}. De
manera similar se puede definir una n-variedad. La frontera de M, de-
notada por OM, consiste de los puntos de M que tienen una vecindad
abierta homeomorfa a ]Ri. Para una 3-variedad M, OM es vacia o es
una 2-variedad sin frontera, es decir una superficie. Decimos que una
3-variedad es cerrada si es compacta y no tiene frontera. Una superficie
es no-orientable si contiene una banda de Mobius. Esto se puede gene-
ralizar a dimension tres y decimos que una 3-variedad es no-orientable
si contiene una copia de F' x I, donde F' es una banda de Mobius; en-
tonces una 3-variedad es orientable si no contiene una copia de F' x I.
En este articulo todas nuestras superficies y 3-variedades seran orien-
tables. Para nociones generales de 3-variedades nos referimos al libro
de Hempel [18] o al libro de Rolfsen [36].

Las 3-variedades més sencillas son el mismo R?® y una 3-bola
B = {r € R : |z| < 1}. La 3-esfera, S%, se define como la esfera
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unitaria en R, o sea S = {z € R*: |z| = 1}. Usando una proyeccién
estereografica de S® en R3, no es dificil ver que S® se puede expresar
como la unién de dos 3-bolas pegadas a lo largo de sus fronteras, o sea,
S3 = B1UBs, donde B; v B; son 3-bolas, y BiNBy = 0B, = 0By = S>.
Esto es analogo al hecho que a una 2-esfera la podemos ver como la
unién de dos discos pegados por su frontera (véase la ﬁgura. Una es-
fera homotdpica es una 3-variedad cerrada M tal que (M) es trivial.
Entonces la conjetura de Poincaré dice que cualquier esfera homotoépica
es homeomorfa a S3. Si M es una 3-variedad cerrada (y ademds conexa
y orientable), entonces Ho(X) = H3(X) =2 Z,y H,(X) Z0sin > 3.
Para S® tenemos, ademds, que H(M) = Ho(X) = 0. Una 3-variedad
es una esfera homoldgica si tiene los mismos grupos de homologia que
la 3-esfera.

’
B, B>

Figura 1.

Dadas dos 3-variedades M; y M,, podemos construir una nueva
variedad, que es la suma conexa M = My#M,. Para construirla, re-
movemos el interior de una 3-bola en cada M; (i = 1,2); nos quedan
dos 3-variedades cuya frontera es una esfera, y ahora pegamos dichas
3-variedades por estas esferas. Decimos que M es prima si siempre que
tengamos una descomposicion M = My# My, M, o M, es la 3-esfera.
Una variedad M es irreducible si cualquier esfera encajada en M es
frontera de una 3-bola. Las variedades irreducibles son entonces pri-
mas; S' x S? es la nica 3-variedad prima que no es irreducible.

2.3. Triangulaciones

Consideremos un tetraedro, o sea la cerradura convexa de 4 puntos en
R? no contenidos en un plano. A los cuatro puntos que lo definen los
llamamos vértices. A un subespacio de dimensiéon uno generado por
dos de los vértices lo llamamos arista, y a un subespacio de dimensién
dos generado por 3 de los vértices lo llamamos triangulo. Un tetraedro
consta de 4 vértices, 6 aristas y 4 triangulos, como se ve en la figura
[2l Un tetraedro es una 3-variedad que es homeomorfa a una 3-bola,
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su frontera es homeomorfa a una 2-esfera. Una 3-variedad compacta la
podemos obtener a partir de una coleccion finita de tetraedros, los cua-
les identificamos con ciertas reglas para garantizar que el resultado sea
una 3-variedad y decimos, entonces, que la variedad es triangulable. Sea
{T}} una coleccién finita de tetraedros. Identificamos los tetraedros a lo
largo de sus vértices, aristas y triangulos de manera que se satisface lo
siguiente: a) para todo 4, j, la interseccién de T; con T es vacia o consis-
te de un vértice, una arista o un tridngulo; b) la coleccién de tetraedros
adyacentes a cada arista estan colocados ciclicamente alrededor de la
arista, y forman una 3-bola; ¢) la coleccién de tetraedros adyacentes a
cada vértice forman una 3-bola, que se ve como el cono sobre una esfera
o una media esfera. Estas condiciones garantizan que el espacio que se
obtiene es una 3-variedad. De hecho, todas las 3-variedades compactas
se obtienen de esta manera pues es un teorema que cualquier 3-variedad
es triangulable [24]; esto no es cierto en dimensiones superiores. Néte-
se, sin embargo, que se necesitan muchos tetraedros para definir una
3-variedad, y que una misma 3-variedad tiene muchas triangulaciones.
En la figura [2 mostramos una triangulacién de S, que de hecho corres-
ponde a la frontera de un 4-simplejo (la cerradura convexa de 5 puntos
en RY).

5

Figura 2.

2.4. Descomposiciones de Heegaard

Sea S un disco con n agujeros, n > 0, o sea, la 2-variedad obtenida
a partir de un disco D contenido en R?, al quitarle el interior de n
discos ajenos contenidos en su interior. Consideremos ahora al espacio
S x I = {(x1,m9,23) € R®: (z1,29) € 5,0 < 23 < 1}, este es una
3-variedad cuya frontera es una superficie conexa de género n (véase la
figura 3)). Un cubo con asas H es una 3-variedad homeomorfa a S x I,
para algin disco con agujeros S. El género de un cubo con asas H lo
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definimos como el género de la superficie 0H. Puede probarse que dos
cubos con asas son homeomorfos si y solo si tienen el mismo género.

Figura 3.

Sean Hy, y H, dos cubos con asas, y ¢ : 0H; — 0H, un homeomor-
fismo. Con esta informacién podemos construir una 3-variedad cerrada,
que se obtiene al pegar los cubos con asas segtn la instruccion dada por
¢, o sea, a cada punto x € JH; lo identificamos con su punto imagen
en 0H,. Obtenemos asi una 3-variedad M = H; Uy Hy. A esta des-
composicion de M la llamamos una descomposicion de Heegaard y a
OH, = 0H, una superficie de Heegaard. No es dificil probar que toda
3-variedad cerrada tiene una descomposicion de Heegaard; se sigue del
hecho que toda 3-variedad admite una triangulacion. El género de una
descomposicion es el género de la superficie de Heegaard y el género de
una 3-variedad se define como el minimo género de todas sus descom-
posiciones de Heegaard. Cabe decir que una misma 3-variedad tiene
muchas descomposiciones de Heegaard diferentes.

Sea H; un cubo con asas de género n. Nétese, como se muestra en
la figura (3| que existen n curvas cy,cs,...,c, en 0Hy, tales que cada
¢; es frontera de un disco D; contenido en Hip, y tal que 0H; — Ug;
es homeomorfo a una esfera con 2n agujeros. Sea H, otro cubo con
asas del mismo género y ¢ : 0H; — 0Hs un homeomorfismo; sean
dy,ds, ..., dy,,las imagenes de las curvas ci, ¢, . .., c,. Sea M = H Uy, Hy
la 3-variedad determinada por ¢. Se puede probar que para construir a
M, no es necesario conocer toda la imagen de ¢, basta con conocer las
curvas d;. Para ver esto, peguemos H; y Hy por partes, o sea, primero
le pegamos a Hj el disco Dy (o bien, una vecindad de D;, o sea, una
versién engordada de D;), luego D», y asi hasta pegar todos los discos
D;. Lo que resta por pegar es el complemento de los discos (o bien, el
complemento de vecindades de los discos), lo que es una 3-bola. Ahora,
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al pegar la 3-bola lo hacemos por su frontera, y puede verse que no
importa como sea este pegado, pues las 3-variedades que se obtienen
son homeomorfas.

Sea Hy un cubo con asas de género n, y dy,ds, ..., d, una coleccion
de curvas ajenas en 0 H,, tal que 0 Ho—Ud; es una esfera con 2n agujeros.
A (Hy,dy,ds,...,d,) lo llamamos un diagrama de Heegaard. Por la
discusion del parrafo anterior se sigue que este diagrama determina
una tunica 3-variedad. Noétese, sin embargo, que una 3-variedad tiene
muchos diagramas de Heegaard distintos que la definen.

A partir de un diagrama de Heegaard de una 3-variedad M es
facil calcular una presentacién para el grupo fundamental de M. Note-
se primero que si Hy es un cubo con asas de género n, entonces
m(Hy) = F(x,...,x,), el grupo libre de n generadores; esto es porque
H, es homotopico a la cuna de n circulos, o sea, se puede deformar
continuamente a dicho espacio. En la figura [3] mostramos una coleccién
de curvas x; que generan el grupo fundamental de un cubo con asas.
Ahora, al pegar H; y Hs aplicamos el teorema de Seifert-Van Kampen,
pero lo hacemos por partes. Con la eleccién de un punto base ade-
cuado, podemos expresar cada una de las curvas d; en términos de los
generadores z1, . . ., x, de m(H3), obteniendo n relaciones 71, ..., r,. Al
pegarle el disco Dy a Hy como lo hicimos arriba, vemos que la curva
dy se vuelve trivial, o sea, la relacién r; es trivial en el grupo del nuevo
espacio. Hacemos lo mismo con las curvas restantes, y por el teorema
de Seifert-Van Kampen, tenemos que

(M) Z< 21,9, ..., xp|r1, 7oy Ty >

Como un ejemplo, considérese el diagrama de Heegaard mostrado
en la figura[d] que determina una 3-variedad P.

Se sigue que 71 (P) &< 21, To| w1 20w 25 12y "0y L, 212077 "oz 15 2 >,
Este grupo no es trivial, pues existe un homomorfismo ¢ de m1(P) en el
grupo S5 dado por ¢(z1) = (12345) y ¢(x2) = (15324). Pero la abelia-
nizacién de este grupo si es trivial, lo que implica que H;(P) = 0. Esta
variedad P es la variedad de Poincaré, que es una esfera homologica.

Damos ahora un esbozo de la clasificacién de las 3-variedades con
género de Heegaard 0 o 1. Un cubo con asas de género 0 es una 3-bola
y, entonces, una variedad de género 0 se obtiene al identificar dos bolas
por sus fronteras. Pero la variedad que se obtiene de esta manera, sin
importar el pegado es S3; o sea S es la tinica 3-variedad de género
de Heegaard 0. Un cubo con asas de género 1 es un toro sélido. Al
identificar dos toros sdlidos por sus fronteras obtenemos una familia
de 3-variedades que se conocen como espacios lentes. Sea H un toro
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Figura 4.

solido, y sean g y A un meridiano y una longitud de H, es decir pu
es una curva esencial en OH que es frontera de un disco en H y A es
una curva esencial en 0H que interseca a i en un punto. Las clases de
homologia de las curvas p y A forman una base para H,(0H) = Z x Z.
Si r es una curva simple cerrada en 0H, entonces existen enteros p
y ¢, primos relativos, tales que [r] = p[u] + q[A\] (si 7 es una curva
en una superficie o una 3-variedad, denotamos por [r] a la clase de
homologia u homotopia determinada por r). Denotamos por L(p,q) a
la 3-variedad determinada por el diagrama de Heegaard (H, 7). Se sigue
que m1(L(p, q)) = Z,. Esta familia ya ha sido clasificada, dados L(p, q)
y L(p',q') se sabe bajo qué condiciones en los pardmetros estos son
equivalentes. En particular, L(p, q) = S3 si y solo si p = 1.

Las variedades de género 2 se obtienen al identificar dos cubos con
asas de género 2. Aqui obtenemos una familia infinita de 3-variedades
que no se ha clasificado; de hecho la familia es bastante complicada.

2.5. Cirugia de Dehn

Sea k un nudo en S3, o sea, una curva simple cerrada en S® y sea N (k)
una vecindad tubular de k; entonces N(k) = S x D? es decir, N (k)
es un toro sélido. Entonces el espacio E(k) = S —intN (k), llamado el
exterior de k, es una 3-variedad cuya frontera es un toro 7' = 0F(k) =
ON (k). Sean p y A un meridiano y una longitud preferente de 0F(k),
es decir, p es una curva esencial en T que es frontera de un disco en
N(k) y A es una curva esencial en T' que es homoldgicamante trivial en
E(E), de hecho, A es frontera de una superficie encajada en E(k) (para
un nudo en S? siempre existe tal longitud preferente). Las clases de las
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curvas p y A forman una base para H; (7). Sea ahora r una curva simple
cerrada en T, tal que [r] = p[u] + ¢[)\], donde p y ¢ son enteros primos
relativos. Hacer r-cirugia de Dehn en k, consiste en identificar E(k) y
un toro sélido V' por sus fronteras, de modo que un meridiano de V' se
identifica con la curva r (véase la figura[f)). El resultado es un 3-variedad
cerrada, que denotamos por My (r). No es dificil ver Hy(My(r)) = Z,.
En particular, si p = 1, tenemos que M(r) es una esfera homdlogica.
Por ejemplo. para el nudo trébol mostrado en el figura [5], tenemos que
M;.(1) es la variedad de Poincaré. Dehn usé este método para construir
una infinidad de esferas homoldgicas distintas. Para ver esto hay que
probar que, para algun nudo k, My(1/q) # My(1/q2), para ¢ # go.

E(k)

Figura 5.

Si L = kyUks - - -UK, es un enlace de n componentes en S, es decir,
la coleccién de n nudos ajenos, y (rq,...,r,) es una coleccién de curvas
simples cerradas en los N (k;), podemos definir My (ry,...,r,) como
la 3-variedad que se obtiene al rellenar £(L) con n toros sélidos, donde
los meridianos de los toros se identifcan con las curvas r;. El teorema
fundamental de cirugia, probado independientemente por Lickorish y
Wallace, nos dice que cualquier 3-variedad cerrada se puede obtener
por cirugia en algtin enlace en S3, y ademas, la cirugfa se puede escoger
que sea entera, es decir, para cada r; tenemos que [r;] = p[w;] + [\i].
Para una prueba de este teorema véase [36]. Ademads, este teorema
se puede refinar, y se puede probar que cualquier 3-variedad cerrada se
obtiene por cirugia entera en una n-trenza pura cerrada. No definiremos
aqui lo que es una trenza, solo decimos que una n-trenza pura cerrada
es un enlace de n componentes que tiene una proyeccion en el plano de
modo que cada rayo que sale del origen interseca a cada componente
del enlace exactamente en un punto; note que cada componente de una
n-trenza pura cerrada es un nudo trivial. En la figura [6] puede verse un
ejemplo de una 3-trenza pura cerrada.
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Figura 6.

Existen otras manera de representar 3-variedades que no hemos defi-
nido por cuestiones de espacio, estas son las cubiertas ramificadas sobre
un nudo en S® y los libros abiertos.

3. La conjetura de Poincaré y sus
consecuencias

Uno de los problemas con la conjetura de Poincaré es que la definicién
del grupo fundamental es muy general, se aplica a cualquier espacio
topoldgico, para que esté bien definido basta que el espacio sea arcoco-
nexo, no se requiere que sea variedad. En el caso de que tengamos una
3-variedad dada por una triangulacion, no es dificil ver que podemos
tomar como punto base alguno de los vértices de la triangulacion y que
cualquier lazo es homotépico a uno contenido en el l-esqueleto de la
3-variedad (o sea el conjunto de vértices y aristas). Sin embargo, si un
lazo es trivial, no tenemos control sobre las posibles homotopias que
contraen a dicho lazo.

Ha habido muchos intentos de probar la conjetura, y matematicos
de primera linea han trabajado en ella. Los intentos de demostracién
han inspirado muchos de los desarrollos en la teoria de 3-variedades.

3.1. Variedades de Whitehead

En 1933 Whitehead publicé una prueba de la conjetura de Poin-
caré [44]. Un ano después el mismo Whitehead [45] encontré un error
en su demostraciéon. De hecho su prueba también implicaba que una
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3-variedad abierta (no compacta y sin frontera) y simplemente conexa
tenfa que ser homeomorfa a R3. Whitehead dio un ejemplo de una 3-
variedad abierta y simplemente conexa, de hecho contraible, y que no es
homeomofa a R?. O sea, el analogo de la conjetura pero para variedades
abiertas es falso. Una descripcion de esta variedad puede verse en los
libros [18], [36]. A las variedades que cumplen con estas propiedades
se les conoce como variedades de Whitehead.

3.2. El lema de Dehn y el teorema del lazo

En general, es dificil deducir informacién topolégica a partir del grupo
fundamental. Papakyriakopoulos demostré en los anos 50 del siglo pa-
sado varios resultados que combinan el algebra con la topologia y que
son ahora parte fundamental de la teorfa de 3-variedades [27], [28].
Estos son el lema de Dehn, el teorema del lazo y el teorema de la es-
fera. El lema de Dehn fue enunciado y probado por Dehn en 1910, sin
embargo, en 1927 Kneser encontré un grave error en su demostracion.
Una demostraciéon correcta fue dada por Papakyriakopoulos en 1957.
El lema dice lo siguiente:

Lema 2. Sea k un nudo en una 3-variedad M 1y supdngase que existe
una funcion f: D?* — M tal que f restringida a 0D es un homeomor-
fismo de 0D sobre k y que f(intD) Nk = (. Entonces existe un disco
F encajado en M, tal que OF = k.

La hipotesis de que el interior de D no toque a k es esencial, pues
cualquier curva que es homotopicamente trivial es frontera de un disco
con singularidades, por ejemplo, cualquier nudo en S® es frontera de
un disco con singularidades, pero solo el nudo trivial es frontera de un
disco encajado (véase la figura . Este teorema implica que si k£ es un
nudo en 53, o bien en una esfera homotdpica, entonces 71 (E(k)) = Z
si y solo si k es el nudo trivial.

Sea M una 3-variedad con frontera y sea S una componente de 0 M.
La inclusién ¢ : S < M induce un homomorfismo ¢, : m(S) — m (M).

El teorema del lazo nos dice lo siguiente:

Teorema 3. Si 1, no es un monomorfismo, entonces existe una curva
simple cerrada o« en S, que es esencial en S, y un disco D encajado en
M tal que 0D = «.

Si existe tal «, entonces es claro que [ no es trivial en m[S] pero
t«([a]) es trivial en 7 (M); pero si el nicleo de ¢, no es trivial, no es
obvio ver que existe una curva simple en el nicleo. El teorema del lazo
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Figura 7.

es mas general que el lema de Dehn, y de hecho, el lema se sigue al
aplicar el teorema a E(k).
El teorema de la esfera nos dice lo siguiente:

Teorema 4. Si my(M) # 1, es decir, el sequndo grupo de homotopia
de la 3-variedad M no es trivial, entonces existe una esfera encajada S
en M, tal que su clase de homotopia es no trivial.

Este teorema implica que para una 3-variedad irreducible M,
mo(M) = 0. La prueba de estos teoremas es complicada; para una prue-
ba véase el libro [18].

Sea S una superficie propiamente encajada en una 3-variedad M
(es decir, SN OM = 0S) o contenida en dM. Decimos que S es com-
presible si existe una curva 7, esencial en S, y un disco D en M tal que
DNS = 0D = ~. Si no existe tal curva  entonces decimos que S es in-
compresible. Se sigue del teorema del lazo y del teorema de Seifert-Van
Kampen que, si S es incompresible, entonces la inclusiéon ¢ : S — M
induce un monomorfismo en grupos fundamentales. Esto implica que
cualquier superficie (distinta a una 2-esfera) encajada en una esfera
homotdpica es compresible. Las superficies incompresibles son funda-
mentales en la teoria de 3-variedades. Decimos que una 3-variedad M es
Haken si es irreducible y contiene una superficie incompresible. Haken
demostrd, entre otras cosas que platicaremos mas adelante, que todas
la variedades Haken se pueden descomponer cortando por superficies
incompresibles hasta llegar a una coleccién de cubos con asas. Esto
lo utiliz6 Waldhausen para probar que las variedades Haken cerradas
estan determinadas por su grupo fundamental, es decir, si tienen el
mismo grupo entonces son homeomorfas. Esto no es cierto en el ca-
so de variedades con frontera, pero para este caso probd que el grupo
fundamental mas su estructura periférica, o sea, la imagen del grupo
fundamental de la frontera, determinan a la 3-variedad [42].
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3.3. Caracterizaciones de la 3-esfera y versiones
equivalentes de la conjetura de Poincaré

Ha habido muchos intentos para probar la conjetura de Poincaré. Una
estrategia consiste en dar condiciones que garanticen que una 3-variedad
es S3, o sea, en dar una caracterizacién de S3. Entonces quedaria por
probar que toda esfera homotdépica satisface estas condiciones. En 1958
Bing [7] probé el siguiente resultado: Una 3-variedad cerrada M es S®
st y solo si todo nudo en M se encuentra dentro de una 3-bola. Es-
te resultado se sigue del siguiente: Toda 3-variedad contiene un nudo
cuyo exterior es irreducible. Para probar que tal nudo existe hay que
tomar una descomposicion de Heegaard de género minimo y un nu-
do en uno de los cubos con asas de manera apropiada. Para probar
el teorema de Bing, sea k un nudo con exterior irreducible, entonces
por hipétesis k estd dentro de una 3-bola B. Entonces como E(k) es
irreducible, OB es frontera de una 3-bola B’ en el exterior de k, lue-
go M = B U B’, de donde se sigue que M es S3. Ahora el problema
estd en probar que una esfera homotopica satisface estas condiciones.
Parece intuitivamente claro que si un nudo (o sea un lazo) lo podemos
contraer a un punto, entonces en algiin momento, al irlo contrayen-
do, estard dentro de una 3-bola. El problema estd en que al contraer
el nudo, este pudo autocruzarse y para probar que se puede contraer
sin autocruzarse necesitariamos usar alguna propiedad global de M, no
basta con saber que el nudo en cuestién es homotépicamente trivial. De
hecho, en cualquier 3-variedad existe un nudo homotépicamente trivial
cuyo complemento es irreducible; entonces, en una variedad distinta a
una esfera homotépica, al empujar a dicho nudo dentro de una 3-bola
necesariamente se autointerseca.

Otra estrategia es suponer que tenemos una descomposicién de Hee-
gaard y entonces probar que hay alguna manera de reducir el género.
Supongamos que H;U H; es una descomposicion de Heegaard de una es-
fera homotopica M. Sea I' una cuna de n circulos tal que una vecindad
N(I') de I es el cubo con asas H;. Cada circulo 7; de I' es homotdpica-
mente trivial en M y es, por lo tanto, la frontera de un disco singular
en M que puede intersecar a I'. Si existiera un disco D encajado en M
con DNT' = dD = ~;, entonces este disco podria usarse para reducir la
descomposicion de Heegaard. Aqui el problema es que no es claro como
encontrar dicho disco. Habria que usar alguna propiedad global de M,
pues esta estrategia también podria emplearse para tratar de probar
una conjetura de Waldhausen que generaliza a la de Poincaré:

Conjetura 5. Para una 3-variedad cerrada, el género de Heegaard es
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tgual al rango de su grupo fundamental, o sea, al minimo nimero de
generadores del grupo fundamental.

Sin embargo, ahora se sabe que dicha conjetura es falsa y, de hecho,
la diferencia entre el género y el rango puede ser arbitrariamente grande
[21].

Un procedimiento mas elaborado para tratar de probar la conjetura
de Poincaré usando descomposiciones de Heegaard es el siguiente. Sea
M = H; U Hy una descomposicién de Heegaard de M de género g > 2,
y sea T' = 0H,; = OH,. La inclusién de T en H; y Hy induce homo-
morfismos ¢ : m(T) — Hy y ¢ : m(T) — m1(Hy) tal que el siguiente
diagrama conmuta.

7Tl(H1)
¢ \u

7T1(T) M’ 7T1<H1) X 7Tl(H2)

AN S

Wl(HQ)

Esto nos da un homomorfismo ¢; X ¢g : (1) — m(H;) x 71 (Hs).
Se puede probar que ¢; X ¢y es un epimorfismo si y solo si (M) es
trivial. El nicleo de este homomorfismo es la interseccion de los nicleos
de ¢y y ¢o. Por lo que podemos conjeturar:

Conjetura 6. Sea M = H; U Hy una descomposicion de Heegaard
de género g > 2 de una esfera homotopica M, con homomorfismo de
descomposicion ¢1 X ¢o. Entonces existe un elemento no trivial en el
niucleo de ¢y X ¢ que se representa por una curva simple cerrada o en

T =0H, = 0H,.

Esta conjetura se puede expresar en términos puramente algebraicos
al considerar cualquier epimorfismo de m1(7"), con T" una superficie de
género g, en el producto directo Fy, x F, de dos grupos libres de rango
g. Esta conjetura implica la conjetura de Poincaré, pues si tenemos tal
curva «, entonces por el lema de Dehn, aplicado por separado en cada
H;, tenemos que la curva « es frontera de un disco D; en H; y un
disco Dy en Hy. Entonces S = D; U Dy es una esfera que interseca a 1T’
en una sola curva y, al cortar por S, podemos expresar a M como una
suma conexa de dos 3-variedades M = M;# M, (necesariamente esferas
homotdpicas) que tienen descomposiciones de Heegaard inducidas por
la descomposicion de M y cada una de género de Heegaard menor a
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g; por lo tanto, por induccion, serian la 3-esfera y se sigue M es la
3-esfera. Se puede probar que S® satisface la conjetura, es decir, que
para cualquier descomposicién de Heegaard de S® de género mayor a 1,
existe tal curva a. Esto se sigue del teorema de Waldhausen [43] que
prueba que cualquier descomposicién de Heegaard de S® es equivalente
a una decomposicion estandar.

Papakiryakopoulos intent6 probar la conjetura de Poincaré proban-
do esta ultima conjetura y encontro condiciones suficientes en el epi-
morfismo ¢; X ¢y que garantizan la existencia de la curva « [29], [30].

Connor dio otra caracterizacién de S*[10]: Sea M una esfera ho-
motopica. Supongase que para cualquier nudo K en M existe un nu-
do Ky en S? tal que m(M — K) = m(S® — K;). Entonces M es S®.
Posteriormente Simon [38], usando un resultado de Gonzalez-Acuna
prob6 que basta tomar nudos fibrados, o sea, si para cualquier nudo
fibrado K en M, existe un nudo K; en S3, tal que m (M — K) =
m1(S% — K1), entonces M es S®. Para probar estos resultados, observa-
mos primero que si dos variedades tienen grupos isomorfos entonces son
homotépicamente equivalentes y, si el exterior de K es suficientemen-
te complicado, o sea, tiene ciertas superficies incompresibles, entonces,
usando los resultados de Waldhausen sobre variedades Haken, puede
probarse que los exteriores de K y K son homeomorfos y que el ho-
meomorfismo manda un meridiano de K en uno de Kj.

Usando estos resultados Gonzalez-Acuna ha dado un formulacién
equivalente a la conjetura de Poincaré que ahora describimos. Una pre-
sentacion artiniana de un grupo G es una presentacion G =< x1, xo, . . .
s Ty P T, T, ..., Ty > tal que

N rzr; b = 2 en F(zy,...,7,) (1)

Por ejemplo, si e, e, e5 son enteros, entonces < x1, xy @ (x129)°2T,
(x129)°25? > es una presentacién artiniana. Gonzélez-Acuna ha proba-
do que un grupo G es isomorfo al grupo fundamental de una 3-variedad
cerrada si y solo si tiene una presentacién artiniana [14]. Para probar
esto recuérdese que cualquier 3-variedad cerrada se puede obtener por
cirugia de Dehn entera en una n-trenza pura cerrada. A partir de una
descripcion de cirugia entera en una n-trenza pura cerrada se puede
obtener una descomposicién de Heegaard y un diagrama de Heegaard
de un tipo muy especial; de donde se sigue que la presentacion aso-
ciada al diagrama es artiniana. Al revés, dada una presentacion ar-
tiniana, se pude construir un diagrama de Heegaard que tenga como
grupo asociado la presentacién dada. Ahora, los grupos de nudos en S3
también se pueden caracterizar. Se sigue del trabajo de Artin [4], que
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un grupo es el grupo de un nudo si y solo si tiene una presentacion
) -1, —1 -1 -1 —1, -1
< Ylyeo oy Yn D S1YLST Yg 5o Sn1Yn—15,-1Y, s SnYnS, Y1 > tal que

H?zlsiyisi_l =11 y; en F(y,...,Yn) (2)

SiG=<uxy,29...,T,:71,T9,...,7, > €s una presentacion artinia-
na del grupo trivial, entonces decimos que el grupo dado por la pre-
sentacion G =< x1,To ..., Ty @ 71,72, ..., Tp_1 > €s un grupo-rat. Los
grupos-rat son precisamente los grupos de nudos en esferas homotépi-
cas.

Conjetura 7. Un grupo-rat es un grupo de nudo, o sea un grupo-rat
tiene una presentacion que satisface (@

Esta conjetura es equivalente a la conjetura de Poincaré [12]. Hay
varias dificultades al tratar de probar esta conjetura. Primero, atin
cuando un grupo-rat sea el grupo de un nudo, no es claro como trans-
formar unos generadores que satisfacen (1)) a otros que satisfagan (2)).
Segundo, el grupo trivial tiene muchas presentaciones artinianas y es
dificil determinar si una presentacién dada representa al grupo trivial.
Tenemos ejemplos que ilustran esta dificultad. En [3] damos ejemplos
de 3-trenzas puras cerradas no triviales que producen S® por cirugfa vy,
usando los cdlculos de [1I] se puede dar una coleccién infinita de presen-
taciones artinianas del grupo trivial [2] que, en general, son bastante
complicadas. Por ejemplo, al hacer cirugia (2, —4.1) en la 3-trenza pura
cerrada de la figura [6] se obtiene S°.

3.4. La propiedad P

Como mencionamos anteriormente, cualquier 3-variedad cerrada pue-
de obtenerse por cirugia de Dehn en un enlace. Si existiera una esfera
homotépica distinta a S2, un lugar para buscarla podria ser haciendo
cirugia en un nudo. Motivados por esto, Gonzalez-Acuna [13] e, inde-
pendientemente, Bing y Martin [8] definieron la propiedad P para un
nudo. Decimos, entonces, que un nudo tiene la propiedad P si ninguna
cirugia no trivial en K produce una esfera homotopica. Hay muchas
maneras de probar que un nudo tiene la propieded P, por ejemplo,
calculando presentaciones para los grupos fundamentales y probando
que no son triviales, o probando que la variedad obtenida es Haken, o
sea, encontrando una superficie incompressible en el exterior de K y
probando que sobrevive a la cirugia, es decir, la superficie permanece
incompresible en la 3-variedad obtenida por cirugia. La propiedad P
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se probd para muchas familias de nudos. Gordon y Luecke [16] proba-
ron que no es posible obtener a S? por cirugfa no trivial en un nudo
no trivial, lo que es equivalente a probar que los nudos estan deter-
minados por su complemento, es decir, si los exteriores de dos nudos
son homeomorfos, entonces los nudos son equivalentes. Al probar esto,
quedd abierta la posibilidad de que se obtuviera una esfera homotopi-
ca distinta a S3. Finalmente, Kronheimer y Mrowka [20] dieron una
prueba de la propiedad P para todos los nudos. Claro, la conjetura de
Poincaré mas el resultado de Gordon y Luecke implican la propiedad
P, pero la prueba de Kronheimer y Mrowka es independiente de esto.

El estudio de la propiedad P propicié que se buscaran cirugias ex-
cepcionales de otros tipos, por ejemplo cirugias que producen una varie-
dad reducible o, en general, una variedad que no es hiperbdlica. Aqui no
hemos hablado de variedades hiperbdlicas, por lo que referimos al lector

a alguno de los articulos panoramicos sobre cirugia de Dehn en un nudo
[15], [9].

3.5. Algoritmos para 3-variedades

Haken trabajé también en la conjetura de Poincaré y en [17] la estudia
desde diferentes enfoques. Una de sus contribuciones més importantes
es que encontré la manera de producir algoritmos para decidir cues-
tiones de 3-variedades que ahora describimos. Si M es una 3-variedad
triangulada, digamos formada por n tetraedros 11,75,...,T, v S es
una superficie incompresible en M, entonces S se puede isotopar, o sea,
mover sin autointersecarse, de modo que interseque a cada tetraedro
de manera sencilla, es decir, la interseccion entre S y cada T; consis-
te de un numero finito de triangulos y cuadrados como se muestra en
la figura [§l Entonces la superficie en cuestién estard formada de una
unién de triangulos y cuadrados. Decimos que una superficie es normal
si estd formada de esta manera. También se podria pensar al revés,
empezar con la triangulaciéon y tratar de encontrar todas las superficies
normales. De hecho, la triangulacién determina un nimero finito de
ecuaciones lineales cuyas incégnitas son el niimero de tridngulos y cua-
drados de cada tipo en cada tetraedro. Nétese que cada tridngulo de la
triangulacién pertenece a dos tetraedros y en cada uno de los triangulos
hay tres posibles tipos de arcos esenciales; cada uno de los arcos deter-
mina una ecuacion, la cual resulta al igualar el nimero de triangulos y
cuadrados que aparecen en un tetraedro y que tienen a un tipo de arco,
con el correspondiente nimero de tridangulos y cuadrados que aparecen
en el otro tetraedro. Una solucion a estas ecuaciones corresponde a una
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superficie normal. Aunque, claro, muchas de las soluciones no son su-
perficies incompresibles. Puede probarse que hay un nimero finito de
soluciones, llamadas fundamentales tales que cualquier otra solucién es
una suma finita de soluciones fundamentales; la suma tiene una inter-
pretacion topoldgica y se prueba que si hay superficies incompresibles
entonces hay una de tales superfices entre las soluciones fundamentales.
Esto ha producido algoritmos para 3-variedades. Por ejemplo, hay un
algoritmo para decidir si un nudo en la 3-esfera es trivial; en este caso
se triangula el exterior de un nudo dado y se prueba que si el nudo es
trivial entonces, entre las superficies fundamentales, existe una que es
un disco cuya frontera es una copia del nudo dado. También existe un
algoritmo para determinar si una variedad irreducible es Haken. Asi-
mismo, existe un algoritmo para determinar si dos variedades Haken
son homeomorfas o no. Para una exposicién de estos algoritmos véase

Si se aplican estos métodos a una esfera homotdpica pareciera que no
se encontrara nada, pues tal 3-variedad no contiene superficies incom-
presibles. Rubinstein generalizo la idea de superficies normales al per-
mitir que un solo tetraedro contenga una pieza que no sea un triangulo
o cuadrado, sino un octagono o dos discos unidos por un tubo des-
anudado. A tales superficies las llamamos casi normales. Rubinstein
demostré que cualquier superficie de Heegaard fuertemente irreducible
es isotopica a una superficie casi normal. Una superficie de Heegaard
F' es fuertemente irreducible si no existen discos D; C Hy y Dy C Hs,
propiamente encajados en H; y Hs, con frontera no trivial en T y
tal que sus fronteras no se intersequen. Se puede probar que una su-
perficie de Heegaard de género minimo de un esfera homotdpica tiene
que ser fuertemente irreducible. Estos resultados permiten encontrar al-
goritmos para superficies de Heegaard. Usando estas ideas, Rubinstein
demostré que existe un algoritmo para determinar si una 3-variedad da-
da es homeomorfa a S® [37], [23]. Este se basa en el hecho que cualquier
triangulacién de S tiene una superficie casi normal.

Cabe decir que este algoritmo no usa el grupo fundamental, o sea, se
puede aplicar a cualquier 3-variedad sin conocer su grupo fundamental.
El hecho que ya se haya probado la conjetura de Poincaré no implica que

Figura 8.
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sea facil reconocer a S2, pues si nos dan una 3-variedad por medio de un
diagrama de Heegaard o una triangulacién, entonces es facil encontrar
una presentacién para su grupo fundamental, pero puede ser muy dificil
determinar si dicho grupo es trivial.

4. Conclusiones

En la seccion anterior hemos tratado de explicar como los intentos de
resolver la conjetura de Poincaré produjeron avances significativos en
la teoria de 3-variedades. No hemos sido exhaustivos, pues ha habido
muchos intentos de resolver la conjetura y existen muchos resultados
parciales sobre esta. Véanse por ejemplo los articulos de Haken [17] o
Stallings [40], o la serie de articulos que aparecen en las memorias de
un congreso realizado en 1961, mismo que ha sido reimpreso reciente-
mente [19]. Menciono también que ha habido muchas pruebas falsas
de la conjetura, algunas de ellas hechas por matematicos reconocidos,
que circularon por algin tiempo hasta que se les encontré algin error.
También ha habido pruebas falsas dadas por matemaéaticos aficionados,
y de hecho, en el ArXiv [5] se pueden encontrar varias de estas pruebas,
algunas escritas después de los articulos de Perelman.

También hemos dejado de lado resultados importantes en la teoria
de 3-variedades, porque tienen que ver mas con el problema de clasi-
ficacién de 3-variedades que con la conjetura de Poincaré. Algunos de
ellos son la descomposicién tnica de 3-variedades en factores primos, la
descomposicion candnica de una variedad irreducible por toros incom-
presibles, las variedades de Seifert, las descomposiciones de Heegaard
generalizadas, el invariante de Casson para esferas homoldgicas, etc.
Tampoco hablamos sobre la conjetura de geometrizacion de Thurston
que dice que los pedazos de la descomposicion candnica de una variedad
admiten una estructura geométrica. Thurston probé esta conjetura pa-
ra variedades Haken y, en particular, para las variedades que tienen mas
de un pedazo en su descomposiciéon canodnica, dejando abierto el caso
de variedades cerradas que no contienen toros incompresibles [41]. De-
bemos mencionar que Perelman también da una prueba de la conjetura
de geometrizacion.

La solucién a la conjetura de Poincaré cierra, de alguna manera, un
capitulo en la teoria de 3-variedades. No termina con la teoria, pues
quedan muchos problemas sin resolver, como el de la clasificacion de
3-variedades, que tampoco se termina con la solucién a la conjetura de
geometrizacion. Sin embargo, esto nos obliga a los topdlogos en dimen-
siones bajas a replantearnos cudles son los objetivos principales de la
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teoria de 3-variedades.

Finalmente menciono que a muchos topélogos en dimensiones bajas
nos gustaria tener una prueba topoldgica de la conjetura de Poincaré,
no solo por el capricho de tener una prueba escrita en nuestros términos
y que podamos entender, sino por tener una prueba que aporte mas a
nuestro entendimiento de las 3-variedades.
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