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NOTAS DE CALCULO

Por: Dr. Santiago LOpez de Medrano*

I. INTRODUCCION

l. Organizacidn del curso.
)

Un curso de Cdlculc Diferencial e Integral se puede organizar

‘de dos formas distintas. Una, la formal, parte de los conceptos -

mds simples desde 2] punto de vista 1l6gico y va desarrollando paso

a paso los
derivada e
Este es el
donde cada

base a los

deméds, hasta llegar a los conceptos fundamentales de -
integral, para finalizar con las aplicaciones de &stos.
desarrolile 1légico, cohefente y ordenado del célculo, -
nu-vo concepto, se define 0. construye con precisidn en -

anteriores (a excepcibn de los conceptos mis elementa-

les, como el de conjunto) y todas las proposiciones se demuestran

en forma rigurosa. Dentro de esta presentacidén el orden de los te

. . . . .
mas €5 el sigulente: Conjuntos, Tunciones, Nimeros reales, Limites,

continuidad, Derivacidn y sus aplicaciones (problemas geomé&tricos y

. . ) . . . .
fisicos, mdximos y minimos) e Integracidn y sus aplicaciones (area

*
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y volimenes, momentos, trabajos, etc.).

La segunda forma, la histdrica, preéenta los conceptos en la
forma y medio que fueron apareciendo. Los conceptos del cllculo - *
no aparecieron repentinamente en la cabeza de los que lo inventa- —=
ron, en forma clara y definida, sino que se fueron gestando poéco..a
poco y sufriendo considerables modificaciones en su desarrollo, par
tiendo de ildeas vagas e intuitivas hasta llegar a la forma rigurosa
y precisa que hoy conocemos. El origen de estos conceptos y sus -
sucésivas transformaciones se basa tanto en las necesidades surgi-
das de la actividad préctica y cientifica de los hombres, como de
las de precisidn y geherélizacién que surgen del desarrollo propio .-
de la teoria. La aparicidn de los temas en el orden histifico-es,
en forma esquemdtica, el siguiente: Problemas geométricos y fisi-
cos (Areas y vol{imenes, tangentes, velocidad, méxima y minima, etc.).
Funciones, Derivacién e Integracidén, Limites y Continuidad, Nﬁmeros‘
Reales 'y Conjuntos, y cada uno de los temas va ligado con sus apli-
caciones y con el desarrollo de todos los anteriores, asi como de
algunos nuevos y mis avanzados. [Ln términos generales el. orden es

el opuesto del de la presentacidn formal.

El asperto 1ldgico-formal debe ser parte de la formacidn de to
do cientifico, para desarrollar su capacidad de andlisis riguroso y
de deduccidn 16gica, asi como para que conozca los métodos méds impor
tantes de lar mateméticas de este siglo. Pero el aépecto histdri-
co-intuitive es también sumamente importante en su formacidn. Paor -

- . - - » -~ d
una parte significa una presentacidn més viva de las matematicas, -



vinculdndola con los personajes y épocas histdricas que dieron lu-

gar .a ellas, asi como con 1os‘prqblgmasapré9t§cos, cientificos vy

filos6ficos que las motivaron. Por otra parte,. significa.  la  pre-
sentacidn de la génesis de los conceptos, :.de todo un proceso que,
a partir de ideas vagas e:intpitiﬁas y.a través de. tentativas fruc-.
tuosas o fallidas, de avances geniales.y:.de.desviaciones 'y exagera.
ciones? culmina con la formulacidn ldgica.y rigurosa de los concep .
tos (la cual representa una base para- un nyevo salto haciai lo -~
desgonocido Y¥s - por otra parte, no _ puede qonsiderarse‘.nunca,gomo,,
definiﬁiva). Tedo investigédor_cigntifico‘ (ya sea  "puro" o - .
"aplicado") debe conocer este procesc, pues los problemas que -
deperé enfrentar por lo general ho:egténqudos en forma de defi-

niciones y axiomas, sobre los cuales aplicar sus capacidades de-

ducTivas; por el contrario debera saber.'mgngjar' intuiciones, -
analogias y conceptos més o menos vagos e imprecisos y llegar a
través de ellos a resultados préotigos’_e hipdtesis de trabajo, o
a la formulacidn rigurosa de dichos.concepﬁos. Una definicién,—
por ejemplo, es no sdlo  un punto‘_delpagtidal‘para un desarrcllo
16gico, sino también el resultado de un proceso, del proceso de
definir. Parte de la tarea de un cientifico consiste en trans
formar lo conruso e imprec¢iso. del -mund¢-éxterior .o de su pensa-
miento en algo.claro y preciso.. “Esto  .se aplica igualmente al des
cubrimiento - personal, como @ la asimilaeidn .de 16 ya conocido. -
Desde el punt.. de vista pedagdgico este desarrollo es el mas -
natural,: pue parte de lo conocido:é- -intuitivo a lo descoénocido.

y riguroso en.rorma gradual, creandd un puente sobre ese abismo -
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entre lo concreto y lo abstracto, que muchos alumnos encuentran tan
tan difici! e saltar. De todo lo anterior se desprende, en forma

redundante, yue este aspecto es tambié&n fundamental en la formaciéﬁ
de aquellos estudiantes de las ciencias que se dediquen a la docen-

cia, a cualjuier nivel.

En consecuencia, estos dos aspectos dében combinarse en un cur
so de cllcula, perc, debide a la premura del tiempo (porque un con-
curso histérico, que incluyere en forma natural al aspecto formal,
seria demasiado largo) y a la disparidad en el orden de presénta—
cién, se ha ‘e necesaria la presentacidn del cldlculo a través de dos
cursos simu'tineos: uno, 1dgico-formal, y otro, histdrico-intuiti-~
vo (que incluird las motivaciones y aplicaciones tedricas y prdcti
cas). Esto no significa caer, por un lado, en el formalismo extre
mo, y, por -1 otrc, en un historicismo enciclopédico y cronoldgico.
'La divisidn no puede ser tan tajante y se aprovecharin las oportuﬁi
dades de vin~ular uno con otro. En ambos casos la motivacidn del
atumno se hisard en sus intuiciones y conocimientos previos (que -
no son de ninguna manera ‘guales a los del matemdtico formado ni a
los de los -‘readores del caloulo) y en las posibles aplicaciones, -

tebpricas y .récticas, a las diversas ramas del conocimiento.

Este e el proyecto del curso, proyecto que no estd atn defi-
nido en detulle. Su realizacidn dependerd de la participacidn ac--
tiva de alumnos, ayudantes y maestros, y de la claridad que tengan

todos ello de los objetivos buscados.
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2. El C8lculo como estudio del movimiento.

El cambio y el movimiento son los signos més caracteristicos‘v
del mundo que nos rodea, vy esto es mis patente en nuestra &poca que
en todas las anteriores. Por todas partes vemos cosas que nacen, -
se transforman y mueren y objetos que se desplazan vertiginosamente:
los seres vivos, las poblaciones, las ciudades, los sistemas, econd-
micos y polfticos, las costumbres v las ideas; lo® vehfculos y los -
proyectiles, las particulas subatdmicas y las estrellas. Todo esté
en permanente cambio y en constante movimiento. Si para los anti guos
griegos la flecha en movimiento, que no podfan seguir con la vista,
era ¢l sfmbolo de la velocidad, hoy podemos transportarncs a veloci-
dades mucho mayores, Si para ellos los ricos y las mareas eran el —-
Simbolo del flujo y el movimiento, hoy sabemos que el lagoc mds apaei
ble esti formado por moléculas que se mueven y chocan entre si en -
forma ca$tica y vertiginesa. Si para ellos la tierra y los cuerpos
celestes represent&ban los estitico y lo inmutable, hoy sabemos que
incluse las gigantescas nebulosas tienen un ciclo de vida y se ale-~
jan unas de las otras a velcciidades cercanas a la de la luz, Pocas
son las cosas que podemos considerar fijas e inmutables por el transg

curso de nuestra vida. Sabemos que ninguna es eterna.

Y sin embargo todas las matemdticas anteriores al ecdlculo (la -
aritmética vy el dlgebra, la geometria euclideana y la analftica) sien
do un reflejo de la realidad circundante al hombre, eran matemdticas
de lo estitico y no reflejaban este cardcter cambiante de la realidad;

mas que en forma secundaria y superficial.
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El célculo incorpora a las matemiticas las ideas de cambio y -
movimiento y nos permite estudiar y comprender algunos de sus aspec
toé. Para ilustrar esto vamos a considerar varias situaciones de -
'chetos en movimiento y ver en gue forma interviene el cilculo para

resolver alguno de los problemas gque plantean,

A)Y. Un tren se desplaza de la ciudad A a la Ciudad B a una ve
locidad constante de 100 km., por hora. La distancia entve las ciu

dades es de 300 Km., y el tren parte de A a las 12 del dfa.

:Qué podemos decir acerca de este tren en movimiento? En primer
lugar podemos decir a qué hora va a llegaﬁ a la ciudad B: a las 3 de
la tarde, también podemos decir donde se encuentra el tren en un mo-
mento dado (a la 1 de la tarde se encuentra a 100 Km. de la ciudad -
A, ete.) y, reciprocamente, dado un punto intermedio del trayecto.pg
demos decir en que momento pasard el tren por ahi‘(por ejemplo, por
el punto medio pasard a la 1:30). Para esto no hace falta saber cdlcu

lo, lo Ginico que se necesita es saber multiplicar y dividir.

Esto es todo lo que necesitamos saber si consideramos al tren
en su conjuhto. Pero también puede interesarnos saber como semueven
1aé distintas partes del tren (:i nos preocupa la posibilidad de que
alguna de ellas se pueda vromper). Por ejemplo, podemos considerar
las distinéas partes de una rueda. El centro de la rueda se desplaza
igual que el tfen en su conjunto, pero los demfs puntos de la rueda -
no sblo se desplazan sino que suben y bajan al ir girando ésta. Vea
mosS que pasa, por ejemplo, con un punto que esté sobre el borde exte-
rior de la rueda. Este punto en un cierto momento esti sobre el riel,

para alzarse inmediatamente despufs hasta llegar a estar encima del -
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La travectoria gus descyil

cloide. Algunas cosas podeTos decir sobre el movimlento <22 =ste pun
to. Por ejemplo, sabiende el difmetre de la rueda y haclends un e~
quefic cllculo (que haremos =n un capitule postarior) podemos declir a
qué altura se encuentra el punto en un momento dado, etc. También ~
podemos decir que en el instante =n que el punto estd sobre el riel

su velocidad es nula (suponemos en todo esto gue el riel estd guieto
v que la ruedé gira, pero no wesbalal) v que an 1os instantes en gque

alcanza su altura mixima (como en el punto B de la figural

m
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cidad es de 200 Km., por hora. FEsto se puede ver 51 pensamos gue la
linea vertical que une el punto con el riel es una palance rigida cu~

[N . - i : g -
va bagse estd fija sobre el ri<l v cuyo punto medio ests scbre el en=

de la rueda: » 200 km/f

\
e
/

> 100k
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Istc lo podemos hacer sin necesidad de saber cilculo, pués sé-

lo estamos mernejando algunas ideas intuitivas sobre el movimiento. -
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El lector que no tenga costumbre de manejar estas intulciones ten-
dré razén en protestar. Para convencerlo plenamente, y para poder
definirle con precisién lo que es esta velocidad "instantdnea",

tendremos que utilazar el cllculo que iremos desarrollando.

Otra pregunta que podemos hacernos es la de calcular la dis-
tancia total recorrida por el punto, para lo cual debemos encontrar
la longitud de cada arco de cicldide. Para esto si nos es imprescin

-dible el cAleculo diferencial e integral.

Consideraciones similares podemos hacer sobre un punto que se
encuentre entre el horde y el eje de la rueda, o sobre un punto que
se encuentre sobre la ceja que scbresale al borde de la rueda y que

en ccasiones se encuentra por debajo del punto de contacto sobre el

riel. Estos puntos describen curvas conocidas como cicloide corta

y cicloide larga,fespectivamente.

Solo haremos notar que los puntos de la ceja que se encuentran
bajo el nivel del riel se mueven en direccidn contraria a la del -
tren. jPor mids apriza que corra un tren en todo momento hay partes
de €l que se mueven +r direccidn contrariai

B) Un objeto ex lanzado desde el sexto piso de la torre de —-

‘Ciencias.
(Qué podemos decir en este caso? Hay muchas preguntas que nos

podemos hacer. Sabiliendo la velcecidad con gue es lanzade el obiete vy
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el Angulo con que sale podemos calcular el tiempo gue tarda en lle-
gar al suelo, la méxima altura que aléanza, la veiocidad N él angu-
lo con que choca con el suelo, la distancia entre el punto al qﬁe
cae de la base de la torre, etc. De hechc podemos describir la --
trayectoria completa del objeto {(que es una pardbola) y decir en to
do momento cual es su posicidn. Otro tipo de preguntas que nos po-
demos hacer es, sabiendc la velocidad que le podemos imprimir, ;Con
qué angulo lo debemos lanzar para que alcance una distancia maxima
de la base de la torre? ;Cull es &sta distancia mixima? (o, en otra
forma, ¢(Se puede unc tirar un clavadc de la Torre de Ciencias a la
fuente de Prometeo?). Todas estas preguntas se pueden contestar -
utilizando el cllculo, y aunque muchas de ellas no requieren mis -
que las férmulas de Galileo, estas fdrmulas se'pueden deducir de -
las leyes generales de la mecdnica utilizando el cdlculo. Galileo
las obtuvo, antes de gque se inventara el céléulo, gracias a su pro-

fundo conocimiento tebdrico y experimental, del movimiento.

LI

C) Movimiento planetaric. En éste caso tenemos dos cuerpos -
moviéndose en el espacic. Cada uno de ellos atrae al otro ségﬁn.la
~ley de la gravitacidén universal,

| Son-muchas las preguntas que nos podemos hacer aqui, pero con-
tentémosnos con el problema de describir aunque sea a grandes rasgos
(es decir, cualitativamente) este movimiento. ¢Chocan los cuerpos?
¢Se alejan uno del otro indefinidamente?‘Supongamos que CONnccemos -

la posicidn v las velocidades de los dos cuerpos en un momento dado
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asi como sus masas., La ley de la gravitacidn universal nos dice -

que exite una fuerza entre cllos dada por la sigulente férmula

donde G es un nmeroc fzio que es igual (hasta donde sabemos) para
todos los cuerposym,m' scn las masas de los dos cuerpos y r es la
distancia que los separa. Suponiendo que las masas no varian, 1o

inico que puede cambiar durante el movimiento es r,

Analicemos este problema. En primer lugar cada cuefpo se es-
t4 moviendo, es decir, estd cambiando de posicidn. Si no fuera.por
la presencia del otro, cada cuerpo cambiaria de posicidn de manera
uniforme en linea recta (segiin la linea punteada). Pero debido a
dicha presencia cada cuerpo es atraido hacia el otro por la fuerza
‘de la gravedad, lo cual hacé gque cambie la manera en que cambia de
poeicidn, pero como resultado de esto cambia la distancia entre ellos
y por lo tanto la fuerza con que se atraen y en consecuencia la mane-
ra en que cambia de posicién. Es decir, el cambic del cambio de po-
sicidn depende de la posicién y por lo tanto el cambio del cambio -
del cambio de posicidn ectd producide precisamente por el cambio de

posicidn, Esto produce a su vez....
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Estd claro que por ese camino sdlo logramo$ hacernos cada ~-

vez ms bolas., La situacién es en verdad compleja.

Isaac Newton (1642-1727) inventd el cllculo para resolver es-
te ﬁroblema. Gracias a &1 pudo definir lo que significa el cambio
del cambio, etc., vy establecer la relacibn que existe entre la fuer-
za de atraccibn y estos cambios, finalmente utilizd todo esto para
describir y calcular efectivamente el movimiento planetario y dedu-
cir las leyes de Kepler. En particular dedujo la primera de &stas:
los planetas giran en orbitas elipticas, en uno de cuyos focos gse -
encuentra el sol. Ademfs descubrid la posiﬁilidad de 6rbitas para-
bblicas e hiperbdlicas, como las de algunos cometas que pasan una -

vez junto al sol para no regresar jamis.

(E1 cllculo diferencial e integral también fué inventado por
Gottfied Wilhelm von Leibniz (1646-1716) motivado por otros proble-
mas, y a el se debe el nombre con que hoy lo conocemos. Newton lo

llamé el "método de las fluxiones™),

En este problema es esencial el c&lcule. Ninguna de nﬁéStr&s
intuiciones sobre el movim. er®o nos permiten suplir esta importante
herramienta. Mediante €1 poden.s expresar con precisién la relaéi6n
entre los distintos cambios y cambios de cambios a través de una ecua
cidn (las ecuaciones de este tipo se llaman ecuaciones diferencia-
les) a partir de la cual podemos deducir mediante operaciones simbé

licas las relaciones que buscamos.

El impactc de esto fue enorme. Se pudieron calcular con preci-
gién las posiciones de la luna y los planetas vy el propio movimiento

de la tierra. E1 cllculo transformd y por completo el panorama cien

tifico de la época y la mayor parte de los matemdticos del gipglo -
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XVIII dedicaron sus mejores esfu TveLLaTls 7oA apli-

carlo, obteniende impresicrmantes razulia’ o, o8 hemanss Jakob

‘-l'

y Johann Bernoulli resolvierar - .ortan<es rronlemas ge

y de movimientos v Enler, Lapr s ze y iaplace “fesorrolleron la Me

cdnica Analfitica en forma esm-nt==:lav, o logsirern nievas Formu-

- »
laciones de las leves fundamert=iecs = izrc-fanies rasultadng sod
bre el movimiento de los cusyos visides 4 los =lanetos . tamr-

i = ; 2 A

bién de los fluidos. Zazte dsr comc e wiplo ef compllic=dn Tovie

mlento d= un trs-p AL cual - e e Tmoum oo Sue 8 £U -
vez va girando. Toda la Ffsica - maril. 4 Dewisn v basts nues-
tra &poca utiliza 1las ~oncepto Lan tarrarlentas del odliculo vy

mente veremos aplicaciones del cfleu’- = lzz mis Adiversas ramas

‘de la actividad humana.

Pero los enormes é&xitos logrados por el =&laculo llevaven a -
los hombres de ciencia a exagerar s+ “-vrtancia (Veremns como
las exageraciones aparecen vez tras vez ac ompafiénds a los grandes
~descubrimientos cientfficos)., '! ciicule y la mecdnica se toma-
ron como la panacea universal que rormitie resclvar cualquier pro
blema (e inrluso se 1legd a , ‘msar que =21 campo de las matemdti-
cas y la ciencia se hallaba préacticamzr '+ agotado, lo cual se ha
dicho en varias ocasiones, incluso en esta década). Laplace formu
16 esta posicién con gran clarida

"Una inteligencia que, en un ‘astante dado, conociere “odas
las fuerzas que animan a la naturaleza v la pGsicidn respectiva -
" de los seres que la componen, v ~ave Aemds fuera tan vasta que pu

diera someter estos datos al analicis, abarcaria en una sola fér-

mula los movimienteos de los cuerics mes grandes del universo asi -
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como los del mAs pequefio de los dtomos: nada serfa dudoso para
ella y tanto el futuro como el pasado estarfa presente ante --
sus ojos., La mente humana ofrece un débil bosquejo de esta in
teligencia en la perfeccifn que ha logrado dar a la Astronomfa
" (Essai philosophigue sur les probabilités, 181u4).

El propio desarrollo de las matemiticas y la fisica,
para no mencionar los fracasos a que ha conducido en las cien-
cias del hombre y la sociedad, ha demostrado que tanto el meca
nismo (la suposicidn de que el universo es una inmensa maquina

ria sujeta a leyes rigidas como las de la mecfnica) como el de

terminismo {(la suposicién de que el estado actual del universo

determina todo su pasado y futuro) son posiciones insostenibles
La inmensa complejidad del universoc es algo que vamos compren-
diendo gradualmente y cada vez que creemos haberla abarcado en
una sola teoria (ipara no hablar de una férmula!) nos sorpren-
de con un fendmeno desconocido gue da lugar a un nuevo e inten

so desarrollo cientitrico.

D) L1 problema de los tres cuerpos. La situacidn es

similar a la del caso anterior, s8lo que tenemos tres cuerpos

en lugar de dos.

Habiendo resuelto el problema de los dos cuerpos lo
natural es, que el siguiente paso sea el de resolverlo para --

tres. Utilizandc el célculo y la ley de gravitacidn universal
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planteamos las ecuaciones diferenciales, etc. Pero el etc. nos -
pPresenta un serio problema: hasta aghora nadie ha podido resolver
dichas ecuaciones. Ni el poderosisimo c&lculo, ni ninguna de las
ramas rd. modernas de las matemdticas, nos han permitido predecir,
£1 un sistema de tres cuerpos permanecerd girando eternamente en
un movimiento periddico v regular (como en el casoc del apacible
movimientc kepleriano) o s1 se producird un choque, o si algln -
cuerpo se escapari del sistema para no volver, excepto en algunos
casos muy especiales. En la mayor parte de los casos sélo se pue
den obtener resultados aproximados que no permiten decidir el --
comportamiento del sistema en periodos largos de tiempo. Hoy en
dia‘destacados matemiticos investigan este problema, utilizando
los métodos mds moderncs de las matemiticas (y quiza alguno de -

nuestros lectores haga en lo futuro una contribucidn importante).

El proyecto de laplace fracasa: no hablemos va de todos
los seres del universo, con s0l8 considerar tres de ellos comple
tamente simplies, ya nos enfrentamos 2 problemas muy serios.Quizd
se llegue a desarrollar - herpamienta matemitica que nos permi
ta resolverlos, perco 2 siglo. :2 intentos infructuosos, asf como
algunos recultados sobre problemas del mismo tipo, nos indican -
que las dificultades son muy profundas,‘y.que quiz& el problema
real (y con &1 alguncs de nuestros conceptos mas arraigados sobre

el movimiento) carezca, de hecho, de sentido.

E) ELl problema de las cuatrc moscas.

Fn cada una de las esguinas de una mesa cuadrada de 1 m.

de lado esti parada una mosca. En un momente dado cada mosca co-

mienza a caminar en direccidn de la mosca que le¢ sigue sobre el
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‘borde de la mesa (en el sentido de las manecillas del reloj) a
razdn de 1 m/mim.

im

-
F

D N

lste problema es en apariencia bastante complicado: el
movimiente de la mosca A depende del de la mosca B, el cual de
pende del de la C, el cual depende del de la D, el cual, ce-
rrando el ciclo, depende del de la mosca A, Esta situacibén da 1u
gar, utilizando los conceptos del cdlculo, a un sistema.de ecua-
ciones diferenciales, las cuales, allser resueltas, noé dan una

descripcién completa del novimiento de las moscas. Esto lo hare-

mos también al finalizar el ~uvso.

Pero hay algunas cosas que pddemos decir sin saber c&l
culo, utilizande s6lo algunas ideas intuitivas sobre el movimien
to. Dejamos al lector responder las siguientes:

:Qué configuracidn forman las moscas en cualquier momento?
:Llegan las moscas a juntarse en el centro de la mesa?
iS1 es asi, cuanto tardan en hacerlo?

Vale la pera mencionar que consideramos a las moscas COmo puntos.



17.

Hemos visto aqui, a través de algunas cuestiones sobre
el movimiento, como el cdlcule es un arma poderosisima que nos -
permite analizar problemas que de otra forma seria inabordables.
FPero también hemos vistc coﬁo ante otros problemas el cllculo re
sulta impotente. Con esto hemos qﬁerido ubicarlo a grandes'ras—

gos, sin subestimarlo, perc tambié&n sin exagerar su importancia.

Pero el cdlculoc no se limita a estudiar el movimiento.
Nd s6lo el cambio de posici®dn de un cbjeto, sino también el cam-
bio de ciertas magnitudes asociadas al objeto (temperatura, volu
men, presidn, carga eléctrica, radiocactividad, etc., etc.) v en
general la variacién de cual@uier magnitud con respecto al tiem-
PO, se pueden estudiar utilizando el c&lculo.
| Es mis, el cdlculo nos permite analizar situaciones es
taticas, introduciendo artificialmente el movimiento en ellas. -
El ejemplo clésico es el cAlculo de dreas: para calcular el &rea
encerrada por una curva, se puede considerar una vecta vertical
el gue se desplaza de iza .l=rda é‘derecha. Estudiando como -vari
& la parte de la superfidie . cuestidn situada a la izquierda -
de la recta al desplazarse &sta, se llega a calcular el drea to-

tal.

k
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Otro ejemplo: para estudiar la variacién de temperatu-
ras sobre la superficie de la tierra, en un momento  dado, se sue
le suponer un punto mévil que se desplaza sobre ella siguiendo -

diversas trayectorias y estudiar como cambia la temperatura de _

dicho punto.

Finalmente, una de las grandes fuentes de aplicacién -
del cdlcoulo consiste en estudiar el equilibfio.” Pngéjemplo, pa
fé estudiar en:que posicidn quedarf una cadsna flexible que cuel’
ga de sus ektreﬁos, uno de los métodos‘cnﬁsisfé eh'éé%ﬁdiérﬂque
es 1o que sucede cuaﬁdo se alteré en unélfbrmarﬁ otfd;hséééﬁdola

de su posicién de eguilibrio.

En la formulacidn moderma del cilculo, éste ha perdido

su caréeter dinémico. Sz estudia la relacibn entre diversas mag

nltudes Luna de ias Lna]e nuﬁde ser el proplo tlempo) en forma

atemporal. Cualquler proceso de cambio © mov1m1ento de los que

estudia el calculo se puede relnterpretar.como una sola unidad -
estética, en forma semeiante a cliando se substituye ‘o1 movimien-
to. Esto nos bermite liberarnos de nuestros prejuicidé ccn pes-

P

pecto al tiempo.

Pero si podemos dar un Curso completo de céICulo sin -

a

mencionar 1a pelabra "tlempo Los origenes del célculo como es-

rudio del moviniento son muy importantes para su comprensidn ca-
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-bal, y han guedado plasmados en muchos de sus conceptos, térmi-

.n9s, notaciones e intulciones subyacentes.

2, Desarrollo histSrico de las ideas sobre el movimiento

o Fueron les grlegos 105 primeros en preocuparse serlamente
_por el mov1m1ento. Es blen sabido que los grlegos fuerou muy -
;ntellgentes, de hecho fueron los que 1nventaron eso de "Ser in

teligentes", es dec1r, crearon el método rac1onal

Se atribuye a Tales de Mileto, comerciante del s;glo VI a.c.,
esta invencidn. Tales viajd mucho por Asia y Egiptoc llevando sus
mercancias y aprovechd sus viajes para estudiar ia astronomia y
las matemdticas de los pueblos que visitaba.  Tales también se -
did cuenta de que podiarobfener un mayor provecho en sus distin-

- tas actividades, 51, en 1ugar de ianzarse a aqtuar apresuradamen
te, se sentaba a pensar un rato antes de hacerlo. Son variaS'las
hleyendas que refleren sus hzzanas QOmO comer01ante, vy (aun dentro
"de la leyenda, pues no se conserva ninguno de sus cscrltos) en
au edad madura, tras haber vwa]ado mucho y siendo ya rico, se de-
dicd a aplluar su pensamlento a muches otros prob‘emas habiendo
7 desarrollado la fllosofla ("el agua es el principio de los seres”),
la astroncmia (se dice gue predijo un eclipse) y la ggometria.que
tomd de Asia y Egipto. A &sta le did por vez primera un caricter
Wdeductlvo, 1naugurando asi la epoca de los grandes gedmetras grie

gos que culmlna con Euclldes, Arquimedes v Apolonlo.
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Este gran éxito del pensamiento racional 1levd a los grie-
gos a exagerar sus posibilidades. En la geometria de Tales afin
sé combinaban ia experiencila y lé razdn, pero el desarrollo pOS
terior de la geometria la fue alejando de toda referencia al -
mundo real, culminando con los blementos de Euclides, que son.—
un monumento a la razén pura. Con la geometrfa como modelo, los
fil8sofos griegos sé dedicaron a pensar sobre todo lo existente,
creyendo que con sblo sentarse a meditar podrian resolver todos
los problemas: ¢Qué es la belleza?, ;Qué es la virtud?, $Qué
es el movimiento?. Esta posicidn culmind con el idealismo de
Piatdn, para quién las ideas era lo que realmente existia, lo -
finico verdadero. El mundo de la experiencia, de las sensacio-
nes, de las ccsas, e8 sd1lo un reflejo mutable e imperfecto, se-
glin Platdn, del mundo eternc de las ideas, donde se encuentran
los nimeros, las figuras geométricas ideales, lo bello en simis

mo, etc.

Centrandonos en el pioblema del movimeinto, fué Herdclito

de Efeso (el obscuro), quien vivid = a fines del siglo VI A.C.,
el fildsofo griego que destacd el caridcter cambiante de las co-
sas como la caracteristica fundamental del mundo, siendo para -
21 el fuego el simbolo ‘de todas las cosas: "Este mundo, el mis
mo para todos los seres, no 1o ha creado ninguno de los dioses

o los hombres, sino que siempre fué, es y serid fuego eternamen-

te vivo, que se enciende con medida y se apaga con medida".

El principio del flujo universal de los seres, lo expresa
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Heridclito en los conocidos fragmentos sobre el rio: "no es po-
sibie descender dos vecas al mismo rio, tocar dos veces una sus
“tancia mortal en el mismo estado, si no que por el impetru y la

velocidad de los cambios se dispersa y nuevamente se une, y vie
ne y desaparece". "A quién desciende a los mismos rios, le al-
canzan continuamente nuevas y nuevas aguas". "Descendemos y no

descendemos a un mismo rio; nosotros mismos somos y no somos",.

Herdclito no sdlo consignd este cardcter eternamente cam-—
biante del universo, sino que intuyd su cardcter unitario y la
relacidn entre la razdn y la experiencia. Pero sus geniales in
tuiciones, plasmadas en fragmentos metafdricos, no se adaptaban
al pensamiento ni a la ciencia de los griegos (recuérdese que
era llamado "el obscuro"). Herdclite no deid escuela y la cien-
cia tomé otro camino: analizar lcs hechos, aislados de los de-
mids y de su devenir. No es sino hasta el siglc XVII que la -
clencia se encuentra o suficlentemente desarrollada cemo para
-abordar los problemas del wovimiento y en nuestro tiempo renace
nuevamente el punto de vista huracliteano en las mateméficas '

las ciencias naturales.

En oposicidn a Herdclito surge la escuela de Elea. Su prin
cipal exponente, Parménides (siglo VI a.c.), sostiene que el ser
es {inico, oterno e inmutable. Para &1, el movimiento no existe
el fluir de las cosas es una mera apariencia. Su discipulo Ze-
ndn (giglo V a.c.) dinventd las famosas paradojas o aporias para

defenderlo de los que pretendian invalidar sus argumentos sobre
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la inmutabilidad del ser deduciendo de ellos conclusiones absur

~das. Para Zendn. Las tres principales paradoias son:

a) La dicetomia.

"No nos podemos mover de un puntoe A- a un punto B, por
que antes de llegar a B ‘tenemos que pasar por el punto medio en
~tre Ay B, después por el punto medio entre éste y B vy asi
-rsucesivamente, Por lo tanto para ir de A a B  tendriamos que

pasar por una infinidad de puntos, lo cual nos llevaria un tiempo

infinito.

A | _ . N

"

Invirtiendo el &rden, resulta que nunca podremos siguiera

salir de A.

b) Aquiles y la tortuga.

Aquiles el veloz, nunca podrd alcanzar a la lenta tortu
ga. Porque cuando Aquiles llega al punto B, de donde partid 1la
tortuga, &sta ya ha avanzado algo y se halla en el punto C; cuan
do Aquiles llegue a C, la tortuga ya se encuentra en un punto D,

etc.

3
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c) La flecha.

Una flecha en movimiento esti en cada instante &n un -

punto. Pero si estd en un punto no puede estar al mismo tiempo

noviéndose.

Las interpretaciones de estas paradojas y de su intencidn -
son muy variadas. Segln algunos eran sélc un ataque a las con-
cepciones de los Pitagdricos. Segfin otros, los ciudadanos de -
Elea, en la clispide del desarrollo de esta ciudad estaban temero
sos de llegar a su decadencia. Por eso sus fildsofos quisieron
demostrar la inmutabilidud de las cosas (y quizf que alguna ciu-
dad rival, que progresaba rédpidamente, nunca la pedria alcan- -

zZar...). Finalmente, otros suponen que Zendn era un bromista.

Sobre las dos primeras paradojas hablaremos posteriormente.
Por ahora diremos que el origen de la dificultad consiste en SUpO
ner, por una parte, que el espacio es infinitamente divisible, vy,
por la otra, no atribuir eeta cualidad al tiempo. Si el tiempo -
también lo podemos dividir «» partes cada vez menores, disponemos
de un nlmerc infinito de instantes en cualquier intervalo de tiem
Po para recorrer una infinidad de puntos, y la dificultad desapa-
rece. Ya Arquimedes apunté que el origen de estas paradojas era
el suponer propledades diferentes pdra el tiempo y el espacio. El
origen de esta supuesta diferencia es muy claro: dado un segmento
de espaclio, no nos es difiecil pensar que, con tiempo, paciencia,
y un instrumento adecuado, podemos partirlc en dos mitades. Con
el tiempo la situacidn es diferente: se nos da tiempo para subdi-

vidirlo.



La tercera paradoja, la m&s obscura, se puede interpretar
de. la siguiente manera: para los grlegos estar en reposo y es-
R I . ‘

tar en movimiento eran dos estados totalmente distintos.

Y
i

-~-El origen de &sto es también claro: las sensaciones corpo
- rales. Cuando estamos quietos y cuando estamos en movimiento. -
nos sentimos muy - diferentes. En consecuencia la flecha no pue
de al mismo tiempo estar en un punto y estarse moviendo. (Afln
hoy consideramos que no es 1o mismo estar en una ciudad, que pa-

sar por ella en un viaje).

Las paraddjas de Zendn causaron un gran impacto en su &po-
ca y han inquietado a los hombres desde entonces, pues indican
dificultades muy serias sobre nuestras ideas sobre el tiempo, el

espacio y el movimiento.

De los griegos queremos ya s6lo mencionar a 1¢s Cinicos, -
Uno de ellos, Antistenes de Atenas (436-366 ? ) refutaba la exis
tencia de las ideas platdnicas: "Oh, Platén!, el caballo, si lo
veo; pero la equinidad no . veo™. Se dice que su discipulo, el
famoso Didgenes de Sinope (413-223 ? ), que vivia em un barril,
al oir los argumentos de Zendn sobre la imposibilidad del movi-
miento, sin decir una palabra se echd a andar: el movimiento se

demuestra andando.

El movimiento se demuestra andando, los pasos de Dibgenes

invalidan todos los sofisticados argumentos de Zendn. Pero tam-
bi&n nos demuestran oira cosa: la exlstencia del movimiento nos

hace ver que el espacio y el tiempo deben de tener propisdades -
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muy ‘similares.

La concepcldn antigua sobre el movimiento fue rota por Ni-
coléds Copérnico (1473-1543) cuando anuncid que la tierra se mo-
‘via alrededor del €0l a una velocidad enorme. Para sus contem-
pordnecs esto era incomprensible: "[Pero. si no sentimos que nos
‘movemos "  Hoy esto es ya algo comunmente aceptado. No hay una
diferencia esencial entre estar en reposo y estar en movimiento.

- E1 movimiento es siempre relativo.

El golpe de gracia a la concepcidn antigua lo did Galileo
Galilei (1563-1642). Galileo no se sentd a meditar sobre el mo
vimiento, sino que se puso a observar y experimentar, y a medi-
tar sobre sus.observaciones y experimentos. Al soltar dos ba-
las de distinto peso desde la torre de Pisa, comprobd sus deduc
ciones tedricas de que debian caer al mismo tiempo, con lo cual
refutd la teoria de Aristdteles (discipulo de Platén) que soste-
nfia que el més pesado deberia caer més ripidamente. Galiieo de-
dujo‘algunas de las leyes 1 movimiento y las expresd medianfe
férmulas éue le permitian calcular algunas cosas. Galileo inau-

gurd asi la ciencia moderna.

Finalmente, la Teoria de la Relatividad de Einstein nos ha-
ce ver el movimiento bajo una nueva luz. Si ya sabiamos, con Ar
quimedes (y gracias a Didgenes) que el espacioc y el tiempo deben
ser similares, ahora sabemos que se llegan incluso a confundir.
Si.ya sabiamos con Galileo (y gracias a Cop&rnico) que el_movi—

miento es relativo, ahora sabemos que incluso el espacio y el -



26.

tiempo son relativos: Si se tienen dos observadores, unc de los
cuales se mueve aor respecto al otro (o viceversa), lo que para
unoc de ellos es tiempo. para el otro puede ser espacio (y vicever

ga, nuevamente).

—~

Entonces, :Quf 23 ei movimiento? ¢Qué es el tiempo? iQué
es el espécio? Si se 1o hubieran preguntado a Galileo, no hubig
ra podido dar una vespuesta definitiva, Pero &1 nos demostrd -
que la forma de= acercarnos & una vesbuesta no consiste en quedar
nos pensando #n estis preguntas v no povernos hasta gue Dpor un -
chispazo genial av:riguemoslo que es el movimiento en forma total
y definitiva, penetrardo hasta su esencia filtima. Podemos decir
algo acerca del movimiento, (cudnto tarda en caer una piedra, -
qué velocidad alcanzan las partes de la rueda de un tren, etc.,
ver la seccidn anterior), y para llegur a decirlo hace falta no
sé1lo pensar, meditar y estructurar nuestras ideas, sino también
observar, experimeitar, actuar. La experiencia de los griegos
sobre el movimie:nto era muy limitada. E1 mismo énunniado de las
paradojas nos lc suglere: pars demostrar gue el=mévimiepto no -
existe, Zendn argumenta que ni la flechz ni Acuiles (es decir, ni
el objeto ni «1 hombre mis veloces gue los griegos se podian ima
ginar) podian moverse. Toda la ciencia moderna, a partir de Ga-
lileo, nos ha hecheo ~oumprender cada vez mejor, més y mis cosas
acerca del movimient~. 1o cual ha sido de gran importancia para
todos los aspectos de la vida del hombre. Pero no parece gue al
giin dia lle2guemor a saber todo acerce de’ movimiento, -que es lo

que los griegos esperaban.
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IT. LOS ANTECEDENTES: NUMEROS Y FUNCIONES

1. Los NUmeros.

Si las intuiciones que utilizamos en los problemas sobfé
el hovimiento no convencieron a todoé, y como de hecho estas -
intuiciones nos pueden llevar a equivocaciones, necesitamos una
base firme para llevar a analizar con mayor precisidn los pro-
blemas del movimiento. Esta base la proveen los nfimeros natu-
rales: 0,1,2,3,... Sin entrar en detalles sobre las prdpiedé—
des de la serie de los niimeros naturales, utilizaremos el corno
cimiento que tenemos de ellos y sobre las operaciones entre -
" ellos. Recordemos, en particular, el procedimiento para sumar

dos nlimeros, por ejemplo:

L38
197

D3T3
Esta receta de "ocho y siete, quince; cinco y llevamos uno"
es algo gque todos conocemos y aceptamos, asi como los simbolos

que utilizamos para representar los niimeros.

Pero esto no es algo que se haya conocido siempre. Los
grandes matemidticos griegos (Pitlgoras, Euclides, Arquimedes, -
Dicfanto, etc.), que utilizaron y estudiaron los nfimeros en for
ma admirable, no conocieron estas formas 4. representar los nfi-

merce y operar con ellos., La notacidn numérica de los griegos
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era bastante torpe, lo cual les acarred considerables dificulta
des al desarrollar sus matemétiéas.l El lecfor.seApuede dar cuen
ta de estas dificultades si intenta realizar unas cuantas opera-
ciones con nimeros fomanos. De hecho se necesifo del genio de
Argquimedes para proponer un sistema de numeracidn mediante el -
cﬁalrse pudiéra‘representar cualquier nimero, en las Rosfrimerias
de iaAépocé griega.
D

El sistema de numeracion que hoy utilizamos se debe a los
Nhindﬁas, y sus principales caractevristicas son la notacidn posi-
‘qionq; en base 10, y la utilizacidn del 0. Su.primera‘aparicién
:qonoqida es en una placa del afio 595 de nuestra era. Sus princi
Pales_ventajaslson qug_utilizando s6lo 10 simbolos (0, 1, 2, 3,
 &,45,_6,_7, 8, 9; los simbolos hindiies eran diferentes) se pue-
de representar cualquier nimero, y que se puede operar con estos
simbolos escritos sobre un papel, sin necesidad de interpretar -
lo que los simbolos significan durante el proceso de la operacidn.

Para entender esto es convenriente compararlo con el sistema de -
los Mayas.
Recordemos lo que significa un sistema posicional: 1o que cada

cifra representa depende de su posicidn. Asi 434 significa "4 -

cienes mids 3 diéces més 4 unidades", o sea

. Cb3s =4 x 10% + 3 x 10 + 4

.y en nuestro casoc la unidad de cada orden es diez veces mayor -

‘que la anterior.:
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En el sistema maya se utilizan puntos y barras (con valor .

de uno y cinco, respectivamente) para Pepresenfar los nimeros
menores que 20 y un simbolo especial para el cero, con el cual
se escribian los demis nimeros en forma vertical. Pero las uni
dades no iban creciendo siempre por un factor de 20 sino que ha
bia una pequefia excepcidn: una unidad en el tercer lugar de aba
jo a arriba era sdlo 18 veces la unidad en segundo lugar, la -
cual valia 20 unidades. Las unidades superiores si iban aﬁmen—

tando por un factor de 20. Asi el niimero

. . representa 1 x 20 % 18 x 20 + 7 % 18 x 20 +

do

+

0 x 20 + 10.

1 x 7200 + 7 »x 360 + Q¢ x 20 + 10

9';"“-“:0 -

Este sistema, posicional y con cero, representa un gran lo
gro de la aritmética Maya, pues ninguna de las civilizaciones -
de Furopa y el cercano Oriente llegarcn a desarrollar algé pare
cido y cuando aparecid el sistema hindl, los mayas llevaban vya
1000 afios utilizandolo. Pero esa pequefia irregularidad (que in
trodujeron para representar el afio de 350 dias en forma senci-

lla; recordemos que para las civilizaciones prehispinicas el afio

consistia de 360 dias "hibiles" y 5 de festividades) les impidid
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poder operar con estos simbolos. Leos utilizaban para escribir
fechas y otras cantidades, perc para realizar las operaciones

tenfan que recurrir a cuentas y tablillas.

Vemos asi que el "cinco y llevamos uno" fué un descubrimieg
to fundamental de los hindfles. Al adoptarlc los &rabes lo desa-
rrollaron y aprovechando la idea de operar con simbolos escritos,
inventardn el &lgebra. Cuando estos inventos llegaron a la Euro
ﬁa medieval, transformaron por completo el panorama matémético v
cientifico. La nueva aritmética desplazd en forma lenta pero se
gura a los dbacos en todas las operaciones comerciales y el &lge
bra fué desarrollada enormemente, la geometria se redujo al &lge
bra con Iescartes y come consecuencia de todo esto aparecid un -‘
nuevo lenguaje simbdlico operativo: el cdlculo "infinitesimal",
con las consecuencias que ya hemos apuntado. Hoy en dia son nu-
merosos los lenguajes simb6licos que se utilizan: en 1l8gica, en
computacidn, en el estudic de los lenguajes naturales, etc., pa-
ra no mencionar los utilizc-ios en matemdticas. E1 "cinco y lle-
.vamos uno", tan conocido y menospreciado, es la fuente de uno de
los aspectos mids importantes de la matemitica de nuestra 8poca.
(No faltaron, clarc estd, las exageraciones en este desarrollo;
baste mencionar la esperanza de Iescartes de crear una "mathesis
universalis", ciencia @inica en la cual se redujeran en lenguaje

simb8lico todos nuestros conocimientos sobre las cosas).

Pero dejemos a un lado los sfmbolos de los nfimeros para -

volver a los nimeros mismos.
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Los hﬁmeros fueron inventados para contar, pero pronto se
vid gue también servian para medir. ‘Por ejemplo, bara medir -
la distancia del punto A al punto B, tomamos una unidad u
'détdistancia y la colocamos varias veces a continuacidén de si -

misma a partir de A hasta sobrepasar B.

Asi decimos que la distancia de A a B es (aproximadamen
te) 8 u. Es decir, 8u mds un pedacito. Si queremos conocer es
ta distancla con mayor aproximacidn deberemos usar una unidad -
mids pequefia, Si dividimos a u en 7 partes iguales, y a cada -
una la llamamos u', cbtendremos que la distancia de A a B es -
57 u'. Y este procesc lo podemos continuar, obteniendo cada vez
mejores aproximaciones. Pero surge naturalmente la pregunta: -
{Podremos medir la distancia de A a B exactamente? Es decir, -
¢{Podremos dividir u en cierto nimero de partes iguales u" tales
que con u" pedamor Jlegar exarlamente a B al aplicarla varias -
veces? Si esto “uera asi, v fuera k el nlmero de partes en que
dividimos a u para obtener u" y h el nlmerc de veces que cabe

u" en AB, tendriamos

u==%ku", 2B = h u"

es decir, que mediante des nlmeros, k y h, habriamos expresado
exactamente la distancia AB en tePfminos de la unidad u. En -

nuestra notacidn de quebrados tendriamos
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e h
AB_f = u

Esto seria muy bonito si fuera cierto, pero desgraciadamen
te no lo &s. El primer ejemplo se obtiene considerando la lon-
gitud de la diagonal del cuadrado de lado u. Si llamamos 4 a

esa longitud, tenemos, por el Teorema de Pitidgoras

Ahora bién si d se pudiera expresar en términos de u en

‘la forma que queremos tendriamos

- X
ad = -"-h—‘u

donde k v h son dos nlime: .o (naturales). De donde .

2u2

o
(]
|

of}
S
i

" k2

2 = kZ = 2n?
h2

Oy

Pero es ficil ver que esto es imposibie. Por ejemplo recor

dando que todo nfimero se puede expresar en forma {inica como pro



a

34.

ductode primos, k seria el producto de n primos (no necesa
riamente distintos) v h seria el producto de m primos., Pero
entonces k? serfia el producto de 2n primos y 2h%, de 2m + 1
primos. Pero como 2n  es par y 2m + 1 es ndn, el nfimero de
primos en la descomposicidn de k% y 2h? es diferente y estos

nQmeros no pueden ser iguales. Luego, para ninglin par de nime

~ros k, h se tiene que k® = 2h® y por lo tanto no podemos

expresar con exactitud la distancia d en términos de la unidad

u. Esto se expresa diciendo que d y wu son inconmesurables.

Rota esta esperanza, lo Gnico que nos queda es volver a =
nuestro planteamiento original. Si no podemos expresar exacta

mente distancias como d, conformémonos con ir aproximéndolas

cada vez mejor, a sabiendas de que nunca acabaremos. Se nos -

presenta, pues, un proceso infinito.

Nuestra notacibén decimal nos permite hacer esto de una ma-
nera sistemitica, dividiendo nuestra anidad en 10 partes cada. -

vez. Asi, para d obtendrf{amos la sucesidn infinita de medi-

das:
1lu
14 u! donde 10 u' = u
141 u" donde 10 u" - u°
1412 u™ donde 10 u"™ = ‘u"
etc.

Con otro gran invento, el punto decimal, podemos expresar

estas medidas en té&rminos de u:



35.

1.4 u
- S : S 1.41 u
1.414 u

1.4142 u etc.

donde - 1.41 = 1 + —h- + —or— =1 x 10° 4 x 107+ 1 x 1077

por. ejemplo.

Para expresar la distancia d necesitamos, por lo tanto,

una sucesidn infinita de nlmeros.

- (AQn quedaria la posibilidad de que pudiéramos expresar -
cualguier distancia, mediante algin otro procedimiento, utili-
zando s6le 3, 4, 5, & algln nlmero finito cualquiera de nimeros.
A partir de los resultados de Cantor sobre los nlmeros transfi-
nitos, se deduce que esto es imposible, S1 queremos conservar -
nuestras ideas actualé; égbre la distribucidn de puntos en una

rectal.

Utilizaremos la siguiente notacidn

d = (1.4142.....) u

para denotar este proceso. Los puntos suspensivos 1los ponemos
en lugar de la sucesidn infinita de digitos que siguen al 2 y
que, si no podemos escribirlos todos, si podemos calcular tan-

tos como querramos. El signo de igualdad lo ponemos con la idea
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de que si tedricamente conocidramos todas las cifras, conoceria

mos la distancia d exactamente. Aclararemos esto después.

Tenemos asi un nuevo tipo de "nilmeros", como el 1.4142...,
que nos sirven para expre 4r distancias. Los niimeros de este -

tipc representan, puss, un proceso infinito de medicidn.

Estés nmeros nos épefecen también al efectﬁar opefacionés
con 1los nfmeros naturals: -An nuestra notacidn decimai: "Sébé;
mos ﬁér ejemplé que al divi;ir 1 entre 3 obtenemosllaréﬁcé—
siSn infinita 0.33333...,'cbn_la ventaia de que en este.easo
sakemos cuales son todas 1as c¢ifras: todas son 3. También éabg
mos como sacarraiz cuadrada. Al sacar raiz cuadrada de 2 ob-

tenemos el nlmero que ¢ ns!l. ~ribamos antes: 1.4142..,

¢Cudl es la relacién entre estos nfimeros y los que tenia-

mos antes, como 5, 7, 3/4, 7/9, etc.?

Vamos a ver que la expresidn infinita que obtenemos al di-
vidir dos nlmercs naturales se puede considerar como otra forma

de escribir el cociente de ellos, Asi, escribiremos

= 0.333...

wl'r--

Para justificar la igualdad pondremos

x = 0.333... (1)

miltiplicando por 10: 10 x = 3.333... (2)
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“restande (1) 'de (2) . 9% .= 3
5 sea x = N
= e -9 T 73

_Esto_puedg parecer trampa, y de hecho 10,355 pero 1o,que
nos esté: indicando es que i nos dan el niimero 0.333... con -
todas sus 01fras, podemos saber, medlante una serie de opera01o
.nes;‘quelse obtuvo al lelle 1 entre 3. (5 cualquler otra di-
visidn equlvalente comc 2 entre 6). Es decir que podenos es—

'

crlblr 1/3 en la forma 0.333..., por que no perdemos ninguna

1nformaclon al haeerlo

- Vemos. asi que cualquier quebrado k/h lo podemos escribir
err esa forma.. Por ejemplo, para escribir 1/7 efectuamos la
divisidn

0.142857142857...
7 / 1. 000 .....

Vemos que en general a todo qﬁebrado k/h 1le correéPOnde
una expresibén decimal gue, a partir de cierto momento, se vuel-
ve periédica En el u1t1mo ejemplo la sucesidn 142857 se repi
te 1ndef1n1damente Esto se puede demostrar ficilmente: al -
efectuar la divisidn nos van aparec1endo residuos, que en el -

ejemplo hemos sefialado con circulos, todos los cuales son meno
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res que el divisor. Como sdlo hay un niimero finito de nlmeros
- " ol . ) -

menores que el divisor, en algin momento se tilene que repetlir

uno de ellos, y a partir de ese momento todo el proceso se re-

‘pite integramente.

Reciprocamente, toda expresidn decimal periddica correspon
de a un quebrado. La demostracidn general es similar a la que

gse hizo en e} caso de 0,333.... Podemos ilustrarla con otro -

ejemplo
x = .00123232323....
100 x = .12323232323....
restando: 99 x = ,122 = 122 = 61
1000 00
y | 61 61

X = 39 % 500 29500

La comprobacidn final se obtiene efectuando la divisidn de

61 entre 49500.

A estos niimeros, que podemos expresar como cocientes de dos
naturales, & como expresiones decimales periddicas, los llamamos

niimeros racionales. A los demis los llamamos irracicnales. Ya

sabfamos que v 2 es irracional (el lector que recuerde la
regla para "sacar raiz cuadrada" verd que ésta no conduce nece-
sariamente, como lo hace la regla para dividir, a periodicidad

alguna; de hecho si la raiz no sale "exacta", no puede haber pe
riodicidad). Ahora podemos construir muchos nlmeros irraciona-

legs. Dor ejemnlo
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.101001000100001000001. ...
para el cual nunca hay periodicidad,

LQué podemos hacer con estos nfimeros? lo de siemﬁre: sumar
‘105, restarlos,_etc..y compararlos. Para sumar dos de ellos, -
tenemos que hacerlo poco a pqco,‘ya que no podemos sumar la in-
finidad de cifras de un golpe. Para encontrar las ﬁ primeras
cifras de la suma lb que podemos hacer en tomar las n + 1 pri-
meras cifras de cada sumando y sumarlas con la regla usual: pa-

ra encontar las tres primeras cifras de la suma

2.124258, ..

4.924694. ..

sumamos los nlmeros que se obtienen considerando s&lc las U pri-
meras cifras despuds del punto y obtenemcos 7.0488. Con esto ya
sabemos que la suma ‘tiene por primeras cifras 7.048. De la -
cuarta ya no podemos estar seguros porque quizi al sumar las quin
tas cifras "lleveﬁos uno™ + 1 8 se nos convierte en 9, como es
el caso en el ejemplo. Pero na, un caso en el cual tampoco po-
drfamos estar Seguros de la tercera: si la cuarta es 9, porque -
entonces podria pasar lo siguiente: al sumar 2.124258.... con -
4,924781..; obtenembs;'eonsiderando las Y4 primeras cifras de los
sumandos, .7,0489, y considerando las 5 primeras, 7,04903. Lo -
gue podembs‘dsegurar eé que cuando nos aparece una cifra distin-
ta de 9 ya.estéﬁos seguros de que las cifras anteriores de 1la su
ma parcial son las definitivas. Si esto sucede repetidas veces

iremos obteniendo cada vez mis cifras de la suma, es decir, tan-
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tas como querramos. La fOnica posibilidad latosa es que a partir
de cierto momento nos salgan puros nueves. Veamos un caso asi:
sumemos

1/3 = 0.3333.... y 2/3 = 0.6666.....
¥y obtenemos 1 = 0.9999.....

‘aC6mo debemos entender esta Gltima igualdad? Aparentemente la
hemos demostrado. Otra demostracidn seria como sigue: dado que
0.9999.... es un decimal periédico, le podemos aplicar la regla

para obtener un quebrado:

x = 0.999....

10 x = 9,999....
9 x = 9
x =1

Evidentemente, los niimeros que a partir de cierto momento -
constan s6lo de nueves nos casan problemas, como se ha visto -
en este caso particular. Geométricamente, ¢Qué significaria -
esta igualdad? Para construir el punto correspondiente a 0.9999...
tendriamos que tomar el punto 9/10, a &se agregarle 9/100, al
total sumarle 9/1000, etc., v una vez "sumadas" todas estas mag

nitudes - obtenemos un punto.

2 232

J/,io jf/ 1000
| 92

[1 P
T

/1

[

00
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. - ¢Coincide este punto con el punto 1?7 Evidentemente no podemos
~hacer un experimento para decidirlo. Pero vamos a ver a que nos
conduce la hipdtesis de que son distintos. Para eso vamos a ha-
cer explicitas dos hipbtesis que hemos estado utilizando en el -

proceso de medicidn:

A) Divisibilidad infinita del segmento: Dado un segmento -

cualquiera lo podemos dividir en cualquier nfimero de partes igua

les.

' B) Principio de Arquimedes: Dado un segmento u y un pun-

to ¢ podemos colocar el segmento u  un nbmero finito de veces

. . . . '
a continuacidn de s1 mismo, de manera que rebasemos el punto c.

Note el 1lector como hemos efectivamente utilizado

estas 2 hipbtesis anteriormente.

Veamos ahora que sucede ri suponemos que Q = 0.9999.,.,. es
distinto de P =1

~ Q

[
"

0

P
i

‘Por la infinita divisibilidad, existe un punto R entre P
y Q (el punto medio, por ejemplo). (Qué nlmerc le correspon-
deriédal punto R? Sabemos lo que tenemos que hacer, o sea sub
dividir el segmehto OP = u en 10, en 10d partes, etc., pa;

ra ir obteniendo las distintas cifras de ese niimero. Pero toman
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do el segmento QR 10 veces, 100 veces, etc., llegard un momeg
to en que obtengamos un segmentoc mayor que u. Supongamos que -
10" veces el segmento QR es mayor que u. Esto quiere decir que
. 1a upidad érﬂ que se obtiene dividiende u n veces entre 10 és'
menor que OR, por lo cual cabria dentro de QR. Esto querrialdg
cir que al medir OR con la unidad érﬂ obtenemos un nimero ma;
yor que cuando medimos OQ con la misma unidad. Pero este lti-
mo nfimerc es 99...9 (n nueves)=10"-1, lo cual quiere decir que
el otro es por lo menos 10", o sea que en OR cabe 10nuhl)=u, 5
sea que el punto R estaria a la derecha de P & coincidiria con

€1, lo cual contradice el hecho de que R es el punto medioc de -

QP,

Vemos que la hipbtesis 1 2 0.9999... nos mete en dificulta
des. Por una parte, en dificultades aritméticas, porgue tendria
mos que invalidar las operaciones aritméticas que hos condujeron
a la igualdad. Por otra parte, en dificultades geométricas por-
que tendriamos que eliminar una de las hipétesis A) & B). Eli-

minar A) seria caer en la hipliesis atomistica:
A') Existe un segmento indivisible.

Es decir, que no podemos éeguir dividiendo (en 2, por ejem-
plo) indefinidamente un segmento dado. No hay nada en nuestra -
experiencia prdctica gue nos haga creerlo, pero tampoco podemos
ﬁegar esta posibilidad. Hasta la fecha el desrrollo de la cien-
cia ha lievado a dividir todo lo que se considera previamente co
mo indivisible vy se han encontrado métodos para medir distancias

cada vez més pequefias. Aceptando esta hipdtesis la pregunta so-
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' bré’ 0.9999.... no tendria siquiera sentido, pero téndriamos que
modificar toda el.élgebra y la geometria que conocemos y gue han
funcicnado muy bieﬁ hasta ahora. Y aunque se llegara a demostrar
qﬁe la hipbtesis A') se ajuéta mias a la realidad toda la matemi

tica actual se seguiria utilizando con gran provecho.

Eliminar B) significaria renunciar a la posibilidad de me-
dir. En particular habria muchos segmentos a los que no se les
podria asignar un nfimero, como el segmento QR. Una salida de es
ta dificultad consistiria en inventar nuevos "nfimeros" con los

- que designariamos a estos segmentos.

NStese que los argumentos que se pueden esgrimir para demos
tar que 0.999.... es menor que 1 se parecen a los de Zendn en
la dicotomia: en un caso vamos tomando la mitad del segmento que

'nos resta en cada paso, en el otrc vamos tomando las 9/10 partes

En este curso adoptaremos las hipbtesis A) y B), y en con-
secuencia sostendremos que 0.9999... = 1. De hecho podemos eli
minar los niimeros que acaban ccn una sucesidn de nueves. Resul-
ta clarc que estos nGmeros no nos aparecen nunca al dividir dos
nﬁmeros naturales y de nuestras hipdtesis se desprende que tampo
co aparecen en el proceso de medicidn. El finico lugar donde nos
aparecen es el operar con los nimercs, pero cuando obtengamos -
uno de ellos como el resultade de una operacidn lo transformamos
rédpidamente agregando una unidad a la Gltima cifra que no sea 9

y sustituyendo todes los nueves por ceros.

Para poner en claro tode lo anterior daremos una serie de
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definiciones y resultados, aunque sea afin en una forma vaga.

(Incluiremos de una vez a los niimeros negativos).

El sistema de los nlimeros reales

A) Un nimero real consta de tres elementos:

a) Uno de los signos + & -~
b) Un nlmero natural N

¢) Una sucesidn infinita de digitos ai, @z2,....
tal que no sean todos nueves a partir de uno.

Los nimeros reales se escriben

4+ N.Q; @82 83 Qheeaas

Cn
i
=
sl
v

a a

o B Apeen..

Ejemplos:

+ 48.121212....

- 58947.12345.....

Los n{imeros +0.000.., vy =~0.000... se consideran iguales
y se escriben sin signo. Los nimercs con signo +  se 11aman po
sitivos. Los que tienen signos -, negativos. Los no negativos
son, en consecuencia los positivos y el 0.000.... El1 conjunto -

de todos los nlmeros reales se denota por &.

B) Las operaciones con niimeros reales

La suma, producto, diferencia y cociente de dos nlmeros rea
les no negativos se definen por aproximaciones sucesivas. Es de
cir, se toman las primeras n cifras de cada nlmero y se opera

con ellas como con los nimeros enteros. Al tomar n cada vez -
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mis grande se van obteniendo las cifras del pesultado. Si el -
resultado de una operacidn tuviera una cola de puros nueves se
agrega una unidad a la Qltima cifra distinta de nueve y se subsg

tituyen todos los nueves por ceros.

Para definir las operaciones cuando alguno de los nlimeros
es negativo se utilizan las conocidas reglas del &lgebra para -

reducirlo a una operacidn con nfimeros positivos.

(Ejemplos (+a) + (=b) = a=b, (-a) (-b) = ab, si a v b

son positives).

C) E1 6rden de los niimeros reales.

Para comparar dos nlmeros no negatives distintos se consi-
dera la primera cifra en que difieren. T1 que tenga esta cifra

mayor serd por definieidn el mayor de los dos.
Para nlmeros negativos se invierte la regla.
Todo nlmero no negativo es mayor que cualquier negativo.
Ejemplos: + 4.723121:%.., > + 4,72312185....

- 7.2312.. < - 6,5899....

D) Propiedades de los nlimeros reales .

I. De la gsuma: a + b =b + a ¥ a, be &
a+ (b+c)=1(a+b) +c ¥ a, b, ce &

a+0=a¥% ae & dado 0 = 0.000...

¥V ae f existe -ae R tal que a + (-a) = 0
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IX. Del producto: ab =ba ¥ a, b e &

albc) = (able ¥ a, b, ce &
a+*l=a%¥ ae® donde 1 = 1,000....
ITI. Del producte y 1a suma: (a + b)c = ac + be

IV, Del orden: a*>bh=> a+ ¢ > b + cw cC e &

a*» y c»0 => ac>bec
(tricotomia) Dadc a € ® una y sdlo una de las si-

guientes relaciones es vadlida: a < 0, a = 0, a>0

V. Divisibilidad infinita: % a e & y un nﬁmerb natu

ral n, existe b e ® tal que a =nob

VI. Principio de Arquimedes: ¥ a, be & a>0, b>0,

existe un natural n tal que na > b
VII. Completez. (Erf~a se definiri mis tarde)

Las definiciones anterio.. s se podrian haber dado con ma-
yor precisidn, y todas las propiedades se pueden deducir rigu-
rosamente de ellas. Fero no &ale la pena hacerlo porque es muy
latoso y posteriormente (y tambi&n en el curso formal), se ve-
rdn formas mls sencillas de construir el sistema de los niimeros

reales.

De las propiedades mencionadas se pueden deducir todas las re

glas conocidas del algebra usual, las cuales supondremos.
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Ejemplo:

{a +b)* = a® + 3a’b + 3ab? + b®, etc., etc., etc.

Hasta ahora s8lc hemos definido 1o que son los nimeros rea-
les. Esta es una construceidn hecha pPOr nosotros y que no depen

de de ninguna consideracidn sobre el mundo real.

Pero ahora viene lo bueno: supondremos el siguiente Axioma

(llamado de Cantor-Dedekind). Existe una correspondencia biuni-

voca entre los puntos de una recta y los nlmeros reales. Es de-
cir, gque a cada puntc de la recta se le puede asociar un Qnico -
nimero real y a cada nfimero preal le corresponde poOr esa asocia-

cidén un Gnico punto de la recta. iQue significa esto? Signifi-
ca que hemos dado un modelo de la recta. Nadie sabe ¢bmo es el

@spacio en sus partes mis pequefiisimas,y 1o mis probable es que -
nunca se sepa. Y de hecho nadie ha visto una recta. Pues bién
nos50tros hemos construido, wti1izando sdlo nlmeros, un sistema -
que tiene buenas propiedades al, :braicas (I al V), ciertas pro-
piedades que podriamos llamas "geométricas" (V al VII) muy inte-
resantes, y lo hemcs construido al mirgen de cualquier hipdtesis
geométrica (aunque sabiendo a qué le tiramos), Una vez que lo -
hemos construido lo mostramos y decimos: ";Para nosotros (y para
Cantor, Dedekind, y muchos mds) las vectas son asi!" (Como nadie
ha visto una recta, no nos pueden desmentir, pero cualquiera pue
de construir otro modelo y decirp que, para &1, la recta es asf y

asi. Nuestro modelo tiene las sigulentes ventajas:
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a) Desde el punto de vista priactico, nos sipve para medirp
cosas, compararlas, etc, Naturalmente que al medir algo no po-
demos (y en general no tiene sentido) dar un niimero con todas -
sus cifras, pero este siétema nos da margen a considerar tantas
cifras como querramos, independientemente del avance en el gra-

do de precisidn de nuestros aparatos de medicidn.

b) Desde el punto de vista tedrico, se puede desarrollar -
una teoria muy rica y bién estructurada que llega a resultados
sutiles y profundos, y que es la base de numerosisimas ramas ted

ricas de las Matemiticas.

¢) Desde el punto de vista tedrico-prictico, los resultados
de esta teoria tienen en general una interpretacidn real muy na-
tural y las predicciones que a partir de ellos se hacen concuer-
dan con los de la practica. Estos resultados son numerosisimos
e ilncluyen no s6lo los del cdlculo diferencial e integral, sino
también los del andlisis vectorial y tensorial, 1los de las teo-
rias de las ecuaciones diferenc <les (totales y parciales) y de
la estabilidad y control; loé del andlisis funcional, cilculo de
variaciones, andlisis armdnice, tecrias de la medida vy la proba-
bilidad, ete., etec., asi como muchas otras ramas de las matemiti
cas de reciente creacidn y cuya amplia gama de aplicaciones ape-.
nas empezamos a visiumbrar. dada de esto invalida, sin embargo,
la posibilidad de crear otroz modelos. De hecho varios modelos

han sido ya creados y ~studiados: modelos no-arquimedianos {que

niegan la hipdtesis B), nodelos como el propuesio, pero en los -
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cuales se altera el concepto de sucesidn infinita de digitos (por
ejemplo, pidiendo que exista una regla efectiva para Aeterminar
la n-&sima cifra decimal en términos de las anteriores) y modelos
en los cuales la nocidén de "conjunto", que se suele utilizar co-

mo base para contrulr los nfimeros reales, es modificada.

La garantialque tTiene el modelo propuesto es que ﬁa funciona
do muy bi€n durante 4 siglos (aunque s8lo hace un siglo que se de
finidé con precisidn). Pero bién cabe 1la posibilidad de que deba
ser suplantado por otro si en un momento dado se nota que falla,
Esta posibilidad es semejante a la que se da en la Fisica, donde
por ejemplo, varics modelos del dtomo han funcionado bién durante
un cierto tiempo (corto, en general) y han sido suplantados por
Ootros modelos cuandc han mostrado discrepancias entre sus predic

ciones y los resultados experimentales.

Las dos dificultades principales que presenta este modelo son:

a) (dificultad intern:): el uso de sucesiones infinitas, -
las cuales no se pueden manejar con la seguridad con la cual se

- . - . .
manejan los numercs naturales, por ejemplc, v que da lugdr a pro-

blemas.

b) (dificultad externa): la disparidad que existe entre los
nlmeros reales y los resultados de las mediciones en el mundo fi-
sico, que s&lo son aproximados. Es posible que 8ste sea el ori-
gen de muchas de las dificultades, tedricas y pricticas, que se

han presentado Gltimamente.

Nota: a estos nfimeros se les llama "reales", para distinguir
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los de los "imaginarios'", como

i= V.1

[ EA

Finalmente, tomaremos a los nlimeros reales como un modelo tam
"bién para el tiempo. Es decir, supondremos que a cada instante -

de tiempo le corresponde un nimero real y viceversa.

En bgse a estos modelos para el tiempo y el espacib, podemos
manejar el movimiento sin caer en las dificultades de Zendn. Las
dudas sobre la flecha ya ni se nos presentan, el.movimiento lo po
demos representar como una relacién entre nlmeros. A cada instan
te (dado por un nimero real) le corresponde una posicidn de 1a -
flecha (dada por otro nimero real). Comparese con el problema -
del tren en el capitule anterior. Ya no nos preccupa si el tren
"esta" o se "estd movieﬁdo", pero podemos decir en cada instante
(dado por un nlmero, de segundos, por ejemplo) que punto ocupa da
do por un nlmero, de kildretros). Ya habfamos visto la importan-
cia de que utilizlramos modclcs similares para el tiempo y el es-

pacio.

Una vez establecidc el modelo para la recta, tenemos un mode-
lo para el plano dado por el conjunto de parejas ordenadas de nfl-
meros reales. que denotamcs por & x & & ﬂz. A cada punto del
planc le corresponde .na pareja de nlmeros reales, y viceveréa, -

segln la regla usual,

S . P (x,y)

—
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Este, comu sabemos, es el principio basico de la Geometria -
Analitica de René& Descartes (1596-1650). Anilogamente, tenemos
un modelo para el espacio, dado por el conjunto de ternas ordena
das de nimeros reales, 6 & ", ﬁs,...{ como modelos de el "espa-
cio" de 4, 5,... dimensiones, los cuales no corresponden a ningu

na intuicidén real, pero tienen interpretaciones geométricas y fi

sicas muy concretas.

Ejercicio.

Construir el sistema de los nimeros "redondos". Estos son -
como los reales, pero sblo tienen un cierto nimero fijo (2 por -
ejemplo) de cifras decimales. Se opera con ellos como 1los ente-

Tos, perc cuande el resultado de una operacidn contiene més de
2 cifras decimales se omiten las demds y se "redondea" la segun-

da cifra, agregéndole una unidad si la tercera es 5 3 mayor,

Ejemplo:
5.17 x 2,28 /= 11.7876) = 11.79
¢Culles de las propiedacd:s de los niimeros reales se cumplen

para este sistema?

En particular este es un modelo atomistico: no existen niime-
ros entre 0 y 0.01, FEste modelo se usa de hecho, con no malos -
resultados, en las operaciones comerciales. Es claro que un mo-
delo tal con un milldén de cifras decimales serviria para cualquier
propdsito préctico (aunque un milldn de cifras decimales es tan -

impractico como una infinidad).

tQué dificultades ofrecerian estos modelos desde el punto de
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vista tebrico? ¢(Tendria esto repercusiones précticas?.
Otro ejercicio.

-E1 sistema de los nlmeros con 5 cifras significativas. En
este caso se supone que todas las cifras de los nimeros son ce-
ro, excepto a lo mds 5 de ellas sucesivas, incluyendo las de la
parte entera.

Ejemplos.

128740000, 2.3490. .000012289

Cuando al efectuar una operacidn se obtienen mis de 5 cifras

significativas, se redondea en la forma anterior.

- Edemplo.

85432 + 72210 (=157643) = 157640
Mismas preguntas que en el caso anterior.

Este es tambié&n un modelo atomistico, donde hay "&tomos'" de

tamafioc arbitrariamente peq f» v arbitrariamente grande,

La regla prictica que se utiliza al manejar.esto: modelos -
es de no redondear las cifras hastaﬂllegar al final del proceso.
con estc se evita que los pequefios errores que se introducen en
cada operacidn no inflﬁyan tanto en-ias cifras significativas del
‘fésultadolfihal. Pero incluso en la préétiéa, laé computadoras -
‘no pueden manejar nfmeros con deﬁaéiadas cifras en los pasos in-
termedios. Para poder resolvér estés‘problemas.existén una serie
de métodos pféctioos que formén pérte de 1o‘qué'se CONOCce como -

C4dlculec Numérico. Pero incluso estos métodos utilizan resultados
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de Cdlculo Diferencial e Integral, el cual estd basado, como ya

sabemos, en los nlmeros reales.

En el sistema de nlmeros reales nos olvidamos de los proble
mas que acarrea la medicidn y el cdlculo prictico, suponiendo -
que nuestros nlmeros estidn dados con todas sus cifras. En este

sentido el sistema de los nfimeros reales representa una abstrac

kS

.
c1on.
Problemas:

1. Los decimales finitos, como 3.28 (Representan nfimeros -

racionales?

2. Hemos visto como a cada quebrado se le asocia una expre
s1bn decimal periddica (que no tenga una cola de nueves)

y viceversa. Verificar con ejemplos lo siguiente:

i) Que dos quebrados iguales (como 2/7 y 4/14) dan expre-
siones decimales iguales.

1i) Que dicha asociacién establece una correspondencia bi-
univoca. Es cecir, ~erificar gue el quebrado asociado
'a la expresidn decimal de un quebrado, es igual a este

quebrado, y viceversa.

3. Demostrar la ley conmutativa para la suma de nimeros -
reales (sugerencia: verificarla para los digitos (0,...,9),
después demostrarla nara los naturales y finalmente para
los reales, por aproximaciones.

. Demostrar que entre dos racionales existe (por 1o menos)

un racional y un irracional. 1d. id., entre dos irracio-
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nales.

5. Exhibir tres irracionales entre 1/3 v 3/7.

2. Desarrollo histérico de'los nfimeros

Pit4dgoras de .amn., (c,4%80-497), el cegundo matemdtico grie
gd de que se tiene noticia, llegd a Crotona (hoy en Italia) -
donde fundd la escu=la g:e lleva su nombre y el de &sta ciudad.
Los pitagdricos se de licaron a estudiar las leyes inmutables -
del universo, dedicéndose al estudio de la Aritmética, la Seome
tria, la Astronomia vy la Mﬁsica. Sus estudios los llevaron a -
descubrir relacior. . numricas en estas discriplinas, habiéndoles
llamado especialmente la atencidn el descubrimientc de que las
leyes de la armonia se podian reducir a niimeros (asi, al dividir
una cuerda a la mitad se obtiene una nota una octava arriba de
la producida por la :uerda completa; al tomar 2/3 de la cuerda se
obtiene la gquinta: do---!, ete.) A partir de esto desarrollaron
una filosofia que susten‘aba gue les nlneros eran la esencia de
todas las cosas: toda la naturaleza esti hecha a semejanéa de -
los nlmeros, los nimeros son elementos de todes los sures, el -
universo entero es armonia y nGmero. Llevados por esta filosofia
buscaron determinaciones numéricas Que representaron la justicia,
el alma, la razdn... ("Tedas las cosas conocidas tienen su nlmero,
pérque sin &1 no seria posible que nada fuera conocido ni compren
dido"). La condicidn del conocimiente humano ya no estd, para -

los Pitagbricos, en la experiencia sino en la intuicidn del nfiimero
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como.esencia de las cosas. En particular concibieron el punto -
como "unidad en posicidn". Esta concepcidn de la recta como con
junto de puntos fué la qﬁe.atacé Zen5n, segln algunos autofes, -
en sus paradojas. Pero tambié&n Herdclito tuvo duras palabras pa
ra los pitagbricos, pues su concepcidn numérica del universo evra
esencialmente estitica. Herdclito dice: "EI hecho de conocer -

muchas cosas no instruye la inteligencia, pues de otra manera hu

biera instruido a Hesfodo y Pitdgoras, como a Jendfanes y Hecateo',

Pero esta gran exageracidn de los pitagdricos, producto'dé -
sus notables éxitos, condujo a que estudiarah junto con los atri
butos misticos de los nlmeros, sus propiedades matemdticas, ha- -
biendo estudiado los mfimeros pares e impares, primos y compuesfos
triangulares, cuadrados, perfectos, amigables, etc. ("Parece que
Pitdgoras ha apreciado por sobre todas las cosas, las investiga-
ciones en torno a los nimeros, haciéndolas avanzar mucho con res
pecto al estado antecedentes, conduciéndolas mucho mis alli de -
las necesidades del comerci.'. Aristdxeno, sobre la Matemidtica).
Asi vemos que esta eXagebacién . >ndujo a un desarrollo matemidtico

muy importante.

El suefio pitééérico se derrumbs pront5 debido a sus propiﬁs
descubrimientoé. Tanfo‘el teorema, llamado de'Pitégoras, que era
una determinacidn numérica de una situacidn geomdtrica, como la -
bsqueda de 1ia media arménica entre 1 y 2 (es decir, el nimeroc x
tal que 1:x:}x:2,. d sea 1/x = x/2) 1les llevd a buscar vz .

E1 déscﬁbrimientb‘de que nol?dﬂian exprésar eéta magnitud en %ég

minos de los nGmeros que ellos conocian, fué uno de los descubri



56.

mientos mas importantes de los pitagdricos y su impacto fué enor
me. A partir de ese momento los griegos se olvidaron de los nli-
meros en sus estudios geomdtricos y aunque desarrollaron una ted
ria equivalente casi a la actual sobre las magnitudes y las pro
porciones, ésta era tal que no les permitia hacer cAlculos numé-
ricos. Para los griegos el "nfmero" V7  no existfa, aunque si
la hipotenusa del triéngulo‘recténgulo cuyos catetos son la uni-
dad. El libro X de 1lns elementos de Euclides contiene un esty
dio geométrico de magnitudes de este tipo (las que hoy denotaria
mos por nfimeros de la forma ya¥ ,t—) que resulta excesivamente
complicado. Mayor dificultad les causaba ¥2 , magnitud que -
aparece en el famoso problema de la duplicacién del cubo, la cual
no podian expresar numéricamente ni construir geométricamente_ -
(con regla vy compds). En la fisica de los griegos también apare
cen dificultades que se originan en el hecho de gue no pudieran

extender el concepto de nlmero. Uno de los orfgenes de esto es

que 'afa los griegos los miunos quebrados no eran nmeros sino -

relacicnes entre nimeros,

La extensidn del concepto de nlimero se produjo, como ya he-
mos visto, a partir de una nueva forma de escribir los niimeros -
ya conocidos, la notacidn posicional hindl. Fl arte de calcular
con estos nimeros fué desarrollado enormemente, impulsado por el
desarrollo del comercio y la industria, la ingenieria, la nave-
gacidn, la topografia y la astronomia, durante los siglcs XV al
¥VII en Europa. Se hiciercon encrmes tablas astrondmicas y tri-

gonométricas, se desarrolld la teoria de ecuaciones (Tartaglia y
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Cardano, alrededor de 1535; la solucidn de la ecuacién‘de‘tercer
grado representd el primer resultado-importanfe que superd la ma
temdtica de los griegos, lo cual did lugar a envidias v disputas),
la notacidn algebraica (Francois Vieta, 1540-1630); se introduje
ron- las fracciones decimales para simplificar el sistema de medi-
das (Simdn Stevin, 1585) y se inventaron los logaritmos y con -
ellos el punto decimal para escribirlos con mayor facilidad (John

Napier, 1614),

Asi pues, cuando Galileo lleva & cabo sus investigééiones,
los nnevos niimeros y la formafde operar con ellos son ampliamen-
te conocidos y aceptados sin discusidn. Galileo desarrolla sus
leyes sobfe la caida de ios cuerpos y calcula sus trayectbrias -
parabﬁlieas. En nuestra notacidn la ley de Galileo se expresa -
medianté la férmula | |

o1 2
h = 5 g t

donde t denota el tiempo cque ha transcurrido desde que se deja
caer un objeto, g es una constaate (=9.81 m/segz,‘aprCXimada-'
mente) y h la distancia recorrida por el objeto en el tiempo

t. Con esta fbrmula podemos calcular h dado t, y despejando t:

t = ;/ggq

g9
podemos calcular t, dada h. Esto significa substituir n{imeros
en estas formulas, operar con ellos, sacar raiz cuadrada; etc.

Todo esto lo hacia Galileo. Si se le hubiera preguntado, LQué
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son estos nlmeros? (Qué sentido tiene sacar raiz cuadrada de un
nlmerc?, Galileo nc hubiera podide dar una respuesta rigurosa.
 El nd.se.preocupaba por esto, pero los usaba, los multiplicaba y
éﬁmaba; ies gsacaba raices, etec. y obtenia resultados numéricos,
cﬁyé precisidn era, en principlo, tan grande como permifieréhﬂlos,
aparatos de medicidn, Para Galileo, "E1 libro de la Naturaleza
estd escrito en el lenguaje de los nﬁmeroé". Y si‘bien esto és
mucho menos Que lo que afirmaban los pitagbricos, su idea de uti
lizar los nlmeros para estudiar la naturaleza resurge, gracias a
la notacidn hindl vy la extensibn del concepto de nlmero, en for-
ma mucho mis poderosa y espectacular. (Galileo también habla con
absoluta naturalidad de la tctalidéd de 1os.nﬁmeros (naturales)

y apunta el hecho de qus hay tantos nlmeros cuadrados perfectos,

1, 4, 9, 16,..., como nimerocs naturales).

El desarrollo de la Geometria Analitica, el Calculo y la Fi
sica comprueba la importancia del uso de los nlmeros en las com-
prensidn de la naturaleza. Newton recrea la aritmetizacidn pi-
tagbrica de la mfisica, al agi7tnar un nimero a cada color, utili-
zando la desviacidn de la luz en un prisma, qué es difefente pa-
ra cada color del espectro. Esto permite eliminar la ambigledad
de nuestra intuicidn scbre los colores {(un poco mis azul, ligera
mente amarilliento) al poderla precisar mediante el concepto actual
de longitud de onda, y did lugar, entre muchas otras cosas a am-
piliar el espectro de la luz visible con el descubrimiento de los
rayos infrarrojos, uitravioletas, X, gama, etc. Ademis estos ni

meros se pueden utilizar en fdérmulas y operar con ellos, lo cual
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. e .A. . . . '. . »
ha tenido una 1mportancla inmensa en la Fisica contemporinea.

Los nfimeros ya no sblo nos sirven para contar y medir. Ca
da vez es mayor el nimero de fendmenos que podemos estudiar uti
liiando.ios nGmeros. Sin embargo no caigamos en la exageracidn
ﬁe éréef que todo se puede reducir a niimeros, como hacen en la
éctualidad los nuevos pitagdricos. Esto conduce, por una parte,
a forzar arbitrariamente la introduccibdn de aspectos numéricos -
en disciplinas que aln no estdn maduras para ello y, por otra par
te, a impugnar como no-cientf{ficas a las ciencias de la vida, del
hombre y de 1a sociedad que, © bien no han alcanzado esta etapa,
ro‘bien siguen caminos muy distintos. Hay que recordar que los -
nﬁmeros son una.invencién del hombre que le han permitido grandi
simos avances en el dominio de la naturaleza, pero que hay muchas
otras estructuras matemdticas que hoy estdn teniendo gran impor-
tancia en esta tarea, ¥ que en tede caso la naturaleza es demasig
do rica y compleja come para que podamos reducirla a una o a un

cierto tipo de estas estructuras.

La pregunta "¢Qué es un nlmero?" fue olvidada per los ma-
feméticoé durante siglos, hasta que el propio desarrollo del eal
culo los cbligd a volver a formularla a mediados del siglo XIX -
(Cauchy y Welerstrass) y fuéd contestada en forma muy satisfacto-
ria por Dedekind y Cantor, quiénes dieron una construccidn de los
nmaros reales, equivalente a la que dimos anteriormente, pero -
mucho mds clara y rigurosa. Sobre esto hablaremos posteriormen-
te. Perolpara aigunos la pregunta ain no ha sido contestada con

suficiente claridad, como revela el hecho de que se hayan eonstrui
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do otros modelos para la recta como mencionamos en la seccidn an

terior.
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3. Las Funciones
Las Leyes de la Naturaleza. Coﬁéepto de Funcibn.

¢Para que sirven los nlmeros reales? A un primer nivel, sir
ven para medir y comparar magnitudes del mismc tipo. Pero para -
e5to no necesitamos estrictamente a los nlimeros reales, pues las

mediciones sdlo las podemos dar con una cierta aproximacidn.

A un nivel mdc elevado, nos sirven para relacion»r magnitu-
des aparentemente muy diferentes. Para expresar y trabajar con -
estas relacilones necesitamos las herramientas y conceptos del &1-
gebra, el cdlculo y sus consecuencias, para lo cual si es impor-
tante tener un sistema tebrico bién estructurado, como es el dé -
los nlmeros reales., Estas relaciones son las Leyes de la Natura-
leza. (Estamos hablando aqui de hecho finicamente de las Leyes nu
méricas, Existen muchas Leyes de la Naturaleza que no se expre-

san mediante niimeros).

Todo proceso natural se nos aparece a simple vista cadtico y
cambiante. Muchisimos de sus aspectos pueden ser medidos y asi -
obtenemos una serie de nlmeros que nos describen el proceso. Sin
embargo en todo ese desorden se pueden encontrar relaciones, Los
diferentes nQimeros que obtenemos no son arbitrarios sino que mu-

chas veces se encuentran relacionados. Veamos algunos ejemplos.

A) Princinio de Arquimedes. Un cuerpo sdlido al ser sumer-—
gido en un 1liquido sufre una disminucién de peso igual al peso -

del volumen del liquido despiazado.
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Segln los conceptos actuales de la Fisica, la disminucidn -
del peso se interpreta como una fuerza o empuje que el liquido -
ejerce sobre el sdlido. Si llamamos F a esa fuerza y P al -
peso del volumen del liquido desplazado (VSQ el pfincipié.dé.Ar—

quimedes queda expresado por la fdrmula

F =P

aQué significa estq? Nosotros observamos un fendmeno: un
sélido sumergido en un ligquido. Podemos efectuar diversas medi-
ciones. Por una parte, mediante una balanza podemos medir la di
ferencia ehtrg él peso del chjeto cuando se haya fuera del 1iqui
do y cuando se encuentra dentrc de &1, Por otra parte podemos -
ver la diferencia en el nivel dél liquido cuando el sblido estd
fuera v dentro de &1. Con esto. podemos saber el volumen de liqui
do desplazado, y pesar un volumen igual del liquidq mediante la
balanza. Obtenemos asi dcs magnitudes, que quedaran expresadas
como un cierto nlmero de gramcs, y cada uno de estos nlmeros los
obtenemos por métodos diferenteé y aparentemente poco relacionados.
El principio de Arquimedes nos dice que, ésombrosaménte, estos -

dos nfimeros que no tenian porque guardar ninguna relacidn, si es
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tan relacionados: [los dos nfimeros son iguales! (;Eurekal).

B) Ley de las palancas. En una palanca en equilibrio como

la de la figura

- 22-—-+¢~—-21 —
‘ A
| M, ' . M,

los pesos colocados M, vy M; son invérsamente proporcionales a

las longitudes de los brazos de palanca:

M, - L2
M, [

Aqui nuevamente sobre la palanca en equilibrio realizamos -
varias medidas. Por un lado, con una balanza obtememos los peses
My y M2 y dividimos el nfimero de gramos en M;, entre el nlmero de
gramds'en M., obteniendo asi un primer nimero. Despues con una
regla obtenemos las distancias £1, ¥ %2, dividimos el nimeroc de
centimetros en £, entre el nfimero de centimetros en %,, obtenien
do asi un segundo nfimero. La ley de las palancas nos dice gue -
los dos nlmeros asi obtenidos por métodos tan distintos resultan

siempre ser iguales.

La ley puede tambidn expresarse fijando 2; y M; vy tomando -
do para cada peso M la distancia £ a la cual debe colgarse para
que la palanca quede en equilibrio. La relacidn eatre % y M que

da entonces expresada Do -
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.Q,]_'M]_ - k
. M M
b
M =k
donde k = £, M1  es un cierto nlmero fijo.

Es interesante notar que Arquimedes, quién tambi&n descubrid
esta ley, no llegd a expresarla en ninguna de estas Gltimas for—
mas. La dificultad surge del hecho de que los griegos no tuvie;
ran un concepto de nimero, sdlo de magnitud. Ellos sabian qué -
significaba el producto de dos distancias: una area. Perd; qué
significaba multiplicar dos magnitudes tan distintas como un pe-
- 80 y una longitud? Hoy no nos preocupamos por eso y podemos for
mar el producto &m, llamado el momento. Para calcular el momen-
to nos basta saber que % es un cierto nlmero de centimetros y M
un cierto nimero de gramos. Multiplicamos esos dos nlmeros y ob
tenemos otro que nos mide 1l momento, y a este niimero le agrega-
mos la "unidad" g.cm para receordar las unidades que se utilizan
en las mediciones originales. Asi, si f = 3cm. y M = 5 g., te-
nemos que &M = 15g.cm. ¢(Qué significa un g.cm? En realidad -
no importa, aunque en cada situacidn particular en la que nos =--
aparezcan cantidades expresadas en g.cm podemos dar una interpre
tacidn fisica concreta. Lo importante es que tenemos nuestros -

nlmeros y que podemos operar con ellos. El misterio desaparece.

C) Ley de Hooke. El alargamiento de un resorte es propor- .

cional al peso que se le cuelga.
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donde k es un nGmero fijo para el resorte dado.

D) Ley de la caida libre de los cuerpos (Galileo):

1 -
h=—- gt

E) Ley de la gravitacidn universal (Newton):

M M'

r2

F =G

Aqui la fuerza F es un . .eroc que podemos calcular a par-
tir de mediciones sobre el movimiento de cada cuerpo, utilizando
la Ley de Newton F =m a, y la expresidnd la derecha es otro -
nlimero que podemos calcular pesando, midiendo, multiplicande y -
dividiendo. Suponiendo que las masas M 'y M' no cambian duran-

te el proceso, podemos escribir

donde k = G M M' es un nfimero fijo de unidades Q-dﬂa-seg-z.
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(¢Quéd cosa es seg~™? = ==, ? ¢(Qué es un "segundo cuadrado"?)

) Ley de Snell. El seno del &ngulo de vrefraccidn de un -
rayo de luz que atraviesa la frontera entre dos medios es propor

cional al Angulo de ineidencia.

sen r

El nfmero n es fijo para los dos medios dados y se llama

el indice de refraccibdn.

€) Ley de Stefan. La radiacién total emitida por'un cuer-

PO hegro es proporcional a la cuarta potencia de su temperatura.

R=%kT"

H) Ley de Plank. La energia radiada por un cCuerpo negro -

en la frecuencia W estd dada por

= C
e hy/kT -1
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donde C, h, k son constantes.

En todas estas leyes se encuentran relacionadas magnitudes
de muy di&ersa naturaleza: pesos, longitudes, tiempos, angulos,
temperaturas, ete., ete. Y se pueden relacionar gracias a que
todas ellas las hemos expresado mediante niimeros. En cada caso
la ley nos dice que dos o més magnitudes no pueden varias arbi-
trariamente, independientemente. El valor de una de ellas depen
de de las otras, Asi en 1la ley de la caida de los cuerpos la -
distancia recorrida depende del tiémpo transcurrido. Por el con

traric, esta misma ley nos dice que dicha distancia no depende -

de la masa del objeto (como crefan errdneamente los griegos).

Adem&s la dependencia es de cierto tipo: el valor de una de
las magnitudes queda completamente determinada si conocemos el
valor de la & las restantes. Una relzcién de este tipo se cono-

ce coms una dependencia funcicnal, y decimos que una magnitud es

t& en funcidn, 8 es funcid-, de las restantes. Nos restringire-
mos por ahora a considerar s51lo dos magnitudes. A una magnitud
por ahora a considerar s6lo dos magnitudes. A una magnitud que
puede tomar diversos valores en el desarrollo de un proceso se -
le acostumbra llamar una magnitud variable o, simplemente, una -
variable. Entonces decimos que una variable es funcidn de otra
si para cada valor de la segunda, llamada variable independiente,
le corresponde un finico valor de 1la primera, llamada variable de-

pendiente.

Pero :Qué es una magnitud? Conocemos varios tipos de magni
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tudes como longitudes, pescs, temperaturas, etc., pero dificil-
mente podrfamos dar una definicibn precisa. Los objetos matemd
ticos que estamos manejando son en realidad nimeros reales y lo
que estamos ecstableciendo son relaciones entre nimeros reales.

Cada una de las fdérmulas que hemos escrito nos expresan reglas

gue a cada nlmeroc le hacen corresponder otro. Son estas funcioc
nes entre nimeros las que podemes definiv con precisién; v lo -
haremos dentro de un momentc. Primero haremos algunas conside-

raciones.

Si estamos ya trabajandc con nimeros, (Qué es una variable?
¢Un nlmero variable? Esto no tiene sentido. Sin embargo es con
veniznte c0nservaf el término "variable", perc con un sentido -
més preciso. En las férmulas anteriores aparecieron las varia-
bles ¥, P, M, %, t, h, a, r, T, etc., las cuales aparecian en
férmulas y a las cuales podiamos asignar valcores. &Qué son es-
tas variables? En matemiticas se le llama al pan, pan y al vino,
vino. Las "variables", F, D, M, etc., son letras gue nos sirven
para representaf a un nimero 2. lgquiera y que nos sirven para ex-

presar las funciones en forma sencilla.

Finalmente ias leyes de la naturaleza que hemos expresadc -
mediante fdrmulas no siempre son ciertas para todos los valores
de las magnitudes que en ellas intervienen. Por ejemplo, la ley
de Hcooke sdlo se cumple si él peso M es relativamente peguefio.
Cuando ponemos un peso demasiado grarde la ley ya no se cumple y

si el peso es excesivo incluso se rompe el resorte. Es decir, -

sblo podemos asegurar que la ley es vidlida en un cierto interva-
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lo: cuahdo el peso varia entre 0 vy 10 kg., poﬁgdmos DO Ccaso.

Fuera de ahi el comportamiento del résorte ya no sigue a dicha

ley:
at

A\ ,?/_\/«/""

Y
z

Lo.miémé podriamos.deéir respecto a algunés btras leyes, aun
Que élgunas, como la de la gravifacién universal son ciertas, hég
ta donde sabemos, para todos los valores de las variables. Nece
sitamos, por lo tanto, gonsiderar funcicnes que asocien un nime-
fo reél no a todos, 31n0 sSlo a2 un cierto coniunto de nﬁmerds -

reales. Podemes va dar la

Definicidn

Una funcibn (numérica) es ﬁﬁa regla que a céda nimero real
perteneciente a un cierto conjun{o Ac® le hace corresponder -
otro nimero real. El conjunto A se denomina el dominic de la
funcidn, y si llamamos f a la funcidn escribiremos

£ : A > R

Ejemplos de funciones: la que a todo nlmero real le asocia

su cuadrado, la que a todo nlimero real positivo le asocia suraiz



70.

cuadrada positiva, etc.

Una variable es una letra que utilizamos para rebresentar a
un elemento cualquiera de un conjunto de nlmeros reales. Para
evitar confusiones se le llama a veces a dicha letra una varia-
ble real vy a las funciones arriba definidas, funciones reales -
de variable vreal. Las variables son muy QOtiles para denotar las
funciones en forma precisa. Si x es un elemento cualquiera -
del conjunto A, al nimero real que le hacemos corresponder median
te la funecidn £ los denoctamos f(x). Asi la funuién f que a todo

nlmero real le hace corresponder su cuadrado la denotamos por

f(x) = x*?

Aqgi estd dada en forma concisa la regla. Para saber "el
valor de la funeidn para un valor dado de x", (es decir el nfme-
ro que le asocia la regla.f a un nimero cualquiera dado) basta -
substituir en la férmula. Por‘ejemplo: £{0) = 0% = 0, £(1) =

1* = 1, £(200 = 40,000, £(1,237) = 1.923769, etc.

Mediante estas funciones es que expresamos las leyes de la
naturaleza. Por ejemplo la funeidn f£(m) = kM, que es una regla
matemdtica entre nﬁméros, sirve para expresar numéricamente la -
ley de Hooke, gque es una ley fisica que relaciona magnitudes. -
La dependencia funcional de una mégnitud con respecto a otra que
da asi descrita, cuando expresamos las magnitudes mediante niime-

ros, por una funcidn, en el sentido matemltico de la palabra.



Ejemplos de funciones:

I:8

Cgi R >

hi@ T s

k: R x>

Dondé &t

1)
g (x)
hi{x) -

k(%)

es el conjunto

x {funci6n idéntica)

4x’ - x4 1

+ VX
R

XZ

de reales no-negativos y
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f* og

el conjunto de reales distintos de 0. Otros conjuntos de reales

son los intervalos. Un intervalo es el conjuntc de reales com-

prendidos entre dos fijos:

(TN

Los hay de varios tipos:

abiertos,

semiabiertos,

También se utiliza la misma” noetacidn, usando los simbolos

@ y =% para denotar los intervalds infinitos, o rayos

8

La,;bl

(a,b)

(a,b] ..

[a,b)”

b

[ x¢|'p=s
{x|acx
{ x.] a <

A

. intervalos cerrados

b}
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(==,b)} = { x| x<b}
(a, ) = {x|a<x]}, etc.
Con esta notacidn, & ¥ = [0,x), &% = (==,0) u (0,°).

Otras funciones:

T T
tan: (- > 5 ) >
ang sen: [-1,17 —> R

tan X no esti definida para x = % ang sen x lo pode~

'
2 r
mos definir como el &ngulo (en radianes) cuyo seno es x y que

estd comprendido entre —g— - —%—; dado cualquier valor de x

en el intervalo [-1,1] siempre hay un finico dngulo en el inter

(Ul T o . ' -
valo [=- —5 —3—3 cuyo seno es X, es decir, que asil definida,

ang sen es efectivamente una funcidn.
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III. LOS PROBLEMAS CLASICOS

Tres problemas principales, ademés de‘lps.pnoblemas-del mo-
vimiento, fueron los que dieron origen a los métodos del cidlou-
lo: el problema de 1las tangentes, . los, problemas de miximos y mi
nimos y el problema de las cuadraturas. Veremos en este capitu-
lo algunos ejemplos ﬁ;'éétéé*prOBiémaé ﬁuéu resolucidn por méto-
dos especiaies, los cuales, sin utilizar el cilculo, prefiguran

va los métodos de &ste,

El Problema de las Tangentes '

- a) La tangénte a un’ cfrculo.:
Con relac1on a un oix uulo, una recta en el plano puede

estar en una de tres p031cloncb o blen la recta no 1ntersecta -

al circulo, o bien lo atraviesa en dos puntos, o bien lo toca en

un s6lo punto, -

- —
//////J///ff><///

En el segundo caso la recta se llama una sescante al circulo

¥ en el tercero se Jllama tancenta
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El problema consiste en encontrar la tangente a un circulo
que pase por un punto dado de éste. La solucidn es bien conoci-
da: para encontrar la tangente que pasa por un punto P del cir-
culo se traza_el radiq CP y la rectq‘perpendicular‘a CP que pa

sa por P es la tangente réquerida.

El resultado es claro, pefo debémos demostrarlo. Por-
qué es la recta asi construida la tangente? (Por qué esta recta
no corta al circulo en ninglin otro punto?. Esto es facil de de-
mostrars; basta demostrar queiningﬁn otro pﬁnto de la recta perte
nece al circulo. Si Q es_cualquier otpo punto de la recta, teng
mos que CQ>CPF , porque CP ‘es,la perpendicular a la recta y, -
por lo tanto, la distanciea CP es la menor qistancia del punto a

la recta,

Pero si CQ>CP = r, el radio del circulo, &sto quiere decir
que Q no es un punto del circulo, ya que por definicibn, la dis-
tancia de cualquier punto del circule .al centro C debe ser r. -

Luego P es el Gnico punto de la recta gque estd en el circulo, ¥y
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ésta recta es la tangente.

. b) La tangente a la elipse.

'Recordemos la definidi8n de la &€lipse, para empezar. -
Si F y F' son dos puntos delflano y a‘'es un nimero (de prefe-
rencia mayor que la distancia FF'), al lugar geométrico de los
puntos del plano tales que la sude&e,sus distancias a F vy F! —.

es a, ©e5 por definicidn, una elipse

P

"Es decir, la elipse es elvconjunté { P { pF +'PF; =al .
A los pﬁntés” FyF' se les llama los focos de la elipse. Si -
los dos focos éoindiden; lé‘eiipse es un circulo de radio a/2.
(Recordar el método del jéidihero'para'trazar'elipses).

La construccidn de 1la tangente a la elipse por un pﬁnto da-
do generaliza la del circulo, pero es algo mids complicada. (La
primera impresidn es que debemoé tfazardel segmento de la recta
que une a P con ei centro de la elipée, que es por definicidn
el punto medio del segmento FF', y después trazar la recta per
pendicular; pero esta consturccidn no nos da la tangente mids que
en algunos casos especiales. ' El lector podrd ver cuales son es-

tos casos especiales despuds de ver la construccidn correcta).:
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La construccidn es la siguienteﬁ Tricese la bisectriz del
dngulo FPF'. La perpendicular a esta bisectriz que pasa por el

puntoc P es la tangente a la elipse.

Nuevamente tenemos que demostrar &sto, para lo cual haremos
ver que cualquier otro punto' Q dé la recta no pertenece a la -
eiipse. Para &sto hay que hacer ver que QR + QF # a. De he-
chb demostraremos que QF + QF" es mayor que a. Olvidindonos -
de la eiipse, lo que tenemos es una recta, dos puntos F y F? |
fuera de la recta, y un punto P sobre lé recta tal que la per-

pendicular a &sta en el punto P bisecta el éhgulo FPF'.

.. \'P -

Y tenemos que demostrar que para cualquier otro punto Q de
. 1 . .
la recta QF + QF' e&s mayor que PF + PF'., O sea que P es el
punto de la recta tal que. la suma de sus distancia a F y F' es -

minima. Para hacerlo reflejamos el punto F respecto a la recta,
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obteniendo. el.punto F!'.

Como la recta es lé blseetrlz ﬁerpendlcular del segmento -
Ff{;. tenemoslque QF = QF" para cualquler otro punto Q so-
bfe la recta ' eﬁ consecuenciﬁ.taﬁbién QF + QF' QF" + QF'.
Hemos reducldo con esto el problema al de encontrar el punto Q
sobre 1a recta tal que QF" + QF' sea minima. _Pero este punto
es.claramente la 1nterse001on del segmento F'F" con la recta.

Y este punto es tal que los angu‘os o v B son.igualeé y coﬁé -
® = y tenemos que Yy =8 y que & =g. O sea que el punto tal
que QF + QF' = QF'' + QF' es ainimo esjel:?unto P tal que -
los d4ngulos 8 y € son iguales,_que"éé lo que se querié demos-
trar. Volviendo a la elipse%;hemos demostradq“que para cualguier
punto‘ Q de la recta distinto de P, QF + QF'.> PF + PF' = a vy
qﬁe por lo tanto la recta sdlo toca a la elipse en el punto P y
es la tangente. (notes; de pasada que la tangente es la'blsﬁctrlz
aé'las vectas PF v PF'- dadas dos rectas que se cortan en un -
punto, hayﬁddgubiéecffices, Qﬁé één'perbéndiéulafés entre éi. La

‘unién de las dos bisectrices es el conjunto de puntos tales que -
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estén a la misma distancia de ambas rectas).

c) La tangente a la pardbola.

Una pardbola es el conjunto de puntos tales que su dig~

tancia a un punto F vy a una recta d son iguales.

d

P

El punto F se llama el foco ae la parébola y la recta d,
su directriz. Es decir la ﬁarabola es ei conjunto de puntos P
tales que PF = PP', donde P' es la proyeccidn perpendicular -
de P sobre la recta d. Podemos deducir cual debe ser la tangen
te a la pardbola por un punto P si pénsamos en la parabola como
una elipse, uno de cuyos focos F' "eStéfeﬁ el infinito™, es de

cir que si hacemos que F' se aleje de F. a lo largo de la rec
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ta FF', las elipses

d

Pl

Siguiendo esta linea de razonamiento, la tangente a la pard |
bola debe obtenerse bisectando el &ngulo FPF' vy tomando la per
pendicular a esta bisectriz. Pero si F? es un punto al infini
to, el segmento PF' es la semi—recta paralela al ejé de la pa-.
rabola, que es la perpendicular a d que pasa por F. Luego la
tangente debe ser la bisectriz del &angulo P'PF. Este razona-
miento nos da el resultadc correcto, perb debemOS dar una demos-~
tracibén rigurosa que no utilice estas ideas del infinito. Para
demostrar que la 5isecﬁriz del &ngulo P'PF es la tangente, con

sideramos nuevamente cualquier otro punto € sobre esa recta.
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Como PP' = PF, 1la bisectriz del 4ngulc P'PF es la bisec
triz perpendicular del segmento P'F (o, dicho de otra forma P'
es la reflexidn de F resPecfo a la bisectriz). Luego, para -
cualquier punto de la bisectriz QP' = QF Pero como QQ' por
ser Q' la proyeccidn perpendicular dc Q sobre .d tenemos -~
que QQ' es menor que QF y Q no es un punto de la pardbola.
(Cabe mencionar aqui que el argumento que utiliza los pﬁntos al
infinitoc se puede hacer perfectamente riguroso. Para ello‘sé”rg

quieren loc conceptos de la Geometria proyectiva).

Concluirémos con la siguiente moraleja: el problema de las
tangentes tiene algo que ver con midximos y minimos, (En el caso
de la pardbola, P es el punto de la recta +tal que PF-PP' es

minimo, y en este casoc igual a 0).

Ejercicios

1. Construir la tangente & una hipérbola (dando, naturalmente

la demostracidn correspondiente),

2, Demostrar gue en los casos considerados hay una sola tangen
te en cada punto. Es decir, que cualquier otra recta que pase -
por el punto dado de la cdnica es una secante. Que pasa en el -
caso del vértice de la pardbola? (el vértice de una pardbola es

el punto donde la pardbola cruza el eje),.

Hemos resuelto el problema de las tangentes para el caso de



1a§.céhiéas; qﬁé.éon las curvas mis simpies fuera de las vectas.
Pero ﬁay muchas otras curvas (las cicloides por ejemplo) &Cémo
encontrar 14 tangente i una curva cwuxaquu:Lerwa’> Hay un problema
mas baSlCO, ¢que debemos entende% por 1a tangente a una curva?

Para el 01rculo y la ellee utilizamos la definicidn de que la ~
tangente es la recta que toca a 1l curva en un sélo punto. Pero
1nc1uso para 1a parabola esta.défiﬁiciéﬁ es ambigua, ya qﬁe en -
el vértice, tanto el eje cdmo'ia“perbéhdicular al eje intersec-

tan a la pardbola en un s8lo punto.

Agui es claro que el eje no-es la tangente a la parébola, -
sino ia perpendicular, pero eso no lo podemos decidir a partir -
de la definicibn de tangente ‘como vecta que intersecta a la cur-
va en un solo punto.  El €je "corta" a la pardbola, no la "toca",
poedriamos decir. Pero tendriamos. que decir qud entendemos por -
que una recta "toque" a una curva, lo cual nos trae al problema

original. En casocs como la curva
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'

estaremos de acuerdo en que la recta que hemos dibujado es la -
tangente a la curva en el punto P . Pero esta recta intersecta
a la curva en des puntos., Otra situacidn més andmala se nos pre

senta con la curva

Por el punto P pasan muchas rectas que intersectan a la -
curva en un sdlo punte. (Debemos pensar que todas ellas son tan

entes a la curva? iC que ninguna lo es?.
i b ]

Y aunque no podamos definir lo que es la tangente, {odos es
tamos de acuerdo en que en todas las curvas que hemos considera-
do, excepto la Gltima, la tangente es la recta dibujada. El-pro
blema es dar una definicién rigurosa. Esto tardaremos alin en ha

cerlo.

Por lo pronto podemos dar una definicibdn informal que vemos

que se acerca a nuestra idea intuitiva: la tangente a una curva
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&N un punto es la recta que mds se parece a la curva de las gque

pasan por este punto.'

Aun falta deflnlr en qué sentido se parece mas ld tangente
a la curva, pero podemos precisar dlclendo que =1 thmamos un seg
mentito de tangente y un segmentito de curva alrededor de P, -
estos dos segmentitos se parecen, y cuanto mé&s pequefios son, mé&s

Y mas 5& parecen,

La corrreccidn de esta definicién informal se hace patente
en las apli;aciones que tiene. Primeramente supongamos que te-
neﬁos‘un espejo curvo‘y queremos saber cdmo se va a reflejar un
rayc de luz en esé espejo. _Bl-espejo es una superficie, pero su
pondremos Que tédo sucede =n un planc v que el espejo es una cur
va. Sabemos como se refleja un rayo de luz si el espejo es pla-
o, © en nuestro caso, una recta: "el &ngulo de incidencia es -
igual al &ngulo de reflexidn". Si el rayo de luz es muy fino, -
tocéré la cirva en un segmento muy pequcho, que se parece mucho -
& un segmento de la tangente, y cuanto mis fino sea, menos distin
guiri entre la curva y la'tangente. Por lo tanto podemos decir
que un rayo de luz f1n10¢mo, que podemos suponer redu01do & una

recta, se reflejard en la curva como si se reflejara en la recta
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tangente:

Como ya sabemos clmo se refleja en una recta, con nuestro -
concepto de tangente sabemos cdmo se refleja en la curva. Este
hecho se comprueba experimentalmente, En particular esto tiene
una gran aplicacidn para el caso de las c8nicas. En el caso de
la.elipse, todos los rayos de luz que parten de un foco se con-

centran en el otro foceo:

En un espejo pérabélicog un haz de rayos de luz paralelos al

eje {como, por ejemplo, podemos considerar a los que provienen de



una estrella muy lejana) se concentran en el foco. Esta es la -~

razén por la cual los espejos parabdlicos se utilizan en los te-

lescopios.

Estos hechos se deduCen dlrectamente del estudlo que hemos

hecho de 1as tangentes‘; 1as conlcaé. }Los ebﬁéjos de los teles—
COplOS tlenen 1a forma de parabololdes de rotaclon,'es de01r tle
nen la forma de la superficie que se obtlene ha01endo glrar una
paribola alrededor de su eje. Si cortamos al espejo con cual-
quier plano que contenga'ai‘;j§-obteneﬁoﬁ_una parédbola con el -
mismo foco que el 6riginal. To . eta raaon, y por la simetria -

st

del paraboloide respeqﬁqral eje, todos los rayos de luz parale—

los al eje, sin importar el plano en’ que se encuentren, se refle

jan concentrédndose én el foco.

Them

Lo mismo gue con la luz sucede para el sonido. Este es el

- — -~ - - . -, -
crigen de muchos fendmenos aclsticos. En una capsula que tiene
15 forma de un e11pqo1de de rotu010n,,lo que habla en voz baja -
una pelsona colocada en un foco es escuchado perfectamente por -

Von e

una persona situada en el otro foco; una persona situada en otro
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punto s31lo escucha cuando més un murmullo ininteligible. Esto -
se debe a que todas las ondas soncoras emitidas por la primera -
persona en todas direcciones se concentran en el oido de la otra
persona y como ademfs tardan lo mismo en llegar porque recorren

la misma distancia, segiin la definicién de la elipse, todas lle-
gan perfectamente sincronizadas. A cualquier persona situada en
otro punto las Onicas ondas soncras que le llegan son las que —-
le llegan en linea recta desde el que habla y las que se refle-

jan segln la 1inea que lo une con el ctro foco, las cuales cier-
tamente son una pequefiisima parte del total, y ademlds le llegan

defasadas.

Otra aplicacidn del concepto de tangente a una curva apare-
ce al considerar un objetc que se mueve sobre una curva. Si el
objeto se moviera en una recta dirfamos Que se mueve siempre en
la misma direccidn, pero al moverse en una curva decimos que "es
t4 cambiando constantemente de direccién". Esto sugiere que en
cada momento se estd moviendo en una direccidn distinta, pero -
¢{ebmo definir esa direccidn?. Nuevamente, si considerames un -
tramo pequefic de curva, el movimiento del objeto se parece al -
que realizaria si sc moviera en linea recta a lo largo de la tan
gente y cuanto mis pequefio es el tramo, mayor es el parecido. -
Por consiguiente, podemos considerar que la direccidn en la cual
se mueve "instantdneamente" al pasar por un punto se puede defi-

nir como la direccidn de la tangente a la curva en el punto:
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Esta idea es central en Mec&nica. Una de las aplicaciones
més inmediatas es al describir lo que sucede si desaparece la -
fuerza que hace que el objeto se mantenga en la curva. Al suce-
der &sto el objeto continuard moviédndose en la misma direccidn
en que se estababa moviendo eﬁ el momento de desaparecer la fuer
zda, por lo cual el rézoﬁamienfo anterior nos indica que.el obje-
to se deberd "salir por la tangente”. Y esto es precisamente -
lo qué sucede cuando se suelta una honda y desaparece la fuerza
que mantiene a la piedra girando en circulo, o cuando al patinar
un automdvil desaparece la !uerza de friceidn entre las llantas
y la carretera que eslla que muntiene al automdvil sobre la cur-

va.

Finalmente, muchos conceptos geométricos asociados a rectas
se puede extender a curvas, substituyéndolas por sus tangentes.
Por ejemplo, el &ngulo entre dos curvas que se cortan en un pun-

to se puede definir como el &ngulo que forman sus tangentes en -

el punto.

Vemos asl que el concepto de la tangente como la recta - -
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que mis se parece a una curva en un punto es utilisimo para exten

der muchas ideas, conceptos y leyes, del caso de rectas al caso -

de curvas mas generales,

Este concepto nos permitird también dar un método para cal-
cular las tangentes, y de hecho para dar una definicidn més pre-
“@isa., Si1 consideramos un punto @ sobre la curva cercano al pun-

to P y tomamos la recta PQ, vemos que esta recta se parace

a la curva,

Si tomamos un punto Q' alin mds cercano a P, la recta PQ'
se parece aln mis a la curva en el punto P, vy por lo tanto se-
r4 mis parecida a la tangente. Si podemos averiguar qué sucede
cuando el punto Qf se acerca mds y mids a P, podremos averiguar
cudl debe ser la tangente. Esta es la idea de considerar a la -
tangente como "limite"” de secantes.

Podemos aplicar esta idea para algunos de los casos ya estu

diados. Consideremos la pardbeola y = x? vy tratemos de calcular

la tangente en el punto P(1,1).
Y
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8i econsideramos todas las rectas que pasan por el punto P,
vemos que quedan univocamente determinadas por su pendiente, que
es por definicidn la tangente del 4ngulo que forman con la direc
ccidn positiva del eje X. (no confundir la tangente de un dngu
lo, que es una funcidn trigouométrica con la tangente a una cur-

va). S1 Q(x,y) es cualquier otro punto de la curva, la pendien

te de la recta  PQ es:

Ly - 1 -
m X 1

= x + 1 {(x = 1)

La primera igualdad surge del hecho de que v = x* por ser
Q un punto de la paribola. La segunda se cumple para x = 1,
Notese que para x = 1 la expreéién algebraica de la pendiente
de la secanté PQ no tiene sentido y que al mismo tiempo no tie
ne sentido hablar de la sescante porque en ese caéo P y Q coin
ciden y la recta PQ no estd definida. Pero la expresibn alge-
braica final, x + 1, si ticne sentido para x = 1, vy vamos a -

tratar de " ver que sucede si substituimos ese valor. La expresidn

M=x +.1 {x = 1)

nos da una funcidn que para cada nlmero real distinto de 1, que
corresponde a la abecisa del punto Q, nos asocia otro niimero -
real que nos da la pendiente de la secante PQ. La grifica de la

funcidn es la siguiente:
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Y

Es decir, la recta y = x + 1 menos el punto (1,2). ¢Qué
valor deberi fener la pendiente de la tangente? Se ve que lo més
natural es completar la grafica afiadiendo el punto (1,2). Al -
acercarse X al valor de la pendiente m se acerca mis y mis
al valor 2, y como la secante se.acerca més a la tangente cuan-
do Q se acerca a P, o sea, también, cuando X se acerca a 1, po
demos decir que el valor de la pendiente de la secante debe ser
2. Asi pués, concluimos que la tangente a la par&bcla en el pun

to (1,1) es la recta qﬁe pasa por ese punto y tiene pendiente 2.

:Coincide esto con la construccidn que diﬁos anteriormente?
La pardbola y -—-_x2 es la que tiene por foco el punto (0,&) y
por directpiz la recta y = - % , segln se puede verificar escri
biendo la ecuacidn de esta pardbcla. Luego 1o que hay que veri-
ficar es que la recta deipendiente 2 que pasa por (1,1) es la
bisectriz de la recta PF y de la recta vertical x = 1., La ecua

cidn de la presunta tangente es

-1 _ _ _
i—_—l-—2 Lo} -y—2x 1

y de la recta PF
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1
y~-1 _ 1 - _ 3 _
T T - T 3 = = ‘6 4y - 3x - 1=0
J' %(Li)
F(0, Y ]
. // = >

La distanciade cualquier punto R. de la recta y = 2x - 1

'a la recta PF estd dada por

4y ~ 3% -1 _ 4(2%x-1) - 3x -1 _ Ix_li'

¥ ST TES
.la cual es también la disténcia de Q a la recta ; =1, (ver -
la férmula de la diétancia de un punto a una rectaleﬁ cualquier
libro de Geometria Anelitica). Es decir, la recta y = 2x - 1 -
es la bisectriz del 4dngulc PFPP' , la cual sabemos ya que es la
‘tangente a la pardbola en e. wurto (1,1). Hemos verificado que

esSte método da el resultade correcto en este caso.

Podeﬁos verifiéérlo tambiéﬁ con éi circulo; Enqdntremos la
tangente al ciroﬁlo 227: y? = 25 en él puﬁto“P(3,4). Si Q(x,y)
es otro punto del circuloc cercanc a P Atpor lo cual podemos éu-
poner que X y Yy  son positivos), la_pend}ente de la secante -
00 es | *

m=Y=—4 _ VF —x* -4

=3 S {x 2 3)

X -3
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Esta expresidn nuevarsnte carece de sentido para x = 2, al
igual que no tiene sewtico hablar de la recta PP. En el caso -
anterior reducimos la sxpresidn de la fangente a una en la cual

tuviera sentido substituir x = 1. En este caso debemos buscar

~t

Como tTrans-ormar esta expresidn. Para eso hay un truco bastante

general, c¢'.2 3e aplica cuando

mos denominador y numerader sor el "Conjugado™ del numerador gue

28

5 - x* + 4 VO %' -4 VI - x: 4+ 4 _ 25 - x - 16
x = 3 YBE = %2 + 4 (x~-3) (B - %+ 4)
« A3 -2 {3+ x) - _ x + 3
(x - 3) (V35 = x* + 4) V5T xR 4 4

Todo esto es vilido para x = 3, pero en la Gitima expresidn
tiene sentidc substituir - = 3 obteniendo m = ~ 3/4. Aungue en
este caso es mds diffcil hac » la gréfica, podemos darnos cuenta de
que cuando x sSe acerca 3 3, m se acerca a - 3/4. Esto coinci-
de con 1o que demostramos antes; la recta OP tiene pendiente 4/3,
y la perpendicular es la que tiene pendiente -3/4. Vemos nueva-

mente que este método nos da la tangente.

En la parte formal del curso se verd con precisidn el concep-

to de 1limite v se justificardn los métodos aqui empleados.,

Por lo pronte nos ocuparemos de otro problema. Ya tenemos -



93.

idea de lo gue significa la tangente a una curva, pero, Lqué es

una curva? Una idea intuitiva es que una curva es la trayectoria
de un punte que se mueve, Podemos precisar este concepto gracias
a los conceptos yé desarrollados de funcidn y nfimercs reales. El
movimiento de un punto sobre un plano queda determinado si a cada
instante de tiempo (dado por un nlmero real) le hacemos correspon
de; un punto del plano (dado por una pareja de nlmeros reales). -
Por lo tanto el movimiento de un punto es algo que podemes repre-
sentar mediante una Funecidn que a cada real asocie una pareja de -

ol . LI . * o,
numeros reales, es decir, una funecidn

£ o & > R2
Ejemplos
La funcidn £ : & —~——> @* dada por f(t) = (cos 2mt,sen 27t)

Como cos® 27t + sen? 2mt = 1, f(t) es siempre un punto del

circulo x* + y? = 1. Y e= el punto que forma un &ngulo 2Tt con -

el eje X.

znt\ | X

- X
NI

Al aumentar t vemos que el punto va girando alrededor del
circulo con velocidad angular uniforme, y que en cada unidad de -

tiempo da una vuelta completa.
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La funcidn g : ® —> &% dada por g(t) = (2t, 2t + 1) des
cribe el movimliento de un puntc que se mueve a velocidad unifor-

me sobre la recta v = x + 1.

La funcién h : & > ®* dada por h{(t) = (t, sen t).

-
N

A

representa el movimiento de un punto que se mueve siguiendo la si-

nusoidal vy = sen X.

Es claro que dar una funcidén £ : &

> ®2 o5 lo mismo que

dar dos funciones £;: ® —>® vy f,: & > &, que son sus com
ponentes: f£(t) = (f; (t), £2(t)). Cuando £,(t) = t, la curva -
descrita es la gré&fica de la funcidn £, como se ve en el Gltimo

ejemplo.

El movimiento circuler uniforme es particularmente importan-—
te. Se trata de un movimiernto periddico, el mas simple de todos.
8i consideramos una rueda que giré a velocidad uniforme sobre un
eje fijo y sobre esa ruedé marcamos un punto, &l ver la rueda de
frente vemos uﬁ punto que sube y baja en un movimiento periddico.
Este movimiento estd dado esencialmente por la funcidn sen t.
Vista asi la funcidn seno no es ya sdlo un instrumentoc para cal-
cular trifngulos sinc nos estid representandc un movimiento perid
dico muy natural, y esa es la razdn por larcual las funciones -

trigonométricas aparecen con gran frecuencia en la descripeidn -
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de fendmenos naturales.
Hay que observar que varias funciones nos pueden describir
la misma curva, Esto se debe a que el punto que pensamos que es

td recorriendo la curva lo puede estar haciendo a velocidades -

distintas. Asi las funciones

f{t) = (cos t, sen t)
g{t) = (cos 400mt, sen 400mt)
h(t) = (cos t?, sen t?)

nos describen un punto que gira sobre un circulo, pero a diferen
tes velocidades. A cualquiera de esas funciones la llamaremcs -
una parametrizacidn de la curva, aungue a una curva la denotemos
generalmente por una de sus parametrizaciones (es decir, hablare
mos de la curva f£(t) = (2t, 25 + 1); aunque de hecho, esta no

€S una curva, sino una parametrizacidn de una curva).

Ejemplo:

La cicloide. Para describir la cicloide mediante una expre
sidn analitica, supondremos que la rueda se mueve sobre el riel
a2 una velocidad wuniforme v, y que para t = 0 estd en el ori-

gen, A

Y
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Sea r el radio de la rueda. Debemos describir la posicidn
del punto en el momento t. La distancia 0Q, distancia recorri

da por el tren en el tiempo t es

00 = vt

Pero como la rueda gira sin resbalar, O0Q debe ser igual
a la longitud del arco PQ. Esto nos permite calcular el angulo

& = PCQ (enradianes ), ya que

P} = rH

(Férmula para la longitud del arco circular en funcidn del &ngulo

vy el radio). Luego

Esto nos permite calcular las coordenadas del punto P, ya -

que CB = r cos v PB = r wan ©. Entences las ccordenadas de
P son:
v
x = 00 - PB = 2

vt - r sen 6 = vt - r sen -

vt
r+rcose=r+rcos—;

il
il

y QC + CB

y la funcidén que describe el movimiento del punto de la rueda al

girar é&sta es

v
t ————w—> (vt = r sen %} , T + r cos ?;)
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Ya que se puede variar al gusto la velocidad con que se mue
- va el punto, para el efecto de dar una parametrizacidn de la ci-

cloide, podemos suponer que Vv = ¥, con lo cual queda la funcidn.

> (r{t - sen t), r(1 - cos t))

Con nuestra definicidn de curva hemos introducido muchas -
"eurvas" que ordinariamente no las considerariamos como tales, -
Por ejemplo la funcidn constante f£(t) = (2,3) nos da un punto
que nd se mueve y toda la curva se reduce a un solo punto, y ge-
neralmente no decimos que un punto sea una curva., Otro caso mas

anémalo estaria dado por la funcidn

(0,0) si t <0

£08) =9(0,1) si ¢ =

Esta funcidn nos describe el movimiento de un punto que du-
rante todo tiempo con t < 0 estd en el origen y de pronto, sin
més trdmite, aparece on ¢l lugar de coordenadas (0,1) para t=0
y permanece ahi para -od: t z 0. Todos estos casos los. debemos
conslderar como curvas yi que estln dadas por funciones f: — 2
bien definidas. Para :i-pcirnos a la idea intuitiva de cupva de
bemos restringir el tipo de ftunciones que utilizamos. Por ejem-
plo, podemos hablar e curvas continuas, que representan el movi

miento de un punto gque - miese continuamente, es decir, sin dar

saltos. Estas curvas e-tarin descritas por funciones continuas.

Con esta definicidn de curva podemos reformular nuestra de-
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finicidn de tangente. Si una curva esti dada por la funcibn -
£(t) = (£:(t), £2(t), v queremos encontrar la tangente a la cur
va en el punto P corfespondiente a t =ty + h,donde h es

un niimero pequefic (en valor absoluto). La pendiente de la recta

PQ es

fo(te + h) - £, (tg)
fyltg + hY - £ (tg)

81 cuando h se hace mlds y mds pequefic vemos que este niimero
se acerca mds y mds a un niimero real, diremos que la curva tiene
tangente en el punto P y la tangente seri la recta que pasa por
P y que tiene por pendiénte a dicho nfimero. Si la funcidn es de
la forma f£(t) = (t, g(t)), es decir si se trata de una funcidn -
real, la expresidn que debemos considerar cuande h se acerca a

0 es

g(to + ° Lo g (to)
.

Las curvas consideradas anteriormente, que abarcan sdlo uno
o dos puntos, no tienen tangente. Tampoco tienen tangente la cur

va

t > (&, |t])

en el origen, es decir, para t = 0, como se ve fidcilmente con-

siderando valores positivos y negativos para h.
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Ejercicios

Encontrar la expresibn analitica de las cicloides corta y

larga.

Encontrar analiticamente 1la tangente a la hipérbola

x> - y2 =9 en el punto (5,4). comprobar que coincide con 1la

construccidn geomdtrica de la tangente.

Verificar que la curva t —————s (¢, [t] ) no tiene tan-

gente en el origen.

¢Cuil es la tangente a la cicloide en los puntos quée estan

sobre gl riel?

2. Miximos vy minimos

Los problemas de miximos v minimos aparecen en todos los aspec

tos de la naturaleza y de la actividad humana. ¢Cudl es la ruta
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més corta entre la Ciudad Universitaria y la Unidad Profesional
de Zacatenco? ¢(Cull es la mas rdpida? ¢Cudl es la hora mejor
para hacer el recorrido? ¢Qué proporcidn de hierro y carbdn da
‘el .acero mis resistente? ¢CAmo se deben organizar las distin-
-'tas etapas de la construccidn de un edificio para que el costo
total sea minimo? (Cull es la forma mis efectiva de aprender -
cdlculo? iCuil es la mejor forma de impulsar la economia de un
pais? :Clmo se debe organizar la educacidn en M&xico?, etc., -
etc. En todas estas cuestiones aparecen diversos criterios mo-
tivados por intereses personales o sociales acerca de que debe-
mos entrender por "lo mejor". Pero una vez fijado el eriterio
debemos buscar un método para encontrar la mejor solucidn de .-

acuerdo con é&1.

La naturaleza misma parece seguir caminos elegidos segin -
criterios de optimizacidn. Muchas leyes de la naturaleza se pue
den reformular en térﬁinos 72 principios generales sobre miximos
y minimos. Un sistema mecdn. o (por ejemplo, una cadena flexible
que cuelga de sus extremos) tiende a moverse hacia una posicidn
de equilibric, la cual se caracteriza porque su energia potencial
sea minima. La trayectoria de un rayo de 1luz de un punto a otro
€s siempre tal que el tiempo de recorrido sea minimo. Al princi-
pio de minima accidn en mecdnica nos dice que un cuerpo se nueve

de tal forma que su "accidn" sea minima.

El cdlculo es una herramienta fundamental para resolver una
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amplig_gama de problemas muy concretos de méximos y minimos. -
Otros problemas m&s complicados se resuelven mediante el C&lculo
de Variapiones Que es una rama de las matemiticas surgida direc-
tamente del célculof Otros problemas mas sencillos, relacionados
sobre todo con problemas acondmicos, han dado lugar al desarrollo
de nuevas ramas de las matemdticas como son la Programacidn Li-

neal, la Programacidn Dindmica, el Métode de la Ruta Critica, etc.

Veremos aquf unos cuantos problemas de m&ximos y minimos del
tipo de los que se resuelven utilizando el cilculo, pero como to
davia no hemos desarrollado los conceptos necesarios, los resol-
veremos por métodos geomdtricos édaptados especificamente a ellos.
Estc presupone un andlisis cuidadoso de las funciones que apare-
cen en estos problemas. Pero alin con los métodos del cdlculo es-
te andlisis es necesario, porque el cdlculo no nos da automitica-

mente la solucidn de un problema en todos los casos.

e AR

A) El problema del bg.:2vo. Un bombero situado en el punto
B observa que una casa situada =n el punto C se estd incendian
do. Pero como su cubeta estd vacia debe ir primero al rio, repre

sentado por la recta L, a llenarla y despuds ir a la casa a apa-

gar el fuego. (Hacia qué punto del rio debe correr para llegar -
lo mé&s rdpido posible a la casa? ‘//”5
<
-
C < -
\\ i
N -~
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Este problema ya lo hemos resuelto en nuestro estudio sobre
la tangente a la elipse. El bombero debe correr hacia el punto
P del rio tal que las rectas BP y BPC hagan el mismo &ngulo -
‘con la perpendicular al rio, Este es el punto tal que BP + PC
es minimo.

Otra forma equivalente de expresar la solucibn, segin lo que
ya hemos viste, es que el punto P es tal que la elipse que tie-

nea CyB por focos y pasa por P es tangente a L.

T
-
f'// /o f
P
-
I -
g i
P .
-
v P
/ 3 - .
| ! <
\ i / “ L. -
- - . T L
Un andlisis md3s cuidadoso de esta situacidn nos permitiri -
resolver los problemas siguientes. Lo que tenemos aqui es una -
funcidn £:1, -+ dada por 1 ™ = BP + PC vy queremos encon-

trar el punto PelL., tal que £(P) sea menor que para cualquier
otro punto de L. Es decir, querehos encontrar el minimo de la
funcidn £ sobre la recta. En particular el valor f£(P) debe

ser tomade por la funcidn Gnicamente en el punto P; para cual-

quier otro punto Qel se tendrd f£(Q)>£(P) vy, por lo tanto, -
£(Q)=£(P). Veamos gue pésa con otro punto QeL. Si trazamos la
elipse con focos C y B que pase por Q, é&sta no seri tangen-

tea L y por lo tanto L 1la cortari en otrc punto Q',
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F 74 L

Ld que vemos con eslto es que Q es un punto a la derecha -
de”lP;'.existé otro punto Q' -ala izquierda de P tal que Q
y;b'. esfén'éobre la misma elipse con focos C y B (y viceversa)
\.E‘.dh§ Q' son los Gnicos~puhtos sobre la elipée.‘ Pero si Q y
Q° estdn sobre una elipse con focos B y C, tenemos que BQHC+=BQ'+
'Q'C, o sea, £(Q) = £(Q'). Ademis como la elipse contiene a to
" dos’ los puntes R del plano tales gque BR + RC = BQ + QC, Q v Q'
son los dos Unicos puntos sobre la recta en ios cuales la funeidn
toma el valcr £{Q). Por lo tanto concluimos que el valor £ (P)
stlo lo toma la funci®n £ cn el pnto P vy que cualquier otro va
lor que tome la funcidn lo toma en dos puntos. (Naturalmente hay
-valores que no toma la funcién, comc son todos los nfimeros reales
mencres gue f£(P)). Esto nos permite deducir como se ve la grafi

ca de la funcidn £. La gridfica debe tener esta forma

Y

Esta es una descripcidn cualitativa de la funcidn £. Nos

dice que la funcidn alcanza un minimo en P y a la derecha de P
~crece continuamente y lo mismo hace si nos movemos desde P hacia

la izquierda. Esto se debe a que si, por ejemplo, a la derecha
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.
de P creciera y luego decreciera en algfin intervalo, habria

valores que la funcidn f tomaria 3 & mis veces

Decimos que la descripeidn es cualitativa por que no.hemos
dibujado la grifica de £ con exactitud (es decir, cuantitafivg
mente). No sabemos s5i la gréfica de £ es la grifica 1 8 2 de
'la figura siguiente, pero si sabemos que tiene esa Fférma

Yy que no es la gradfica 3 ni la 4.

Para dibujar con mayor precisidn la grifica se requeriria,
naturalmente, calcular bastantes de sus valores con exactitud, o
encontrar una forma mecé&nica de hacerlo si sabemcs que curva es

(con compas, hilitos, etc.). Pero la descripcidn cualitativa es
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suficiente para 1o que nos interesa en este momento.

¢Qué es lo que hemos hecho? Al hacer uso de las elipses pa
rea estudiar este problema, implicitamente hemos hecho dos co-

sSas.:

a) Considerar los puntos .Q.donde BQ + OC toma cierto va
lor, no sélo para'lgs.@untos de la recta L, sino para todos los
puntos del plano . quiere decir qué hemos extendido la funcién
f:L » & a una funcidn F: ®2 » ® , dada por F(Q)=+ BQ + QC.
yNétese que aunque la regla de correspondencia y el contradqminio
1de. fy E  son iguales. el dominio es diferente, y las funciones
sqn”diferentes. El dominio de F contiene el dominio £, y las ~.
dés funciones toman los mismos valores‘en el dominio de £, es -
dgcir, F es una extensién de f. Al ampliar el dominio, amplia
mos nuéstro ﬁunto de vista y podemos entender mejor la situacidn

que si nos restringieramc. a L.

b) Las elipses son los conjuntos de puntos del plano donde
F  toma un clerto valor constante. Estas curvas para una funcién

en general-se llaman curvas de nivel. Una curva de nivel para

una funcidn F es entonces una curva dada por la ecuacidn F{P)=c

donde ¢ . es un cierto nimero real..
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e

-

(Las curvas de nivel son muy utilizadas para describir fun-

NE@)=3
F(P)=4
F(P)=5

s
&

ciones del plano a los reales, o de una superficie a los reales.
Por ejemplo, es muy comlin describir la distribucidn de las tempe
raturas sobre la superficie de la tierra, 0 sobre una regidn de

esa superficie, utilizando las isotermas. Aqui la funcién es -

la que asigna a cada punto de la regibn, la temperatura que exis
te en ese punto en un momento dado, la cual estd dada por un nii-
mero real una vez gue se ~=goge una escala. Las isotermas son -

las curvas gue consisten de tudus los puntos donde hay una tempe

ratura dada)l.

Si no hubieramos sabido la solucién del problema del bombe-
ro, lo hubiéramos podido resolver extendiendo la funcidn y consi
derando las curvas de nivel. Esto es lo que haremos en los pro

blemas que siguen.

{(Nota: al hablar aqui de "Curvas de nivel" no se debe en-

tender "curva" en el sentido de la seccidn anterionr).
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t

B) El problema del futbol ("soccer"). Un jugador corre

con la pelota a 1o largo de la linea L vy quiere meter gol,
La porteria tiene sus extremos en los puntos A y B. Desde que

punto debe tirar para tener el mejor angulo?

4 \N
0 P L

En este caso queremos encontrar el punte P sobre la linea
L tal que el &ngulo APB sea mdximo. Por razones obvias'consi-
deraremos que L es la semirrecta a la derecha del punto 0, en
el cuai la recta AB (la "linea de meta") corta a L. Lo que te-
~nemos es una funcidn £:L + & dada por la regla f£(Q) = % AQE y
queremos encontrar el méximo de esta Ffuncidn. .Que”podemos decir
de esta funcién? Sabemos . ue en el punto 0 vale cero. También -
podemos asegurar que si nos &0 'amos mucho hacia la derecha el &n
gulo se hace cada vez mis pequefio (y diremoé que en el infinito -
Se hace cero). Podemos dibujar tentativamente, pues, parte de la

grifica de f£:

3

")




108.

Pero aun no sabemos como es la funcidn en la parte que mis
nos interesa. Para hacerlo utilizamos los trucos del problema

anterior,

En primer lugar, extender la funcién, en este caso no a to

do elﬂplano ginc a 1a regidn C bajo la recta AB (la "cancha™)
F:C > R , F(Q) =%AQB

(Para los puntos A y B no estd definida la funcidn. Considera-

remos que los puntos de la linea de meta AB nc estln en la -

cancha €).

Cudles sen ahora las curvas de nivel? Tenemos que encontrar
todos los puntos que sustienden un dngulo dado sobre el segmento

AB.

Para eso utilizaremos un conocido teorema de geometria:

Si a es un arco de circialo con extremos A y B para todo

punto P de a el adngulo APB o3 el mismo.
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(Este teorema se demuestra f&cilmente, demostrando que el
dngulo APB es la mitad del &ngulo ACB, para cualquier punto

P del circulo, ver el Apéndice de esta seccidn).

Por lo tanto las curvas de nivel son arcos de circule que

pasan por los puntos A y B.

En particular el arco con didmetro AB es la curva de nivel

£(0) = w/2.

Nuevamente tenemos la :-.guiente situacidn. Hay arcos que no
tocan a la.-recta L. LEstos corresponden a valores gue no toman -
la funcibn sobre L, Hay arcos gue cortan a la recta en dos pun-
tos., Estos corresponden a valores que la funcién £ +toma sobre
L en dos puntos distintos. Y, finalmente, hay un arco que es -
tangeﬁte a L y que corresponde & un valor que la funcidn toma una
sola vez. BSea P el punto donde el arco que pasa por A y B vy

es tangente a L, toca a L.
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Nuestra experiencia nos hace sospechar que este es el punto
que buscamos. Y que la grafica de la funcidn tiene la siguiente

forma:

‘_d . i

Ya es fAcil demostrarl.. Si.hubiera un punto. P'el donde
£(P') > F(P), habria puntos donde la funcibdn tomara otra vez el
valor f£(P). Por ejemplo si P' estuviera a la derecha de P,
como la funcidn tiende a 0 al alejarnos a la derecha, habria

otro punto a la derecha de P' donde £ tomara el valor £(p).

A

—T T .y

Pl
[ — e f}_——— —
j —
/
|
|

P

AY
Y
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Esto se debe a que £{Q) no puede bajar del valor f£(P')

al valor 0 (o casi) sin pasar por el valor £(P) alguna vez.

Algo semejante sucederia si P! estuviera entre 0 y P,

Luego P nos da el miximo. Que la grafica tiene la forma
que dibujamos se deduce como en el caso anterior (si tuviera al-

gln chipote adicional, habria valores que la funcidn tomaria -

tres o mas venes),

Tenemos pues la solucidn de nuestro problema: tricese el

circulo que _pasa por A y B Y sea tangeute a L, El punto de

tangencia es el mejor punto para tirar a gol,

C) EL problema del futbol americano. - Un jugador tiene el

baldn y se encuentra en el punto A, mieatras que un jugador del
equipo contrario 8¢ encuentra en sl punto B. ‘¢hacia que punto
de la linea de "Touch" I debe correr el jugador A para que -
la pesibilidad de que lo alcance el jugador ‘B antes de llegar

a ella sea mfnima?
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(La respuesta no es corver sobre la linea AB alejéndose -
de B, como se puede ver en algunos casos particulares. Por ejem
plo, en el caso dibujado arriba, si la velocidad de B es el do-
ble que la de A, si A corre alejéndose de B, é&ste lo alcan-
za, pero si corre directamente hacia L, B no lo alcanza. Por
simplicidad estamos eliminando la posibilidad de que A pueda eg
guivar a B zigzagueando; conslderaremos que ambos corren en 11—

nea recta hacia L.)

El problema es como medir la "posibilidad" de que B alcan-
ce a A. Es decir, qué funcidn queremos minimizar? Para analizar
esto supongamos que tanto A y B corren hacia un punto Q sobre L.
S1V, ¥ vV, son las velocidades de A y B, respectivamente, el tiem
po que tarda A en llegar a Q es AQ/Va y el que tarda B es BQ/Vb.
Si AQ/Va < BQ/Vb entonces A llega a Q antes que B, ¥ viceversa.

Pero esta desigualdad es equivalente a

AQ/BQ < Va/Vb

Si esto se cumple, A rana, Si no, A pierde. Pero como A
no sabe, ni nosotros tampoc., <cuanto valen Vva y Vb, 1lo que
conviene a A es correr hacia .1 punto donde AQ/BQ sea mini-
mo. Veamos porque. Si este punto es P, pueden pasar dos cosas.
Si AP/BP < Va/Vb, A se escapa corriendo hacia P, vy va no hay -
problema. Si por el contrario, AP/BP > Va/Vb, A pierde corrien-
do hacia P, perc con mayor razdn perderia si corre hacia cualquier

otro punto- En todo caso, corriendo hacia P es como tie-

ne la mayor posibilidad de.que el signo de la desigualdad lo fa-
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- vorezca.

Por lo tanto el problema es minimizar la funcidn

£:L - /& , £(Q) = AQ/BO

para lo cual ya sabemos que conviene extenderla a todo el plano

F:&2 > g, F(Q) = AQ/BQ

(F(B) no estd definida, pero no nos detendremos en considerar

esos detallitos).

Cémo son las curvas de nivel de F ? Hay un& que es obvia,
la cupva F(Q) = 1. Este es el conjunto de puntos Q tales -
gue AQ = BQ, o sea la bisectriz perpendicular del segmento -

AB. Sea 0 el punto donde cruza a L.

\
\

Podemos decir mi&s cosas: los puntos a la izquierda de la bi

sectriz estln mis cerca de A que de B; v por lo tanto £(Q) < 1
para esos puntos. Andlogamente £(Q) > 1 si Q estd a la derecha
de la bisectriz. Ademés sabemos que 81 Q se va a infinito hacia

la derecha o hacia la’izgquierda £ +tiende a 1, ya que desde pun-
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tos muy, muy lejanos la diferencia entre AQ y BQ es muy peque-

fia "eni Pela®idn con BQ. Con todo esto podemos ya dibujar parte de
la ‘grdfiéa. En 0 1la funcidn vale 1 y al pasar el punto 0 de .-
izquierda ‘a derecha la fuhcidn pasa de ser menor que 1 a ser-ma-

yor que 1. Toda esta informacidn la podemos describir cualitati

vamente en la siguiente gr&fica parcial:

Para completar la gréafica necesitamos saber como son las cur
vas de nivel F{Q) = ¢, con ¢<1 vy con c¢>1l. Estas curvas son -

circulos, llamados circul~s de Apolonio. En el apéndice demos-

traremos que si c<l F(Q) := ¢ es un circulo alrededor de A vy
si c>1 F(Q) = ¢ es un circulo alrededor de B. F(Q) = 0 es na

turalmente el punto A. Estos circulos de Apclonio se ven asi:
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‘Razonando -como en el caso anterior, vemos que el punto mi-
'nimé para £ es el punto P donde un circulo de Apolonio que -
rrodeé a A es tangente a L y el miximo lo toma en el punto P

donde un circulo de Apolonio que rodea a es tangente a L.

O\

Y la grafica de la funcién £ se ve como sigue:

‘F

La solucidn al problema es, entonces, la siguiente. Tréce-
se el circulo de Apolonio con respecto a A y B que rodea a Ay

que es tangente a L. El punte de tangencia es el punto hacia el

cual debe correr el jugador A para tener la mayor posibilidad

de meter '"touchdown".
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Esto parece {(y es) mucho mas complicado que el resultadc an
tericr. Pero vamos a ver gue, como sucede muchas veces en mate-
mAticas si combinamos los dos 0ltimos problemas podemos ir mucho
mas lejos. (Muchas veces es mejor tener dos problemas que unoc -

sblo)d.

En el problema del futbol (soccer) tenfamos una familia de

circulos: 1la familia de circulos gue pasan por A y B.

Resulta que estas dos familias son ortogonales. Esto es, -
que un circulo cualquiera de la primera familia y uno cualquiera

de la segunda se cruzan en angulo recto. (Ver apéndice).

Esto nos permite dar una mejor solucién al problema del fit

bol americanc. Encontrar un circulc de Apolonio tangente a L es
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lo mismo que encontrar un circulo que pase por A y B vy que sea

,ortqgoﬁal a. L.

v

Pero un circulo intersecta ortogonalmente a una recta gi, vy

solo si, el centro del circulo estid sobre la recta. Luego lo -
que hay que encontrar es un ciféulo con centro en L y que pase

por Ay B. Pero el centro de un circulo que pase per A y B de
be estar en la bisectriz. Por lo tanto el centro del circulo de

be ser el punto 0. La solucién queda pues asi.

Trédcese el circulo con centro 0 que pasa por A y B. El

punto P del lado de A donde ese cfrculc corta a L es el me

jor punto hacia donde puedc correr A.

(Y el punto P' donde ese  irculo corta a L' del lado de B
es el peor punto para A, o sea el mejor para B si este trajera

el baldn).
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(Moraleja: tode jugador de ftbol americanc debe llevar con

‘sigo regla y compés).

La relacidn entre estos dos problemas es muy similar a la -
queyekiste en Programacidn Lineal entre un problema y lo dque se
conoce como su "problema dual". En este caso las curvas de nivel
son rectas,'por lo cual los problemas que hemos considerado po-

drian llamarse de "programacidn cirvcular”,

Hemos demostrado agui que el fitbol (Fsoccer”) es el dual -

del fGtbol americano (Principic de Fico).

D) Otros problemas. Un problema tipico de miximos y mini-

mos es el siguiente: De una placa cuadrada de lado a queremos
construir una caja sin tapa, cortando cuadritos en sus esquinas

y doblando los pedazos que sobran (por las lineas punteadas).

(cuanto debemos cortar para que podamos acarrear la mayor canti-

dad de agua con esta caja?.

Lo que queremos maximizar aqui es el voliimen de la caija.

Este problema no se presenta a una solucibn geométrica como las
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.anteriores. El lector puede buscar la solucién apropiada hacien
do la grafica del volimen como funuidn del lado de los cuadritos

recortados,

-+~ EJ), La propiedad de los rayos de luz de seguir trayectorias de
tiempo minimo también da lugar a muchos problemas. E1l problema
de la reflexidn de la luz en un espejo es equivalente al proble
ma del bombero. Un rayo de luz que vaya del punto B al punto

C pasandc por el espejo deberd hacerlo en el minimo tiempo y por
1o tanto se reflejard segln la ley de que el dngulo de inciden-
cia es igual al &ngulo de reflexidn. Incluso la demostracidn -
que dimos de este hecho en la seccidn sobre tangentes esti rela-
~cionada con el hecho de que el ver un objeto a través de un espe
jo lo vemos como si estuviera colocado en el punto simétrico B
.Otro problema mis interesante es el de la refraccidn. Al pasar
la luz de un medioc a otro en el cual tiene una velocidad distin-
ta se desvia seglin la ley de Snell (ver la seccibn sobre funcio-
nes). Esto se puede demosirar usando el mismo principio. Un ra
yo de luz que viaje del punto & al punto B pasando por la 11
nea L que divide los dos medios deberi hacerlo en un tiempo mi

A

nimo.

— — — —

[WES
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51 v, es la velocidad de la luz en el medioc superior y -
Vv, es8 su velocidad en el inferior, el tiempo total de recorri-

do es: : "

AP BP

y el punto P tal que esta suma es minima es aquel para el cual

sen i - V&
sen r L3

con lo cual se tiene una interpretacidn del indice de refraccidn
entre dos medios como el coclente de las velocidades de la luz -

en cada uno de ellos. (Puede el leclor demostrar esto?.

La situacidn se puede complicar mds si suponemos que hay va
rias lineas donde cambia el medio y la velocidad correspondiente.
Finalmente podemos considei: - jue la velocidad varia continuamen
te con la aLtura.. Por ejemplo, ue la velocidad estd dada PO —
v =kh , donde h se mide de la altura del punto A hacia aba
jo. La respuesta en este caso es mds dificil de encontrar va -
que no se trata de calcular un nimeroc o dé encontrar un punto, -
sino determinar toda una curva y el problema cae dentro del cam-
po dél cdlculo de variaciones. Sin embargo el problema se puede
resolver suponiendo cue la velocidad nu varia continuamente, si-
no a saltos; es decir, que hay un nOmerc muy grande de capas ho-

rizontales. Haciendo que su nlmero crezca indefinidamente, se -
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puede obtener la solucidn "pasando el limite". La solucidn es -
una curva gue ya conocemos: la cicloide., Otra interpretacidn de
este problema es el de la curva de mids rdpido descenso. E1 pro-
blema es encontrar de que forma debe ser una resbaladilla tal -
que si solfamos el objeto A y lo dejamos resbalar sobre ella -

llegue al punto B en el menor tiempo posible.

B

A

Esta curva se llama "broquistocrona' y fud J. Bernoulli, -~
el que calculd que se trataba de una cicloide usando el argumen-
to esbozado antes. El problema es equivalente al anterior preci
samente porque la velocidad de un cuerpoc que cae es proporcional

a la altura recorrida desd. =1 punto de reposo.

Para.conlouir esta seccidn mencionaremos que varios de estos
y de otros problemas de miximos y minimos se pueden resolver por
métodos algebraicos. Pero utilizamos los métodos geomdtricos por
que son més interesantes y nos permiten formular otra moraleja:
los problemas de méximos y minimos tienen que ver algo con tangen
tes.

Ejercicio

Dados los puntos A v B y una recta L encontrar el punto
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P sobre la recta tal que AP2 + BP?  sea minimo.

Observacién: En varias demostraciones de esta seccidn uti
lizamos un argumento del siguiente tipoe. Sea £ : R + R una
funcibén y  a,belR tales que f(a)<f(b). Entonces dado un -

valor de y comprendido entre f(a) y £(b) existe un real X

comprendido entre a y b tal que £(x) = y.
A
f(b) mmmmm :.;:—;(
Y po= == |
' |
£(a)w-/ | |
. f
| | |
! l b
a X b

Es decir, que la funcidn no puede pasar del valor f(a) al
valof f(b) sin tomar en algln momento el valor y. Esto es -
muy claro para las funciones consideradas porque son funciones -
continuas y no pueden dar saltos. El resultado es valido para
cualquier funcidn continua. Paro no es necesariamente cierto pa

ra furiciones discontinuas. Por ejemplo la funcidn

salta del valor 0 al valor 1 sin pasar por el valor ni -

N

por ningln otro entre 0 y 1.
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Lo mismo sucede con la funeidn de Dirichlet y con la funcidn
del "taxi" que a cada nlmero real x 1le asocia el menor nfimero -

enterc que sea mayor o igual que X.

A
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APENDTICE

“Proposicién

Si a es un arco del circulo con extremos A y B, entonces

bara cualquier puntec P de 'a el dngulc APB es el mismo

Demostraremos gque % APB = 1/2 % ACB para todo punto P de
a. Como C es el centro y estd fijo, resulta que todos los &n-

gulos APB son iguales, cuando P varia sobre el arco,

Como AC = PC = BC, por ser radios del circulo, los trifngu

les ACP y BCP son isdscelrs y % CAP

i

XCPA = « y%CBP =

XCPB = B8 . Luego
v + 2a = 180
§ + 28 = 180
Sumando vy + 8§ + 2{a +=B) = 360
Como ademis y + 6 + XACB = 360 , concluimos que

% ACB = 2(a + B) = 2 =% APB

Se deja al lector demostrar que si P estd fuera del circu

lo, entonces % APB < 1/2 %X ACB, y si P estd dentro, se tiene
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la desiguaidad contraria. Todo esto para unir puntos debajo de
la recta AB. ¢Qué pasa para los que estidn encima? Con esto se
demuestra que el arco de circulec a es el lugar geométrico de

todos los puntos por debajo de la recta AB tales que
- % APB = 1/2 % ACB.
Un caso particular importante es cuando A y B son los ex-

tremos de un di&metro. Entonces % APB = 90° para todos los pun

tos del circulo y sélo para ellos.

—

Esta caracteristica del circulo serd muy importante para la

‘siguiente demostracidn.

Teorema

(Apolonio) Si A y B son aus puntos del plano, el lugar -

geométrico de todos los puntos P del plano tales que %% = A,
con A < 1, es un circulo que rodea al punto A.
Demostracifn
AC
Sea C el punto del segmento AB tal que BE = A vy D el

punto sobre la recta AB exterior al segmento, tal que = )

alE .
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Demostraremos que todo punto P del plano tal que %% = A
estd sobre el circulo con difmetr: DC. Para demostrarlo basta
ver que el angulo DPC es recto, por la caracterizacidn anterior

delos puntos del circulo,

Para ver esto utilizavemos primero la ley de los senos para

los triangulos ACP vy BCP.

sen APC  _ sen PCA ’ sen_ _BPC _ sen PCB
AC h PA BC PB
De donde
‘ _ AC . _ BC _
sen APC = PR an PCA = Pp ? Sen PCB = sen DPC ,

ya gue % PCA vy % PCB son suplementarios y por lo tanto

3 .. AC _ BC AC _ PA
sen PCA = sen PCB, v ademas A - Pp Y& que B¢ ~ 7B A
De esto se deduce que % APC = % BPC. (Dos: &ngulos meno

res que 180° tienen el mismo seno si, y s&lo si, son iguales

O suplementarios).

Por un cdlculo andloge se deduce que sen APD = sen BPD, pe

ro el este caso no pueden ser iguales los &ngulos y deben sep su
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plementarios:

X APD + % BPD = 180° (1)

De agui

% APD + % BPC + % CPA + X% APD %180°
o seaqa

2( % APD + % CPA) = 180°

% CPD = 90°

que es lo que se queria demostrar.

AP
BP
tonces P no esti sobre el circulo. Esto se deja al lector)

(En rigor habria que demostrar tambidn que si # A en-

Vamos a considerar ahora el punto F, puntc medio de DC y el
punto G, centro del circulo que pasa por A, P y B.

P

”

JK
\

D F A ¢ B

Por ser G el centro del circulo APB, % PGA = 2 % PBA v

considerando el tri&ngulo PGA (que es isbsceles) tenemos

2 % PBA + 2 % GPA

i

180f = % PGA + % GAP + X% APG

i

de donde X PBA + % GPA 90° (2)
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Ademis tenemos

% PBA + % BDP + 3% BPD 180°

'y como ya sabiamcs que

% DPA + % BPD

180° (férmula 1)

obtenemos

4 DPA Z PBA + % BDP

como también

% DPA

X DPF + % FPA

Yy Como

4 DPF = % BDP

por ser DPF isdsceles, ya que F es el centro del circulo de

Apolonio que pasa por D, P y C).

Tenemos que

% PBA = 4 FPA
substituyendo en (2) tenem::
% FPa - & GPA = 9Q0°

sea

% FPG = 90°

(1Uf! iNo habri una demostracidn mis corta?)

¢Qué significa esto? FP es el radio del circulo de Apolonio,

PG es el radioc del clivrculo gue pasa por A y B.

Y hemos demostrado que estos dos radios son ortogonales. Es-

to significa que el circulo de Apolonio con‘respecto alAyB el
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circulo que pasa por A y B al cortarse en el punto P lo hacen
ortogonalmente. (Dos ¢irculos se cortan en &ngulo recto si, y -
s6lo si, sus tangentes se cortan en &ngulo recto {(por definicidn)
:si, y ;619 si, los_radios en el punto de corte forman un angulo

recto (ya que la tangente es siempre perpendicular al radio).

Por lo tanto hemos demecstrado:

Teorema
La familia de eirculos de Apolonio con respecto a A y B es

ortogonal a la familia de circulos que pasan por A y B.

Que es el Gltimo resultado geométrico que utilizamos en es-

"ta ‘seccibn.

(Para mayores detalles sobre ciIrculos de Apolonio y familias
ortogonales ver L. §. Shively, Introduccidn a la Geometria Mo-

derna, Ed. CECSA)Y.

3. El problema de las cuadraturas

El problema de las cuadraturas consiste en calcular longitu
des &reas y vollimenes. Por sus abundantes aplicaciones es uno de
los temas.més importantes de las matemiticas, su historia se re-
monta a los origenes de la civilizacidn y su forma moderna, la -

teoria de la medida, es una de las principales ramas de las mate-
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méticas contemporéneas.

Se denomina cléasicamente problema de las cuadraturas debi-

"do'w la forma que le dieron los griegos. Como hemos visto, 1os

griegos abandonaron los nimeros, por lo cual no pensaban en tér-
mincs de calcular areas sino que formulaban el problema asi: dada
una figuré plana, encontrar un cuadrado que tenga la misma drea.

El famcso problema de la cuadratura del circulo era precisamente

‘un caso particular. (Hoy se sabe que es imposible hacerlo con -

regla y compés, que es como lo proponian los griegos).

Todos sabemos calcular &reas de algunas figuras. No es di-

" ficil calcular el area de una figura limitada por segmentos de -

recta. El problema m&s serio aparece cuando consideramos figuras

limitadas por curvas.

Sin embargo todo mundo sabe que el &rea de un circulo es ar?
y ha utilizado esta fdérmula en repetidas ocasiones. Pero :quién
sabe demostrar que efectiviuénte es @r?. De hecho, casi nadie.
Todo el mundo usa esta fdrmula porque le dijeron que era la bue

na, o en el mejor de los casos, porgque le diercn un argumento -

mas o mencs convincente.

Uno de esos argumentos va como sigue: el area de un poligo
no reguiar €8s % P.a, donde E_eé su perimetro y a su apotema,
que es por definicidn la distancia del centro a un lado cualquie
ra del poligono. Ahora bien el circulo es un poligono con un nfl

mero infinito de lados, su perimetro es 2fr y su apotema es igual

. . 1
al radio r. Luego su area es ?Zﬂr.r=1rr2 .
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Este es un buen argumento y da el resultado correcto. Pero
tiene muchas fallas. ¢Qué significa que el circulo sea un poll-
gdﬁo con un nﬁﬁero infiﬁito de lados? :Cuiles son sus 1ados° -
¢Y porqué podemos aplicar una férmula qQue se demuestra (y fcil-
mente) para un poligono con un nfimero finito de lados a uno que
tiene un nlimero infinito (de hecho, no numerable)?. Muchos ar-
gumentos del mismo estilo nos conducen a resultados falsos, por
lo cual hay que tener mucho cuidado con ¢llos. No podemos, pues,
aceptar éste como una demostracidn de la férmula para el &rea -

del circulo.

Una demostracidn que se puede dar se basa en considerar po-
ligonos regulares inscritos y circunscritos (con un nimero fini-
to de lados, claro estd) al circulo, y ver que pasa cuando hace-

mos cada vez més grande el niimero de lados.

Sea Ap el area del poligono inscrito al circulo que tiene
n lados, A'p el &drea del correspondiente poligonoe circunserito

y A el &rea el circulo, es claro, que para toda n
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An < A < A'n

Ademas es facil demostrar que

2
Al’l <Tr° < A'np

Veﬁos asi que los dos nlmeros A y 7r? estin encerrados
por los mismbs limites Ap y A'p. A medida que hacemos cre-
cer n, la diferencia A'n-Ap es cada vez més y mis chica, se-
gln se puede ver con un poco mis de trabajo; &sto implica que A
y xr® no les queda otra méis que ser iguales. 8i fueran distin-
tos podriamos temar una n muy grande tal que A'p-A, fuera me
nor que la diferencia entre ellos, y entonces alguno de los dos

se saldria del intervalo (Ap,A'n), lo cual no es posible. Lue-

go A = wr?,

En lugar de aclarar los detalles de la demostracidn anterior,
1o cual no es muy dificil con nuestros conocimientos sobre los nd
meros reales y la trigonometria, vamos mejor a ver como se encuen
tra el &rea de la paribola. .. &sto nos referimos a un segmento
de pardbola y vamos a considerar el segmento de la parabola y = ®°

por debajo de la recta y = 1
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Como la pardbola es simétrica, basta calcular el area de 1a
parte que estd a la derecha del eje y. (COmo calcularla? Una -
figura limitada por segmentos de recta puede ser triangulada y -
podemos calcular su &rea sumandc las Areas de los triangulitos.
Podemos intentar descomponer el trozo de pardbola en triangulitos
y aunque necesariamente serd un niimero infinito de ellos, quizis
si lo hacemos bien podremos sumar sus &reas. NBtese que 8sto es
muy diferente al argumehto que rechazamos anteriormente. No es
lo mismo decir que el circulo es un poligono con un nfimerc infi-
nito de lados, que decir que una figura es la unidn de un nfimero

infinito de trifngulos y ademfs decir cuales son esos tridngulos.

La forma de escoger los tridngulos que vamos a utilizar se
debe a Arquimedes. El primer trifngulo es el trifngulo ORS de

la figura

A ese lo llamamos T;. El segundo lo obtenemos levantando
la perpendicular en el punto @), punto medio de OT vy conside-

rando el punto Py donde cruza la pardbola; el triingulo T, es
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el tridngulo OP,8.Y asi sucesivamente: T; es el tridngulo -

QPP

, donde P; es el punto donde la vertical sobre Qz, pun-

to' medio de 0Q,, cruza la pardbola, el tridngulo T, en el -

P,P38

la ve
rabol
R,0;=

go el

tanto

cal

, etc.

El &vyea de T; es fdcil de calcular

A (1) = 3

Para calcular el &rea de T, lo dividimos en dos partes por

- 1 -~
rtical P;Ri. Como Pi1Q: =3 , vya que P estd sobre la pa

y la ecuacidn de la pardbola es y = x%, y como

0 =

a, 00O, =
1 . 1
5 2 por estar R; en la diagonal tenemos que P1R1=; ;3 lue-

drea del triZngulo OP;R; es ("base por altura sobre dos").

_P1R, .0Q;

- L,L.L
3 T2 4 2

El 4drea del triadngulo P1R;S es también ;_%.% y por lo -

A(T,) = %‘%

Para calcoular el &Area de T3 lo dividimos segin la verti-

P-R»
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Como 0Q, = %, Q2P = 1/16 vy por la similitud de los trian
gulos OQ:RRz y O0Q;P;, tenemos que ' Q,R, = 1/8. Luego el &rea

de OP,;R: es §31/16-% y lo mismo el &rea de P2R3P;. Luego

A(T;3) =

Nlb--‘

1
‘1/16'5

(Dejamos los productos indicados para después sumarlos mis facil-

mente).

Por un razonamiento analogo

Luego

A(T; U Ty) = 5+1/16

En el siguiente paso calculariamos el &rea de los tridngulos

Tsy Tgy Ty y T, vy obtendriamos
AlTs UTg UT, UTg) = >e1/64

El lector que quiera tomarse la molestia de hacer 1la demos-

tracién por induccidn podri verificar que

1 +1
A(Tyn, VoolU Ton 3 )= 5‘1/4n

(Se ve aqui la razdn por la cual los agrupamos en esa forma). To

dos estos trifngulos nos llenan la figura que estamos consideran-

do. Luego su &rea es

ey
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1 1 1 1 1
A = Py -{- 7 + '2‘"1/16 + ’2"1/64 +...

[

=5 (147 +1/16 + 1/64 + ...)

Ahora el problema es tratar de ver que guiere decir la suma
indicada dentro del paréntesis, la cual tiene un nfimero infinito
de ‘sumandos. Para eso vamos & tomar un cachote de esta suma y -
ver cuando da. Vamocs a escribir r en lugar de un cuarto. La
suma de los primeros n + 1 +términos es

n l-r

Sn =1+ r + r24,, .+ "= 2L
l-r

(31 recordamos la férmula (1 - x) (1 + x + %2 +...x") es igual

+1 ' . -
a {1 -x"')) que podemos escribir as?:
n+1
s, = 1 _.r
1l - r 1 -r¢
. 1 n+ 1 - .
Como r = ; <1, r &3 . 'y pequeno si r es muy grande.

Luego de aqui podemos deducir lo siguiente:

(1} Sn es siempre menor que 1 , DEro
1-r
(i1} Sn se acerca cada vez més a 1 cuando hacemos que
1-r
n crezeca. LEs decir que la diferencia entre 1 .y 8,
1-r

la podemos hacer tan pequefia como queramos si tomamos
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n hastante grande.

Esto lo denctaremos asi:

. . 1 _
ilm in = T:; = 4/3 3

>

Podemos interpretar &stc diciendo que cuando’ sumemos "to-

dog" los términos nos da 4/3.

También podemos dar una demostracidn tramposa, parecida a la

que hicimosal transformar un decimal periddico en un quebrado: -

sea
x=1l+4+r+r?+ ...
rx =r = r’+ r¥ ...,
. 1.
restando (l-¥)x = 1, © sea . x = I——).
— r \,d
by
- - 1 4 2 - -
Seglin ésto, A = PRI 4 el area del segmento de pari
: R =

4
bola es 7

La idea detrds de &sto es la siguiente: Si An es el area

de los 2" primeros tridngulos, también tenemos que:

(1) A, es siempre menor que A

(11) An se acerca cada vez mas a A cuando hacemos

que n crezca.,
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C sea, : Lim A= A
n -« «
_ 1 . 1 _ 2
Como An = 5, \Y n;imw—j— Sy =——

Vemos que los dos nlmeros Ay -%—-tienen la misma propiedad
y &8 que la sucesidn de numeros A, satisfacen las propiedades -
(i) y (ii) con respe-~tc a los dos. Esto hace que sean iguales. -
Porque si A< % , los nlmeros Ap, que son siempre menores que A,
no se podrian acercar indefinidamente a % » perc sabemos que si -

- .2
se acercan. Lo andlogo sucederia si §<A. Luego, no queda otra -

wiro

mas que A =

Vemos pues que tiene sentido hacer la suma infinita, porque
s6lo hay un nlmero que tenga las propiedades (i) vy (ii) respecto
a las sumas parciales, y a ece nlmero lo podemos definir como la

gsuma infinita de la serie.

(Asi no razonaba Arguimece:. su argumento era parecido al -
que damos a continuacidn. Vale la pena observar que aunque Arquil
medes no sabia que la ecuacidn de la parébola es y = x?, ni sa-
bia qud quiere decir eso, conocia la propiedad de que la "ordenada"

esproporcicnal a la "abeisa', al cuadrado lo cual es suficiente pa

ra calcular el area de los triangulos).

Queda un punto flaco en ésta demostracidn, y es que hemos util
lizado la idea intuitiva de que los triangulos nos van llenando to

da la parébola sin dejar huecos. Si aceptamos &sto, la demostracidn
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estd completa. 5i alguien no lo acepta puede seguir leyendo,_ -
pues daremos otra demostracidn que no tiene esta falla. (Este -
Problema es el que le hubiera melestado g Arquimedes de 1la demos

tracidn anterior).

51 no aceptamos lo anterior, lo finico que hemos demostrado
€5 que A > 2/3, ya que A es mayor que todos los nimeros An ¥V no

buede ser menor que su limite.

Para demostrar que A es menor o igual que 2/3 habria que de
mostrar que el drea complementarla POr debajo del arco de parabo
la es por 1o menos 1/3. Llenar esta parte con triangulitos esti
mas dificil, por 1o cual lo haremos con rectingulos (acercandonos
asi a los métodos del cédlculo). Dividamos el segmento [0, i]en n

partes iguales Y en cada uno de los segmentos levantaremos un rec
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Sea By el area total e estos rectangulos, Es facil calcu
lar el &rea de cada uno de ellos: su base es 1/n y su altura -
2

se calcula usando la ecuacidn de la pardbcla .y = x°. El &rea -

total es

= x_l{"‘ (1+449+, ..+ (n-1)%)

Lt4ilizando 1a f6rmula

12 + 22 +...+m? =

m{m+l) (2m+1)
6 .

(que se demucstra fdcilmente por induccidn), obtenemos

(a-Ln(2n-1) _ 1 _1 1
Bo = 3 =3 " in T én?

y vemos nuevamente que

(i) B, es siempre menor que 1/3.

{(ii) Bp se acerca cada vez més a 1/3 cuando n crece

0 sea,

|_l

.
im B, = =
n 3

n-!-m

Si B en ol Area por debajo de la paradbola, esto nos demues .

\
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tra que B es menor o igual que 1/3, v como A + B = 1, A=2/3 y
B<1/3, ninguna de estas igualdades puede ser estricta. Luego

A=2/3y8B :=1/3.

Otra cosa podemos hacer Para calcular B directamente, Yy es
levantar recténgulos més altos sobre la divisién del segmento -

{0,111, de tal forma que su vértice superior derecho estg sobre -

la paribola.

S1 B'y es el &rca toral de estos rectlngulos, obtenemos

to
-

it

S fi

1 4 1 1 1 ‘ ' 2
— e -_— e = = ..
2 + 2 *.o..+ 2 a (1+449+ +n“}

S

. N(n+l) (2n+1) _ 1 1 1
T e T3 Tt em

Aqui sucede que
(1) La B'y es siempre mayor que 1/3

(11) B'y se acerca cada vez mis a 1/3 cuando n crece.
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En este caso escribiremos también

. 1
Lim B'n_= '§-

n » =

Como B'n>B para toda n, tenemos ‘que B tiene que ser menor
0 igual que 1/3. Habiendo demostrad9 que B2 1/3 y B 1/3 con-

cluimos que B = 1/3.
Hay otra forma de demostrar esto, .

hemos visto
Bp <B <B',

y que
By <1/3 < B',

Nuevamente razonamos como en la demostracidn que esbozamos
para calcular el area del circulo. Los dos nfimeros B y 1/3 que
dan encerradosgs en los 1ntarvalos (Bn, B'p). Vamos a calcular

la dlferenela B'yn - B, . Equ d1¢0r9n01a representa el area de

una serie de rectangulltos alrededor de la parébola.

- ]
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/

v se que cuando n crece esta area es muy pequefia. De hecho
por las férmulas-anteriores, B'y - B,=1/n, y esta diferencia
se vuelve menor gue cualquier niimerc si hacemos n bastante gran
de. Nuevamente esto implica que no les queda otra a By 1/3 -
mas que ser iguales. (Por que si fueran distintos, etc...)

REFERENCTIAS

Carl B. Boyer (op. cdf.)

E. Moises. Caleulus

4. Conclusidn

Hemos resuelto varios problemas muy distintos en este capi
tule. Cada uno de ellos ha requerido de un argumento especial,

vy a veces de complicadisimas demostraciones geométricas.

Hemos visto que el problema de las tangentes y los proble-
mas de miaximos y minimos tienen algo que ver entre si. Pero el

problema de las cuadr:iuras es aparentemente muy distinto.

El célculo unifica todos estos problemas, nos permite ver
la relacibn precisa entre los problemas de tangentes y los de -
maximos y minimos, y nos revela una relacidn insospechada entre

el problema de tangentes y el de cuadraturas. Y finalmente nos

da métodos generales para resolver todos estos problemas, redu-

ciéndolos esencialmente a un simple "calculo”



