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1. Introduccién

La teoria de grupos inici6 con el francés Evariste Galois, su teoria era
aplicable a grupos con un nimero finito de elementos y demostraba
la imposibilidad de obtener soluciones de ecuaciones de grado mayor o
igual a cinco mediante radicales. En el ano 1873 el noruego Marius Sop-
hus Lie dio origen a la teoria de los grupos de transformaciones, lo que
actualmente conocemos como teoria de Lie, con aportes posteriores de
Weyl, Cartan, Chevalley, Killing, Serre y Harishchandra, entre muchos
otros. Esta teoria surgiéo como intento de trasladar la idea de la teoria
de Galois a las ecuaciones diferenciales. En 1888 el aleman Wilhelm
Killing sent6 las bases de una teoria de estructuras para algebras de
Lie, en particular, clasific6 todas las algebras de Lie simples.

Entre los grupos mas interesantes y estudiados estan precisamente
los grupos de simetrias, los cuales consisten de todas las simetrias de
una figura, como por ejemplo las de un poligono regular P de n lados,
un cubo C o la esfera S%. Para el caso de P, se tiene que su grupo
de simetrias es precisamente el diédrico D,,, que consta de n rotaciones
alrededor de su centro y de n reflexiones respecto a sus ejes de simetria;
el de C' es de orden 48 con 24 rotaciones y 24 reflexiones; mientras que
el de la esfera es el grupo ortogonal O3(R).

Un caso especial de las simetrias son las rotaciones, las cuales for-
man un subgrupo. Ademsds, cada rotacion tiene la propiedad de que
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al aplicarse no cambia la orientacion; lo cual hace considerarlas como
un subconjunto especial de las isometrias de R". Los ejemplos mas co-
munes los tenemos en las rotaciones que dejan invariante alguna figura
plana (como algin poligono) o de algiin cuerpo en el espacio euclidiano
de dimension 3. Es un problema interesante caracterizar dicho grupo
para cada caso, asi por ejemplo, para un poligono regular de n lados
su grupo de rotaciones resulta ser ciclico de orden n, el del cubo es
isomorfo a Sy (el grupo de permutaciones de 4 elementos) y el de la
esfera S? es el grupo especial ortogonal SO3(R).

El grupo especial ortogonal SO, (R), formado por transformaciones
lineales de R™ (matrices n X n con entradas reales) que preservan angu-
los, normas y orientacién, puede identificarse con un conjunto de apli-
caciones de la esfera unitaria en si misma. SO, (R), ademds de ser un
ente matematico interesante por si mismo ha mostrado su gran impor-
tancia en aplicaciones practicas en areas como la fisica, computacion
y quimica, por mencionar algunas. Por ejemplo, Zefran, Kumar y Cro-
ke [6] tratan con el problema de generar curvas suaves sobre SO3(R)
y aplicarlo en cuestiones de robética; Barr, Currin, Gabriel y Hughes
[1] tratan con rotaciones usando cuaternios y muestran métodos para
interpolar orientaciones de manera suave, las cuales aplican en graficas
de computadoras y animacién.

En estas notas mostraremos la forma geométrica del grupo SO3(R)
construyendo un homomorfismo de grupos matriciales Sp,(H) —
SO3(R). Demostraremos que este es un cubriente doble y utilizando
el teorema fundamental de homomorfismos obtendremos un isomorfis-
mo de grupos matriciales entre SO3(R) y Sp,(H)/{1, -1}, el cual es
homeomorfdl a RP?.

Nos gustaria agradecer a los revisores anénimos del manuscrito ori-
ginal por sus criticas, comentarios y sugerencias, lo cual sin duda, nos
fue de mucha ayuda para poder corregir el escrito original y hacer una
version mejorada del mismo, esperamos que la presente version sea mas
clara y entendible.

2. Grupos matriciales

A partir de ahora, K denota al campo de los numeros reales R, los
complejos C o al anillo con divisién de los cuaternios H. Recordemos
algunos grupos de matrices importantes:
o El grupo general lineal, GL,,(K) = {A € Mat,(K) : A es inverti-
ble}.

L Grosso modo, Sp, (H) puede considerarse como el conjunto de cuaternios unitarios y RP3 como
el conjunto de rectas en R* que pasan por el origen.
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o El grupo especial lineal, SL,(K) = {A € Mat,(K) : det A = 1}.
o El grupo ortogonal, O,(R) = {A € Mat,(R) : AT = A~'}, donde
AT representa la transpuesta de A.
o El grupo especial ortogonal, SO,(R) = {A € O,(R) : det A = 1}.
o El grupo simpléctico, Sp, (H) = {A € GL,(H) : A*A =1}, donde
A* es la matriz transpuesta conjugada de A.
Es importante tener en cuenta que los anteriores son grupos con el
producto usual de matrices.
Lo que haremos a continuacién sera dotar al espacio Mat,,(K) de una
topologia. Consideremos la funcién f : S* ! — R dada por:

x — |Ax],

donde S"! denota la esfera (n — 1)—dimensional y |y| =

VY2 + - +y2 Como f es continua y S"! es compacta, f alcanza

su maximo en algtin punto de S*~!. Esto nos asegura que tenemos una
funcién bien definida || || : Mat,, (K) — K, donde:

|A| = sup{|]Ax]|: x € S"’l}

y esta cumple las propiedades de norma, asi para A € Mat,(K), al
nidmero ||A|| lo llamaremos la norma de A. Ademds, como una norma
en un espacio vectorial induce una métrica en el mismo:

d(A,B) = [|A - B,

y esta a su vez induce una topologia (aquella cuya base estd dada por
las bolas B(A,r)), hemos dotado a Mat,(K) de estructura de espacio
topolégico. A partir de ahora consideramos a Mat,, (K) con esta topo-
logia.

Proposicién 2.1. GL,(K) es abierto y SL,(K) es cerrado en Mat,,(K).

La prueba de esta afirmacion se sigue de los hechos de que la funcién
determinante es continua, que (det™'(0))¢ = GL,(K) y que det™'(1) =
SL,(K).

Definicion 2.1. Sea G un subgrupo de GL,(K), diremos que G es un
grupo matricial, si es cerrado en GL,(K).

Por ejemplo, trivialmente GL,(K) es un grupo matricial, lo mismo
que SL,,(K), por la proposicién anterior. Notemos también que Sp, (H)
es un grupo matricial. En efecto, observemos que Sp, (H) es un subgrupo

de GL;(H), como:
Spi(H) = {g=a+bi+cj+dk:qq=1},
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e siq,q € Spy(H), con gy =ay +hii+cj+diky g =as+boi+
coj + dok, entonces ga 7t = ag — bai — 2§ — dok, luego:
G1g2"" =(a1az + biba + ¢ + dids)
+ (—albz + bla2 — Cldg + dlcg)i
+ (—CL1C2 + bldg + C1Qg — dlbz)J
+ (—CleQ — byco + c1bs + dlag)k
y haciendo las operaciones indicadas obtenemos (q1¢27!)*q1g2 ™! =
1.
Ademds, para q € Sp,(H) se tiene ¢*q = |q|?> = 1. Consideremos ahora
la funcién f: GL;(H) — R, dada por:
q+—|ql,

la cual es continua. Como f~(1) = Sp;(H), tenemos que Sp,(H) es
cerrado.

Notemos que la esfera unitaria S* = {(a,b,c,d) € R*: a® +0? +c* +
d?> = 1} tiene estructura de grupo con la siguiente operacién:

(a,b,c,d)(u,v,w,x) = (au — bv — cw — dz, av + bu + cx — dw,
aw — bz + cu + dv, ax + bw — cv + du);

con neutro (1,0,0,0) y (a,b,¢c,d)™! = (a, —b, —c, —d). Observemos ade-
més que el grupo Sp,(H) es canénicamente isomorfo a S* con el iso-
morfismo dado por:

a+bi+cj+ dk — (a,b,c,d).
Proposicién 2.2. O,(R) y SO, (R) son grupos matriciales.

Demostracion. Claramente O, (R) y SO, (R) son subgrupos de GL, (R).
Notemos que, como cada A € O, (R) satisface ATA = T, las entradas
de estas matrices son el conjunto solucién (en ]R”2) del siguiente sistema
de ecuaciones:

el cual es un conjunto cerrado en Mat,(R). Ademds, como la topo-
logia de GL,(R) es la de subespacio de Mat, (R), O,(R) es cerrado en
GL,(R).

Ahora, considerando la funcién determinante det : O,(R) — R*
tenemos que:

det (1) = SO, (R),

por lo que es cerrado en O,(R), lo cual implica que también lo es en
GL,(R). Por lo tanto, O,(R) y SO,(R) son grupos matriciales. O
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Una de las principales propiedades del grupo SO,,(R) es que es arco-
conexo, para todo n > 0. La demostracién de esta afirmacion puede
hacerse por induccién y a continuacién damos una idea de como hacerlo:

e para n = 1 el resultado es trivial, puesto que SO;(R) = {1};

e para n = 2, tenemos que SOy(R) es el circulo unitario, el cual es
claramente arco-conexo;

e para n > 3 supongamos que SO, _1(R) es arco-conexo y note-
mos que es suficiente mostrar que A € SO, (R) puede conectar-
se con I (la matriz identidad), lo cual es equivalente a encon-
trar un «movimiento continuo» que transforme los vectores de la
base canédnica ey,...,e, en Aey,...,Ae, (las columnas de A).
Hagamoslo por casos.

I. Si e; = Aey, el hecho de que SO,,_1(R) sea arco-conexo ase-
gura la existencia de un movimiento continuo S que lleva
€, ...,e, a Aey,...,Ae,. Luego, S es el movimiento conti-
nuo que transforma I en A.

1. Si e; # Aej, entonces estan sobre un plano y por la arco-
conexidad de SO2(R), existe un movimiento continuo R (ro-
tacién) que lleva e; a Ae;. Ahora, la hipdtesis asegura que
hay un movimiento continuo S que lleva R(es),..., R(e,) a
Ae,, ..., Ae, y deja fijo a Ae;. Por lo tanto, la composicién
SR es el movimiento buscado.

Para mas detalles véase [3|, p. 52].

3. Algebras de Lie de grupos matriciales

En esta seccién definimos las dlgebras de Lie (nombradas asf en honor al
matematico noruego Marius Sophus Lie quien las descubrié-invent6) las
cuales seran los espacios tangentes a grupos matriciales en la identidad.

Definicion 3.1. Sea a un espacio vectorial sobre K, diremos que a es un

dlgebra de Lie, si existe una aplicacion bilineal [, | : a X a — a (llamada
corchete de Lie) que satisface las siguientes condiciones:
L. [xvy] = _[ywr]a

L [z, [y, 2|]] + [y, [z, 2]] + [z, [z,y]] =0, (identidad de Jacobi),
para todos x,y, z € a.

Por ejemplo, la aplicacién [A,B] = AB — BA dota a Mat,(R) de
estructura de algebra de Lie sobre R.

Como es usual para cualquier estructura algebraica, un subconjunto
de un algebra de Lie es un subdlgebra de Lie, si al restringir las opera-
ciones se siguen satisfaciendo las propiedades; de manera mas concisa,
b C a es un subalgebra de Lie si:
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I. b es un subespacio vectorial de a;
1. [x,y] € b, para todos x,y € b.

Nuestro objetivo inmediato es definir lo que es el espacio tangente
a un grupo matricial G en un punto g y relacionarlo con un algebra
de Lie, para lo cual requerimos el concepto de curva diferenciable en
Mat,, (K).

Consideremos una curva « : (a,b) — Mat,, (K), diremos que « es di-
ferenciable, si su derivada existe para todo t € (a,b), donde la derivada
de « en t se define de manera usual:

—aft
/(1) = lim afs) — oft)
s—t s —t
Para G C R™ grupo matricial y g € GG, definimos el espacio tangente a
G en g como:

TeG = {/(0)] a: (—€,€) — G es diferenciable y «(0) = g}.

La definicién de TgG da una manera formal de considerar el conjunto
de todos los vectores tangentes a G en g.

Proposicion 3.1. Sea G un grupo matricial, entonces TYG es un dlge-
bra de Lie sobre R.

La prueba se hace verificando que TiG es un subdlgebra de Lie de
Mat,, (R), para una demostracién explicita véase [2, p. 19].

Definicion 3.2. Sea G un grupo matricial, definimos el dlgebra de Lie
de G como g = TiG y la dimension de G como la dimension de su
algebra de Lie g.

Ejemplo 3.1. El dlgebra de Lie del grupo GL,(K) es el espacio
Mat,, (K), pues dada A € Mat, (K), la curva v(t) = I+ tA satisfa-
ce:

7(0) =1 y ~/(0)=A,

por otro lado, tenemos que det(y(0)) = 1, asi la curva «y restringida a

un intervalo suficientemente pequeno cerca de cero estd contenida en
GL,(K).

4. La exponencial de una matriz

Recordemos que la funcién exponencial real f(x) = e posee muchas
propiedades importantes, en particular, para z,y € R, se satisface
e’V = e%e¥. Si trasladamos esta idea al conjunto de matrices el re-
sultado es la aplicacién exponencial de una matriz A € Mat,, (K). Sin
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embargo, al generalizar esta idea debemos de establecer algunas restric-
ciones para que ciertas propiedades se cumplan, por ejemplo la propie-
dad eATB = eA eB se cumple solo si A, B € Mat,(K) conmutan.

La aplicacién exponencial es una funcion muy importante en el es-
tudio de grupos matriciales, pues, entre otras cosas, facilita el calculo
de algebras de Lie de grupos matriciales y por tanto proporciona un
enlace entre el algebra de Lie de un grupo matricial y el grupo en si. A
continuacion definimos formalmente este concepto.

Definicion 4.1. Sea A € Mat,,(K), definimos la ezponencial de A como
la matriz n x n con entradas en K dada por:

1 1 1
A _ n __ A2

A3 1.,
= 2 3!

A continuacién mostramos que la expresion anterior tiene sentido, es
decir, que dicha serie es convergente.

Proposicién 4.1. Sea A € Mat,(K) y ty > 0, entonces la serie e'A

converge de manera absoluta y uniforme para todo |t| < t.

Demostracion. Supongamos que ||A|| = a, entonces:

1 1 a[t|™  aty

n! n! n! n!
Como ano % = e por el criterio M —Weierstras la serie et
converge absoluta y uniformemente para todo [t| < t. O

De la definicién podemos observar inmediatamente que e = I.
Lema 4.1. Sea A € Mat,(R), entonces det et = ett1(A),

La idea para demostrar este lema es considerar la funcién f(t) =
det e se calcula la derivada de f obteniendo f’(t) = f(t)-tr(A). Luego
la tnica solucién para esta ecuacion diferencial, sujeta a la condicién
inicial f(0) =1, es f(t) = e""A) asi, det e!Ar = tt(A),

Lema 4.2. Sea A € Mat,(K) una matriz anti-simétrica, entonces e

es ortogonal.

Demostracién. Como A es anti-simétrica —A = AT, luego:

— T T
IZGOZGA A:eA+A :eA‘eA :eA(eA)T

A

lo cual implica (e®)~! = (e®)T y, por lo tanto, e® es ortogonal. O

2Criterio M —Weierstrass: sea { f»} una sucesién de funciones reales definidas sobre un conjunto
X tal que existe una serie numérica » , M, convergente que satisface:
|fn(z)| < My, paratodosz € X yné€N,

entonces Y fn converge uniformemente sobre X.
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5. Las algebras de Lie de SO, (R) y Sp,(H)

En esta seccién calcularemos el algebra de Lie de SO, (R) y Sp, (H), es
decir, sus espacios tangentes en la identidad, a los cuales denotamos
por s0,(R) y sp, (H), respectivamente.

Proposicién 5.1. s0,(R) = {A € Mat,(R) : A es anti-simétrica}, en
n(n—1)

particular, dim SO, (R) = =75

La idea de la prueba es como sigue: para ver que cualquier elemento
en 50, (R) es una matriz anti-simétrica, damos una curva diferenciable
a en SO, (R) que cumpla «(0) = I. Ademas «a(t) € SO,(R) implica
que a(t)T = a(t)~!. Derivando el producto a(t)a(t)” obtenemos que
o (0)T = —a/(0).

Por otro lado, para demostrar que una matriz anti-simétrica A esta
en 50, (R), consideramos la curva a(t) = e, la cual estd contenida en
SO, (R), por los lemas .1 y [4.2] Derivando obtenemos o/(0) = A €
50, (R).

Proposicién 5.2. sp,(H) = (i,j, k), en particular, dim Sp,(H) = 3.

Demostracion. Verificaremos las dos contenciones:
Sea A € sp,(H), entonces existe una curva diferenciable « :
(—e,€) — Spy(H) tal que a(0) = 1y o/(0) = A. Escribamos « de
la siguiente manera:

Od(t) = a (t) + a9 (t)l + Cl3(t>j + a4(t)k,

y a(0) = 1 implica a1(0) = 1 y a2(0) = a3(0) = a4(0) = 0. Ademas,
como |a(t)| = 1, tenemos que a; tiene un maximo local en ¢ = 0, pues
la1(t)| <1, lo cual implica que a}(0) = 0, de donde:

A = a'(0) = a5(0)i + a5(0)j + a3 (0)k € (i, j, k).
Consideremos la curva oy : (—¢, €) — Mat; (H) dada por:
t — cost +isent,

la cual es diferenciable. Como |y (t)] = 1, ay(t) € Sp,(H) para todo
t € (—e,¢€). Asi, podemos considerar «; : (—¢,€¢) — Sp;(H). Notemos
que a;(0) = 1y o4(0) =i € sp,(H). Andlogamente se demuestra que
i,k € sp, (H). 0

6. La forma geométrica de SO3(R)

Los elementos del grupo SO, (R) poseen, entre muchas otras, las si-
guientes propiedades: preservar orientacién y producto interno (lo cual
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asegura la preservacion de angulos, normas y que manda a la esfera uni-
taria en si misma). A continuacion nos enfocaremos en el grupo SO3(R),
estableceremos su «forma geométrica» y construiremos un homomorfis-
mo entre él y Sp, (H).

Para comenzar, para n € Z% definamos el espacio proyectivo real
n—dimensional, el cual es el conjunto de todos los subespacios lineales
1—dimensionales de R"*!, es decir:

RP" = {/ : { es un subespacio 1—dimensional de R"'}.

Notemos que si £ es un subespacio de dimensién 1 de R**!, entonces es
una recta que pasa por el origen y que interseca a la esfera unitaria en
dos puntos antipodas, por lo cual podemos establecer una correspon-
dencia entre elementos de RP" y parejas de puntos antipodas de S™, es
decir, tenemos una biyeccién entre RP" y S™/{1, —1}. De hecho, esta
biyeccién es un homeomorfismo, véase [3, p. 77].

Recordemos que un difeomorfismo entre X C R" y Y C R™ es una
funcién f : X — Y biyectiva, suave con inversa f~! suave. En tal caso,
diremos que X y Y son difeomorfos.

Teorema 6.1. Los grupos matriciales SO3(R) y Sp, (H) son variedades
3—dimensionales.

Una idea de cémo demostrar este resultado es la siguiente: la funcién
exponencial es un difeomorfismo de una pequena vecindad de cero en g
con una de I en G:

e:U —e(ld), A — e

ademas, la traslacion por g € G (multiplicando a la izquierda por g)
también lo es:
Le:G— G, h — gh;

asi, trasladando la vecindad U por cada elemento de G se cubre al grupo
completo con vecindades de g € GG. La composicién de dichas funciones,
Lg o e, es un difeomorfismo, para mas detalles véase [4, p. 106].

Dado un grupo matricial G y g € G consideremos la conjugacion por
g:

Cg(A) = gAg™

la cual es una aplicacién diferenciable (véase [4] pag. 114) y consi-
derando la derivada de Cg en I obtenemos una transformacién lineal
Adg : g — g, la cual estd dada por:

Adg(B) = ng_17

de hecho para cada g € G tenemos que Adg es un isomorfismo lineal.
Elijamos una base B de g y consideremos la funcién Ad : G —
GL4(R) dada por:
g — Adg,
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donde Adg estd considerada como la matriz asociada a la transforma-
cién lineal Adg, respecto a la base B, y d = dimg = dimG; a esta
funcion la llamaremos la accion adjunta. Una de las propiedades de
esta funcién es que es un homomorfismo suave (véase [4, p. 118]).

En particular, si consideramos la base B = {i,j,k} de sp;(H) y g =
a+bi+cj+ dk € Sp;(H), la matriz asociada a Adg respecto a dicha
base es:

<a2 +b% -2 —d? 2bc — 2ad 2ac + 2bd )
Ad(g) = 2bc + 2ad a? =+ —d? 2cd — 2ab ,
2bd — 2ac 2ab + 2cd a? = b -+ d?

la cual es un elemento de SO3(R). Esto nos permite restringir el con-
tradominio de la accién adjunta de Sp,(H), Ad : Sp,(H) — SO3(R).

Definicion 6.1. Sean X y Y variedades y f : X — Y una funcién.
Diremos que f es un cubriente doble, si f es un difeomorfismo local
sobreyectivo 2 a 1.

Teorema 6.2. La aplicacion Ad : Sp,(H) — SO3(R) es un cubriente
doble.

Demostracion. Primero observemos que ker Ad = {1, —1}. En efecto,
si g € ker Ad, entonces Adg(v) = Ade(v). Esto implica que gug™ = v
para todo v € sp,(H), es decir, g € Sp,(H) conmuta con los cuaternios
puramente imaginarios, pero los Unicos elementos que conmutan con
los cuaternios son los niimeros reales, por lo tanto, g = £1. De donde,
Ades?2al.

Ahora veamos que Ad es un difeomorfismo alrededor de I. Por el
teorema de la funcién inversa, bastard verificar que d(Ad)y : sp,(H) —
503(R) envia la base {i,j,k} a una base de so3(R). Consideremos la
curva ay(t) = el' € Sp;(H), la cual satisface a;(0) = 1 y o}(0) = i,
luego

0, si v=i,
etve™ =ju—vi= 2k, si v =],
=0 —2j, si v=Kk,

d
—|  Ad, —
dt t=0 ! (t) (v)

00
de donde, d(Ad);(i) = (0 0 —2) . Andlogamente para j y k, utilizando
0 2

las curvas as(t) = e v as(t) = €X', se obtienen las matrices:
0 0 2 0 -2 0
d(Ad)1(j)=1 0 0 0| vy d(Adx(k)=1[2 0 0],
-2 00 0 0 0

de manera que {d(Ad)i(i), d(Ad)1(j), d(Ad)i(k)} es una base de so3(R).
Asi, Ad es un difeomorfismo local.
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Por tltimo observemos que Ad es sobre. Como Sp,(H) es compacta
y Ad es continua, Ad(Sp,(H)) es compacta en SO3(R) y en particu-
lar cerrada. Pero también Ad(Sp,(H)) es abierta, pues Ad es un di-
feomorfismo local, asi Ad(Sp;(H)) = SO3(R), puesto que SO3(R) es

arco-conexa. O

Usando el teorema fundamental de homomorfismos de grupos y el
isomorfismo existente entre Sp,(H) y S* tenemos:

SO3(R) = Sp, (H)/{1, -1} = $*/{1, -1} = RP*.
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