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EL PROBLEMA DE LOS TRES CUERPOS

Alejandro Lbpez Y&fiez*

chontingacién harembs\una exposicién dé algunos aspectos del
problema de los tres cuerpos. o
Al final del trabajo se incluyen una.gufa de notacifn y una
lisfayde referencias”bibliogréficas para los interesados en
profundizar en algln tema. .
Eljprbblema de 1los n—cuerpés
. En. dicho problema consideramos n masas puntualeS'mz, Mgy ooy,
en Rs,ﬁatrayéndose por parejas con uha fuerza directamente
‘\prOporcibnal al producto de las masas e inversaménte proporcio
nal al cuadrado de la distancia.
La cuestidn es cémo evoluciona e1 sistema a medida que el tiem
po transcﬁfre. | l
Las ecuaciones diferenciales que controlan’el moviﬁiento del
. sistema pueden sefyéstéblecidas usando ia segunda ley de

Newton ( fuerza = masa x aceleracidn ) y son:

% ; . .
Investigador del CIMAS, UNAM.
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Es claro gue una colisién én el tiempo 1 produce una sihgulg‘
ridad'en T.

Si n$3, esto es, Si'consideramos tres cuerpos ( o partficulas)
Gnicamente, podemos afirmar gue toda singularidad;es caﬁsada
?or una colisién, parece ser que estevresultado se debe a
Painlevé. Para nz4 no hay.un fesultado«anélogoi o en otra‘fog
ma, es un problema abierto éaber éi toda singularidad es con
secuencia de una éolisiSn.

ExiSten resultados parciales'en esta direccién,FCOmo él si -
guiente debido a Von Ziepel;

Supongamoé que hay’una singularidad_en TY éﬁe el Lim I(%t) es
finito cuando % tiende a T, entonces la singularidad és causa
da por una colisidn ehvrg (19) . N |

Otro resultado referente a colisiones es que el éonjunto de
condiciones iniciales que 11évah.a/una colisiénbtiene medida
cero, éin~embargo no se sabe si eSte conjunto es denso én‘el
espacio fase, (16), (17). | |

Sabemos que las soluciones>$on analfticas, por io tanto es
deseable‘expresarlaé en series de poﬁencias convergentes para
toda t; De hecho Mittag~Leffler sugirid al fey de SUecié b’ Ng
ruega éue>Se estableciera un preﬁiovpara la primera persona
que diera dicha expansién, esta primera persona fu€® Sundman,

- sin embargo el novrecibié el premio, pues esté ya se le_habia

dado a Poincaré en 1889, gquien aunque no habfia dado la solu -
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cibn dei probiemé, si habia hecho contribuciones fundamenta
les a.la Mécénica Celeste. |

Volviendo al problema de expresar en serieé de potencias las
soluciones diréﬁos que el principal dbsﬁéculo consiste en

dar restfiddidnés sdbre"las condiciones iniciales que nos
'asegurenvla inexistencia de singularidades en el transcurso
del.ﬁovimiento,.b gquiﬁaléhtemente para tres particulas la
ihexisﬁencia de colisiones. Esto no ha sido logrado hasta la

' fecha. La forma.en que Sundman resolvié el problema-fué"iﬁtrg
duciendo una nueva variable independienté 5 de tal manera que
‘nl; dz,'@3, t, son funciones analfticas de 4 aﬁn durante\las.
‘coiisiOnes binariés; de esta mahera_obtuvo expansiones en se
ries‘de‘pétencias”para niy'nz, Rgs I,ien términos de & que
describen el movimiento completamente, Siempfé y cuando no ha
'ya una colisién general (-de las tres particulas simulténea
mente) . | ’_ | |
WéierStrass'Ya'Sabia qué si el ﬁomento angUlaf,A‘eS‘diferente
de cero no puede'haber una colisi6n general,.esto fué proba§o
por Sundman. Esto‘completa la imagen de la 'solucién del ‘proble
" ma dada por Sundman. |

Podemos agregar que colisiones binarias corresponden a polos
de las solﬁciones en términos de £, y colisiones.geherales co
" rresponden én‘la “ﬁayOria""de los éaSOS"a‘singularidades esen

ciales, (17).
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- Otro hecho bien,cpnbéido es que si ﬁenemos una sucesién_de co
lisiones binafias-eh los*tiempos‘rn, entonces la suceSién T
- no se puede acumular en un tiempo finito T.
Con el nombre de,regﬁlarizacién es conocido el proceso»cpnsig
tente en remover las singulafidades de las ecuaciones y de las
Soluciones. ' N . |
El trabajb de Sundman citaéo anteriormente cae dentro de la
teorfa de regularizacién’aniitica. Dentro de la linea de regu
iarizacién geOmétrica del problema de los tres. cuerpos teﬁemos
los trabajos de Easton, (7), (8). \

” | Integrales
Consideremos un subconjuntO‘0 del espacio fase formadq¥por tra
yectorias'complétas del retrato fase y una funcién\ﬁiferencig_‘
ble IN : 0xR —— R". | |
La funcién IN es llamada una integral.Qel pfobléma siempre y
cuando sea constante a lo largo. de trayectorias.
La energia f, ei momento angular A y-ellmpmentd‘lineal C son
ejemplos.de integrales. Para estas integrales¢O es todé el es |
pacio fase. |
Bruns ha probado que cualgquier infegralfqueies;una'funcién al
‘gebraica dé’p,,‘pz,;;.,zph, qr,‘qz,f;.,7qh,»debe,dé;ser;una
. funcién algebraica de #, A, €, (13), (22). .
,PainievéVha*generalizado~este'teoremafde‘tal~manera~que¢en la
hip6tesis s8lo se considera a la integral.depéndiepdo algebrdi
 camente de q, qz,...,'qn; (12).

Debemos notar que este teorema no excluye la existencia de in
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tegrales ;;gscqndentes ¢n_1as mismas variables o integrales
glgebraicas en_qtras variables 1ndependientes,

El esﬁudio de las integrales es muy impbrtante porque permite
disminuir el orden del sistema de ecuaciones diferenciales,
ésto_puede_verse,déjla siguiente manera,‘consideremos la enég .

3 m.m.
gfa H.: EF —— R dada por H(n,v) = 3 m,v2 - ¢ %21
. - . e A A '{<j ! )L,(:j’

Si consideramos un n@mero real o, la imagen inversa de o béjo
H, esto es, H;l(u) ser& en ‘general” una subvariedad del‘espécio
fase de dimensibn 17 ( récuérdese que‘el’espacio fase tiene;di
mensién 1§ ), como H eé conétahte a io largo de‘trayectorias

la subvariedad H;l(a) éstéré'COmpuésté por curvas compléfas-‘
del retrato fase, o sea Qﬁé“ei problema:donsisteﬁte en estudiar
el retrato fase én una variedad ae diménéiéh'fg es reducido por
medio de H al estudio para-céda:&eR dél flujoben una variedad
de dimensibn 17, a éabérﬁ H-l(af,rpbr 16 tanto una forma.de'rg
solver el problema sérfa.éhdbntrar f7:integrales élgebréicameg‘
te independientes. De hecho, ddféﬁté mﬁchd tiempovésta fué la
manera usual de atacar el prdblemé de ios trés éﬁerPds, asi re
salta la relevancia del teorema défﬁruns.

Birkhoff propuso estudiar el caricter tdpolégico de las varie
dades integréles, esto es, las obtenidas como im&genes inversas
de alguna.integral,‘reciéhtemente se comenz6 este estudio en

forma sistei.“tica, (18).
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5i consideramos una variedad intégral Yy una curva sblucién
en ella, vemos que $i a lo largo de la solucibén hay unavcoli
sién, entonCes la éurva}tiénde a Saiirse de la variedad, si
eéta colisién es binéria sabemos que la sqlucién pﬁede ser
‘cbhtinuada'analIticamente a través de ella, desde un punto de
vistaIgeométricd esto equivaldria a pegarle a la variedad los
pﬁntos corfespondientes a estados de‘colisién‘y~extender el
flujo a través de‘estos puntés, obteniendO;asi la variedad
1ntegral regularlzada.\
Otra forma de efectuar esta regular1zac16n con51ste eﬁ esc1n '
dlr una cierta ve01ndad de los estados qorrespondlentes a co
11816n e 1dent1f1car los extremos de las curvas que entran.y
salen de esa vec1ndad (7), \(8) . | o :
Estudlo del compoftamlento de las soluc1ones
| cuando z tlende a «

lenClblOé de este 51glo Chazy hlZO una cla51flca016n de
mov1m1entos tomando en cuenta el comportamlento del 51stema
cuando z tlende a °r (4), (5), (6) De acuerdo a su estudio
cualquler mov1m1ento del 51stema cae dentro de una y sdlo una
de las 51gu1entes clases;v
1t acotados, 1t parabdllcos, rrrt hlperbéllcos, IV parab611
cos hlperbéllcos, vt parabéllcos eletlcos, VI hlperbdllcos
‘elipthOS, VII 0501latorlos.> |
'A continuacidn daremos la deécripciéh.de/eétos flpbs'de movi
mientos, para esto consideremos el centro de masa fijo en el‘

origen.
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I En este caso las partfculas permanecen moviéndose en una‘
regién acotada de R3 a medida qﬁe £ tiénde a +«

II+ Las tres-particulas escapan con’velocidad‘proporcional
a t*
I_II+ Las tres particulas eSéapan con velocidad proporcional
a t 7- |

1v" Los tres cuerpos escapan, dos con velocidad proporcional
a f%‘y‘el tercero con velocidad proporcidnal a t

v' Dos particulas se mueven en una regiéniacotadé de R?by la
tercera eséapa con velocidad proporcional a t% |
VI+‘Dos particulas se mueven en uné regifn acotada de R3 y

la tercera escapa con velocidad proporcional a £

virt Aquf tenemos que

2im sup | qu(lnilt)l)‘= » cuando t tiende a +» y
L

Lim ing ('qu(|ni(t)|).< © cuando £ tiende a +»
L

‘De esta clasificacién obtenemos una particién del espacio fase
en siete subconjuntos. Un problema importahte consiste en estu
diar‘la eétructura de estos subconjﬁhtos.asi como sus posicio

nes rélativas en el espaciorfése, (l)..

Cabé hacér notar que la existencia de movimiéntos oscilatorios
( prdbada-por Sitnikov en 1959, (1) ) da una idea de lo conipli_
cado que puede ser el movimiento en una evolucién del sistema

de los tres cuerpos.
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Chazy afirmé que todo movimiento tiene el mismo tipo de com
portamiento asintdtico cuando £ tiende a +~ que cuando /t1
tiende a -, o sea I' = I , II' = II_, III' = III , etc.. .

‘ " Durante mucho tiefipo se pensd que los movimientos gozaban de

esta notable simetria, sin embargo‘a raiz del cilculo numéri

co de algunos movimientos se empezé a dudar la veracidad de -

- esa afirmacidn, por ejemplo se *obtenian“‘movimientos en
III‘ﬂ‘VI+, (2); Chazy atribuia ésto al_crecimiento_del error

en el método'numérico a medida que £ tendia a ~.

- ‘
1 : Rec1entemente se demostré, por ejemplo, que III r\VI £ ¢y
por lo tanto la p051b111dad de captura ( o escape 31métrlca

mente ) en el problema de los tres cuerpos, (1).

Soluciones particulares -
Es facil‘ver.que el problema de los tres Cuerpos,no;admite
soluciones de equilibrio, o sea aquellas‘en que las coordend -
1 das de las partfculas no dependen del tiempo.
Euler y Lagrange encontraron soluc10nes del problema de los
tres cuerpos para las cuales las particulas se mueven a lo
largo de c1rcunferenc1as contenldas en un plano, con ve1001dad
aqcular constante. Hay 01nco soluCIOnes de este tlpo, en las
dos prlme ras ( de Lagrange, (10) ); las particulas descansan
en los vértices de un trlangulo equllétero de 1ado (Mw’z)3 que
se encuentra rotando alredor de su centro de masa con veloc1
dad angular constante We En las tres restantes ( de Euler, (2))

S

las particulas se encuentran colocadas sobre una lInea recta
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gue rota uniformemente alrededor de su centro de masa._
Lagrange tambien se pregunté la existencia ae séluciones para
laé cuales los triéngulos formados durante;él.tranSCurso del
mpvimiento estuviesen contenidos en un plano y,fuesen.éemejag'
tes.kAsi.obtuvo soluciones en las cuales cada particula se
mueve sobre una cbnica ( de acuerdo al prbblema de los:dos
éuerpos ) v los tridngulos formados son semejantes.

Soluciones periédicas
Aplicando un teorema dé Lyapunov, (17), se puede demostrar la
véxistencia<de familias a un parémetro de soluciones periédicas'
en la vécindad de las soluciones triangulares de Lagrange.
Aplicando otro teorema de Lyapunov que'da criterios para decil
dir la estabilidad de soluciénes, podemos ver que las solucio
nes de Euler no son estables.
'Para las soluciones de Lagrange tenemos dos casos:
Si/27(m1m2 + momg + m3m1) <'M2‘las solucibnes no son inestables
y saber si son estables o ho lo son, es un problema abierto.
Si 27(m1m2'+_m2m3>+ m3m1) 2 Mz las soluciones no son estables,
Las definiciones de estabilidad e inestabilidad pueden ser

! «

. consultadas en (17).
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Guia de notécién

n g s as . .
'R, espacio euclidiano de dimensién n.

ni(i),_vector de_posicién de la Ai-€sima particula‘en el tiempo .
.Ei(t),Asegunda derivada con respecto al tiempo de ni(t}" |

neilt) - "%(U"Lj(t’ .

h

'&E(t) ln£(£)|2.

k, constante que solo depende de las unidédes de medicibn. -

i

.ni(i)b

i

qé(t) \mé&i(t).
vit) = né(t)..

H, ver pégina 7.

n .
I =12 ménif'llamado momento de inercia.

1 '
- n
A= L m. A%y,

1 AL A4 4

C, ecuacibén del centro de masa.
EF, espacio fase.
¢, donjunto‘vacio.

M- = m1,+ up + mg.
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