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Je me détourne avec effroi et horreur de cette plaie lamentable
des fonctions qur n’ont pas de dérivées
Ch. Hermite!

Un célebre teorema de A. M. Ampere de 1806 demuestra analiti-
camente que una funcién continua tiene derivadas. Tal desvario se
entiende en parte por la muy imprecisa nocién que se tenia entonces
de lo que es una funcién y que toma su forma moderna a partir del
trabajo sobre series de Fourier de P. L. Dirichlet. Corresponde a B.
Bolzano ser el primero (en 1834) en separar de manera clara el concepto
de continuidad del de derivabilidad al construir de manera geométrica
una funcién continua no diferenciable en algiin punto (ver [3, pag. 331-
332]), pero como tantas otras contribuciones de Bolzano, ésta también
pasaria desapercibida por sus contemporineos. Otro ejeglplo temprano

(c. 1830) se debe a Cellérier y esta dado por: f(z) = }_ a "sen(az)

n+1
(a par suficientemente grande), el cual no seria publicado hasta 1890.

Esta funcién no tiene derivada finita en algin punto, mientras que posee
derivada igual a +0c0 en un conjunto numerable denso; podemos pensar
que cada singularidad representa un punto de inflexién vertical, (como
lo es z = 0 de z'/3) (ver [5, pag. 406]).

En 1861 Weierstrass se plantea la posibilidad de construir una fun-
cién continua no diferenciable en algiin punto y sélo hasta 1874 co-
munica por carta su hallazgo a Paul Du Bois Reymond y que serfa

1 Yo me alejo con miedo y horror de estd plaga lamentable de las funciones que
no tienen derivadas. Hermite en una carta a T.J. Stieltjes.
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difundida ampliamente poco tiempo después con la prueba original de
Weierstrass [14]. El impacto causado a la comunidad matemadtica fue
inmenso y provocé reaciones muy variadas que iban desde la incredu-
lidad hasta el horror, pero la grave llamada de atencién estaba dada
sobre el poco rigor y la enganosa intuicién, y precipité en gran medida
la imperiosa necesidad de construir sobre bases irrefutables los nimeros
reales.

H. Hankel y G. Cantor desarrollaron el Método de Condensacién de
Singularidades (discutido brevemente més adelante) para construir fun-
ciones con una cantidad numerable infinita de singularidades de natu-
raleza prefijada (es decir, sin derivada lateral izquierda o derecha, con
derivada infinita, con puntos cispides, etc.). Vale la pena revisar el
clasico en teoria de funciones de J. Pierpont [9] para apreciar una gran
variedad de ejemplos o el libro citado de Hobson [5].

1 Método de Condensacion de Singulari-
dades.

El método consiste en la construccion de funciones reales de variable
real que poseen una cantidad numerable de singularidades prescritas
de antemano y que se relacionan con la continuidad o la diferencia-
bilidad de la funcién. Estas singularidades pueden constituir un sub-
conjunto denso del intervalo de definicién de la funcién. En nuestro
caso s6lo examinaremos la diferenciabilidad. El procedimiento origi-
nal se debe a Hermann Hankel (1870) quien le dio el nombre Prinzip
der Verdichtung der Singularitdten el que se describe como sigue: Sea
¢:(—1,1) = R una funcién continua y diferenciable excepto en z = 0
en donde ¢(0) = 0. Supongamos adem4s que |¢'(z)| < M siz # 0. Sea
¢n(z) = p(sennnz), entonces ¢, es continua y diferenciable en todo
punto excepto en todo aquel nimero racional expresable como una

L, M m iy o~ Pn(T)
fraccién - yen el que ¢, (Tz) = 0 también. Sea f(z)=) ——=

s
n=1 n

s> 1.

Las hipétesis garantizan que la serie que define a f converge uni-
formemente en cada intervalo acotado y en consecuencia da lugar a una
funcién continua, periddica la cual no tiene derivada en cada racional
(ver [5, pdg. 392-399]). La desventaja de esta construccién es que el
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examen de la naturaleza de la singularidad depende del comportamiento
de cada uno de los sumandos de la serie, ademés de que el conjunto de
singularidades consiste siempre de nimeros racionales. Otro método de
condensaciéon més versatil se debe a G. Cantor (1882) y lo describimos
a continuacién: Partimos de la funcién ¢ de antes, de un conjunto
numerable G = {wn} C (0,1) y de una serie convergente de niimeros
positivos ZC,,, definimos f(z) = ZC,,gp(z — wy). Nuevamente la

n=1 n=1
serie converge uniformemente y define una funcién continua tal que

f'(wr) no existe para cada n € N. El método de Cantor permite con-
siderar cualquier subconjunto numerable y tiene la ventaja adicional
de que el examen de la singularidad en w, se reduce al examen del
término correspondiente. llustraremos esto con un ejemplo sencillo:

Sea G = {wyp} dado ) ¥ o(z) = |z| en (-1,1). Sea f:(-1,1) = R
definida por f(z) = Z 31n |z — wy|, entonces:

f(we +h) = flw) = k; e
¢ 3 el e
n=k+1
= S+ ;f,ll +S;.
S1 consta de un nimero finito de términos y tiende a un valor definido
si h — 0, mientras que si |h| < 1, tenemos que |S;| < E 31n =3 .13,‘

n=k+1
de acuerdo a que h — 07 0. h — 0~ por lo que f'(w) no existe.

Ahora bien, si z # w, entonces para toda m:

i Lillz+h—w|— |z —w| i 1
k=m+1 3k h - k=m+1 3k

h) — .
por lo que la serie que representa a flz+h) - f(z) converge uniforme-
mente V h con |h| > 0 de donde f'(z) existe si z & G.

En lo que sigue examinaremos con algin detalle diversas propieda-
des del famoso ejemplo de Weierstrass (ver [12, p. 352]).
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Teorema 1 (K. Weierstrass) Sea b € (0,1) y a un entero impar
o

3
tal que ab > 1+ 3™ entonces la funcién f(z) =Y b" cos(a™nz) no es

derivable en algin punto.

n=0

Demostracion:

f(z+h) - f(z) X, . .cos(a"n(z + h)) — cos(anx)
h L=

n=0

= 4 = Suh) + Bnlh).

oo
n=0 n=m

Por el Teorema del Valor Medio tenemos:
| cos(a™n(z + h)) — cos(a™nz)| < a™|h|
por lo que si |h| < 1

a™bh™ -1 < wa™p™
ab—1 ab—1

m-—1
|Sm(h)] < ) ma =n
n=0

Ademas ;l;in(l) Sm(h) existe. En lo que resta estimaremos |R,,(h)| por
_.)
abajo. Escribimos a™z = ay, + 9,» con oy, enteroy —1/2 < 9, < 1/2

— Ym

y sea h = ,entonces 0 < h< —y

2a™

a'm(z+h)=a""™-a"n(z+ h) =a" "7(am +1).
Como a es impar se sigue que:

cos(a"rz) = cos(a” "' (m + Im)) = cos(a” "rap,) cos(a” " rd,y,)

= (=1)*cos(a" "mIp,)

cos(a"(z + h)) = (=1)2" " emtD) = (_1)em+l

De este modo

R, (h) = (_1)’:’"“ i b" {1 + cos(a"""ﬂﬂm)}

y como todos los términos de la serie son positivos, tenemos

2 .
lR.,n(h)l > 'I-}TI > ga b
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por lo que

If(x +h) - f(2)
h

T

> [Rn(B)| = 1n (1) > (5 - ="<)a™" (3)

2
Pero ab > 1 4 -7 y como m — oo entonces h — 0, se sigue que el lado
derecho de (*) tiende a oo, de donde f'(z) no existe. |

Un argumento més cuidadoso, debido a Bromwich obtiene el mismo
resultado si y sélo si se exige que ab > 1+ gw(l —b) (ver [5, p. 404]).
Mientras que un analisis muy profundo debido a G.H. Hardy (1916) se
prueba que basta con tener ab > 1 con b € (0,1) y a no necesariamente
entero, para obtener el mismo resultado ([4]).

Notamos que la hipétesis ab > 1 no pueda relajarse mas ya que si
ab < 1 entonces la serie formal de las derivadas converge uniformemente

por lo que f'(z Z na"b"sen(a"rz) para todo z.

Contrario a lo que normalmente se cree, la nocién de convergencia
uniforme de una sucesién de funciones continuas y su relacién con la
funcién limite fue considerado por primera vez por G. G. Stokes (1847)
y por P. L. Seidel (1848) quienes definen una especie de convergencia
uniforme local es decir, en toda una vecindad de un punto (ver [5, pp.
130-131]) y se debe a Stokes la primera demostracién de la suficiencia
de la convergencia uniforme local de funciones continuas en un punto
para que el limite sea continuo en el punto. Desde luego se debe a
K. Weierstrass y su célebre prueba M (fundamental en la teorfa de
funciones), el primer resultado acerca de la derivabilidad de una serie
de funciones y su igualdad con la serie de las derivadas.

Vale la pena mencionar en este contexto, que es imposible producir
un ejemplo de una funcién continua no diferenciable de variables com-
plejas como limite uniforme de funciones diferenciables, como probé el
mismo Weierstrass en su famoso teorema de la doble serie (1841) (ver
[7, pp. 430-433].

La funcién de Weierstrass con ab > 1 no es de variacién acotada en
algun intervalo cerrado por mds pequeiio que éste sea, esto lo probamos
a continuacion.

Sea [c,d] un intervalo cerrado, por periodicidad podemos suponer

que ¢ > 0. Sean 7y = E];"-’ cee T = J todas aquellas fracciones de
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j+k+1

am

-1
<cyd<

tal forma que pertenecen a [c, d], entonces: ‘7

2
yk>a™(d-c) -
Sea P, = {c <z <z <--- <z <d} la particién asi formada.
Como en la prueba del teorema escribimos: a™z = a,, + Y, con oy,

k
porloqued—c < +

1 1 1-9
entero, -3 <O < 3Y h= , entonces por (x);
fe+h) —f@)|  m (2 u
- >a™b" (- - )
h =Y \3 T -1
en particular paraz =z; i =0,...,k, tenemos que o, =1y I, =

por lo que h = pr de la desigualdad anterior se sigue que:

Flawn) ~ F@) > m (5 - =)

De este modo la variacién de f con respecto a Py, satisface

k s
Ve (f) 2 ; |f(@i1) — flzi)] = kO™ (% ~ab-— 1>

2 s
—pm |2 _ m . -9
b (3 ab—l) (a™(d <) ) ,
como a < 1y ab > 1, se sigue que hlim Vp,, = oo por lo que f no es de
! —00

variacién acotada en [c, d].

2 La funciéon de Weierstrass y derivadas
laterales. '

Siguiendo a U. Dini definimos sus cuatro derivadas como sigue:

D+(f)(e) = T LEXNIE b (1)) = g LR =TE)

h—>0+ h_)0+ h

D (f)w = T LEINIE) b (g = i HEZEH )

h—0—
A diferencia de la derivada usual, los limites anteriores siempre existen
(posiblemente en el sentido extendido). Si D*(f)(z) = D4+(f)(z) en-
tonces diremos que f admite derivada lateral derecha y analégamente
con el lado izquierdo. A pesar de lo que probamos en el teorema 1, la
funcién de Weierstrass tiene derivadas laterales extendidas en algunos
puntos si ab > 1, a saber:
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Teorema 2 ([15]) Ezisten subconjuntos numerables y densos G¥,
G~ C R enlos que

D+(f)($) Dy (f)z) = —oc0 y D7(f)(z) = D-(f)(z) = +oo siz € G*
D*(f)(z) = D+(f)z) =+00 y D™ (f)(z) = D_(f)(z) = ~cosiz € G.

es decir, existen dos subconjuntos densos numerables de R, en los que
f tiene cispides que apuntan en sentido opuesto (ver [5, p. 405]).

Demostracion: Consideremos z = 0, entonces
0 > 1
I—(——)——— Z b*(1 — cosa™rh) =2 b"sen? (ia"wh) :
n=0
Sea m € N tal que |[h|a™ < 1 < |h|a™*}, entonces

Ml > 2a™ i b"sen® (%a"vrlhl) .

h n+0

Por la desigualdad de Jordan

2 T
sent 2 —zsi 0<z<—
T 2

se tiene:

1 1
sen (-2-a"7r|h|) > = (a™r|h}) > o™ ™!
m

por lo que
f(0)— f(h) 1 n_%n 2 e (2) bma™
h > am+2 £ Z bha™ > amtl pg? — 1 > a2/ \ba? -1

Si m — oo, entonces h — 0 y como ab > 1 se tiene que

D¥(£)(0) = D+(f)(0) = —o0 y D(£)(0) = D_(£)(0) =

. 2r ,
ahora bien, sea £ = 1’ + — r entero, m € N entonces:
b am

f(z) = mz_:l b" cos(a™rz) + i b” cos(amz’) = Spp(z) + Sm(z’)
n+0 n=m

2r . .
El primer sumando admite derivadas si z = =y (es decir, z' = 0) mien-
tras que por el argumento del parrafo anterior obtenemos que

D*(f)(z) = D.(f)(z) =—00 y D™ (f)(z) = D_(f)(z) =
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. 1
Si ahora tomamos z = ' + , entonces

f(z) = mz:: b" cos(a™nz) — i b" cos(a™nz') = Sp(z) — Sm(z')

n=m

y procediendo como antes, obtenemos Dt (f)(z) = D,(f)(z) = +oo y
D=(f)(z) = D_(f)(z) = —oo. Desde luego tomamos:

G+={-2—TZT€Z,TTLEN} yG_={2r::1

am

:rEZ,mEN}.
]

Después del ejemplo de Weierstrass, fue raro el analista que no probé

su suerte con estas funciones. De la enorme variedad elegimos las de:
o0

Pompieu: f(z)=Y ci(z —w,)"* G = {wy,wy...} C R dado

n=1

(e o]

Yy Y.t <00 (cn>0). En este ejemplo, f'(x) existe si £ # wy y

f’(w,l,) = 400 (1907);0

G. Faber: f(z)=)_ -l-g;cp(?!x) donde o(z) = dist(z,Z) con
j=1 _

D*(f)(z) = D4(f)(2) = +o0, D™(f)(z) = D_(f)(z) = —oo (1909).

También vale la pena mencionar un ejemplo maés, que resalta por
su sencillez y que a mi juicio es el mas intuitivo. Se debe a B.L. Van
der Warden (1930) y cuya construccién y analisis puede consultarse en
el libro de Célculo de M. Spivak ([10, pp. 474-476]) o con un menor
detalle en [12, pp. 352-353]. Esencialmente la misma idea pero en base
4 puede hallarse en el libro de S. Sprecher ([11, pp. 191-194]). Una
referencia mas que destaca por la gran variedad de construcciones y
ejemplos es [13].

En todos los ejemplos anteriores f conserva un ultimo rasgo de
decencia es decir, f admite al menos una derivada lateral ;Es posible
despojar a alguna funcién de este bastién final? La construccién escapé
al ingenio de mds de uno y requirié del poder de A.S. Besicovith quien
construye en 1925 una funcién continua sin derivadas laterales. El
método es ciertamente muy elaborado. Un estudio posterior hecho por
E.D. Pepper en 1928 puede encontrarse en las paginas 172-181 de [6].

La modernidad llegé con el método categérico de S. Banach quien en
1931 prueba de una manera muy simple, la existencia y abundancia de
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funciones continuas no diferenciables, de hecho, resulta excepcional que
una funcién continua tenga derivadas laterales finitas o atin cocientes
diferenciales acotados. (ver [8, pp. 45-46)).

Hoy en dia aiin tenemos matematicos preocupados por problemas
relacionados con la derivada de funciones reales, sus generalizaciones,
sus extensiones y entre ellos mencionamos el trabajo de A. M. Bruckner
[1]. Su excelente articulo panoramico con su inmensa bibliografia [2]
son muy recomendables.
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