Miscelinea Matemaitica 19, 25-83 (1993) 25

TRIPTICO GEODESICO
Ricardo Berlanga Z.
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INTRODUCCION.

Imaginemos a dos ciudades enemigas, digamos R y B, de tal manera
que esta 1ltima decide atacar parandicamente al mundo con proyectiles de
inferior calidad.

La ciudad B, que ya no es la misma que la de las Mil y Una Noches. dis- )
para proyectiles en todas direcciones que seran interceptados oportunamente
(of course) por las fuerzas del disque bien (jOk yeah!) bajo las siguientes

suposiciones:

1) La tierra igualmente puede ser plana, esférica o hiperbdlica.

2)  Los misiles de ambos bandos viajan a velocidad constante a lo largo de

geodésicas.
3) Los misiles anti-misil NO son de corto alcance.

4) En el instante en que sale un misil de los “meanies” inmediatamente

es lanzado uno de los “goodies” a destruirlo.
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El problema de caracterizar el lugar geométrico de las explosiones (o con-
figuracién de Saddam Hussein) bajo la hipdtesis de trayectorias geodésicas
en universos respectivamente plano, esférico e hiperbélico, nos ofrece un pre-
texto idéneo para revisar los rudimentos de las tres geometrias clsicas y de

paso hacer un poco de computacién grafica.

Aclaracién. Bajo las idealizaciones pertinentes,

v= (velocidad = distancia/tiempo).

o] Q.

De aqui que la distancia recorrida por cualquier misil es igual a su veloci-
dad por el tiempo de la operacién de intercepcién. Esta es toda la incipiente
fisica del problema aqui considerado. El lector podria complicar las cosas e

incorporar alguna(s) de las siguientes consideraciones:

1)  Definir un retraso en la deteccién de los misiles.
2) Proponer una “atmésfera” y un mundo gravitacional.

3)  Plantear duelos entre misiles “inteligentes” y programar un modelo de

“presa-predador”.
4) Limitar el alcance de ambas clases de misiles.
5)  Permitir errores y azar.
8)  Proveer a los contendientes de misiles con diversas caracteristicas.

7)  Decretar coaliciones de ciudades enemigas y/o plataformas méviles de

lanzamiento.
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EL PROBLEMA EN EL PLANO.
Sean Ry B, como antes, las ciudades enemigas. Sea p la velocidad de

los misiles antimisil y o la velocidad de los misiles agresores (por supuesto
que) <o <p)

Supongamos que desde B es disparado un misil a un angulo ¢ respecto
al segmento BR. Desde el punto de vista estratégico el problema quedars
resuelto al calcular el dngulo 1 de salida del misil-antimisil. Si t es el tiempo
de la operacion, E el punto de explosién y d la distancia entre R y B, entonces

tenemos la siguiente figura.

Desde el punto de vista trigonométrico el tridngulo no quedara resuelto

sino hasta encontrar ¢t también.
En el lenguaje de la secundaria lo que tenemos que hacer es:

Resolver un tridngulo dado un lado (d), un ingulo adyacente () y la
proporcionalidad (o /p) de los lados restantes.

De la ley de los senos obtenemos 3

o
seny = —senyp
P
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De la segunda ley de los cosenos tenemos que
(p* —o)t* + (20dcosp)t —d* =0

y de aqui que

Vp? — a%sen? p — gcos @ d

¢ = P (usando ¢t > 0)
_ w d  (dela ley de los senos)
p -

O bien, de la primera ley de los cosenos se desprende que
.. d
" ocosyp+ peosty’

Si bien la primera férmula para el tiempo es la mejor pues no depende de 1,

quise sdlo recalcar que hay una multiplicidad de maneras de encontrarlo.

LA GEOMETRIA.

Desde el punto de vista de la geometria, y dejando variar ¢ entre 0 y 27,

el siguiente teorema resuelve la situacién:

TEOREMA. El lugar geométrico de los puntos lales que la razdn de sus

distancias a dos puntos fijos es constante es una circunferencia.

A tales circulos se les conoce como circulos de Apolonio. Por lo tanto,

podemos decir que la configuracién de Saddam Hussein es Apoldnica.

En esta imagen los cilculos son irrelevantes. La proporcionalidad de
los lados implica la simetria de un circulo arménicamente situado (en un
sentido técnico) respecto a los puntos dados. No hay nada que hacer mas

que contemplar el resultado.
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Lamentablemente no voy a incluir algunas demostraciones geométricas.
Todas estin contenidas en el libro de Shively [8). Sin embargo, quiero
subrayar muy enfiticamente que todos los argumentos de esta referencia
son sintéticos. Es decir, “a manos libres”, “sin maquinaria”, sin geometria
analitica ni coordenadas. Mucho menos analisis.

Ahora dejemos variar o entre 0 y p para obtener una familia de circulos
exoéntrié;os, cada vez mas grandes. Si permitiéramos los casos extremos
g =0y o = p obtendriamos al conjunto {B} y al bisector perpendicular £
del segmento RB respectivamente como casos limite. Todos estos circulos.son
ajenos dos a dos y su unién es el semiplano H determinado por £ y punteado
en B. Es decir, hemos “foliado” a H \ {B} en una familia de circulos de

Apolonio. A esta particién le llamaremos la “foliacién de las explosiones™.

Para entender mejor la situacién necesitamos el concepto de potencia de

un punto a un circulo y algunos resultados pertinentes.

TEOREMA. Sean P un punto en el plano y sea C una circunferencia que
no pase por P. Sean r,r’ rayos que emanan de P y que cortan ¢ C en @, R
v Q', R’ respectivamente. Entonces PQ- PR = PQ - PR = PT° donde PT

es la tangente a C en T
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DEFINICION. A la cantidad constante PQ - PR del resultado anterior
se le llama la potencia de P con respecto a C.

DEFINICION. El eje radical de dos circunferencias C y C! es el lugar

geométrico de los puntos de igual potencia relativa a C y C'.
TEOREMA.

a) El ¢je radical de dos circulos que se intersectan es la linca que une sus

puntos de interseccion.
b)  El ¢je radical de dos circulos tangentes es la tangente comin.

¢)  El eje radical de dos circunferencias que no se intersectan es la perpen-
dicular desde un punto de igual potencia con respecto a ambas circun-

ferencias a la linea de sus centros.
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TEOREMA. Sex K una circunferencia que pasa por R y B, entonces K
intersecta perpendicularmente @ todas las circunferencias de la foliacion de
las ezplosiones.

COROLARIO. Sea £ el bisector perpendicular de R y B entonces L es
el eje radical de cualesquiera dos circunferencies distinias de la foliacion de

las explosiones.



32 MISCELANEA MATEMATICA

Notas. Observe que la familia de circunferencias que pasan por Ry B todas
tienen (por parejas) el mismo eje radical RB. La conclusién es que hemos
construido dos familias coaxiales mutuamente ortogonales.

Es cierto que la familia de circunferencias que pasan por Ry B sélo juegan
un papel instrumental para caracterizar a £ como el eje radical comiin de la
foliacién de las explosiones. Pero una vez ahi, ya no podemos dejar de verla.
Tal vez el lector quiera interpretarla en términos estratégicos.

Desde el punto de vista geométrico se antoja considerar velocidades ¢
mayores que p para completar la “mitad faltante” de la foliacidn de las ex-

plosiones ... . Pero esto, por supuesto, seria moralmente inadmisible.



MISCELANEA MATEMATICA 33

En adelante se acaba la geometria sintética y nos vemos obligados a
emplear coordenadas. El plano euclidiano E se convierte en el “plano” carte-
siano R? y ciertos aspectos algebraicos y métricos comienzan a dominar la

escena.

COMPUTACION GRAFICA.

Ahora queremos hacer computacién grafica. Realmente lo tnico que esto

quiere decir es lo siguiente:

I) Parametriza las trayectorias de los misiles, digamos P y S, como fun-
ciones del tiempo respetando la rapidez especificada y teniendo el an-
gulo de salida como parametro. Es decitr P = Py(t).y S = 5,(1) para
algunas férmulas explicitas Py(t) y S,(t).

II) Invierte largas horas enfrente de la maquina implementando el siguien-

te algoritmo:

a) Pidele al usuario una ¢ como porcentaje de p (sélo el cociente
o /p es importante, por lo tanto podemos suponer que p = 1).

b)  Variando g entre 0 y 27 calcula el tiempo de la operacién T =T,
y €l angulo ¢ = v,

¢) Variando t entre 0y T calcula Py(t) y 5,().

d) Transforma P,(t) y S,{t) a coordenadas de pantalla y prende los

pixeles correspondientes.

e) Adorna el programa con pequefias florituras y frivolidades. No

exageres.
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III) Documenta las ideas. Comenta brevemente las sorpresas y las tram-
pas. No te detengas a describir todo aquello que solo llevé trabajo

rutinario y esfuerzo metédico. Aunque haya sido mucho, ni modo.

Notas. Desde que comenzé la lectura, usted ha estado sumergido en mi
versién de lo que debe ser el punto (III). Del punto (II) quiero resaltar el
hecho de que es precisamente el inciso (d) quien le da el calificativo “grafica”
a nuestro problema de computacién. (ILb) se complica de forma inesperada
en las geometrias esférica e hiperbdlica.

Es claro que los puntos (I) y (III) no son computacién, sino literatura y

geometria analitica respectivamente.

PARAMETRIZACIONES Y ALGO DE FILOSOFIA

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el vector RB es paralelo

y tiene el mismo sentido que i = (1,0). Por lo tanto, si 7 y W se definen como

¥ = (cosy,sent)
W = (cosyp,—seny)  entonces
Pyth) = R+tpd 5 20
So{ty) =B —t0w ; 220

son las parametrizaciones buscadas.

|

ste)
2
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Si bien esto resuelve el problema, me gustaria derivar nuevamente, pero

de manera vectorial, las formulas para el tiempo T de la operacion y el angulo
.

Para el tiempo T', se cumple que
P(T) = 5(T)
Por lo tanto
Tjpv+ow]=B-R (*)

De aqui,

_(B-R)-v* (B—-R)-w*
T ew-vt | pv-wt
(donde (a,b)* = (~b,a) V(a,b) € R?).

Es facil verificar que w- v* = —v - w*, entonces

T

p(B~R) vt =—o(B-R)-w*
Como B — R es paralelo a #, efectuando las operaciones, nos queda que
pseny =ogseny

De este modo se recupera la formula para . Y mas atdn, la ley de los
senos.

Observe que las férmulas dadas para T son a su vez instancias de la ley
de los senos en un disfraz vectorial.

De (*) obtenemos también la expresién
ITpo|* = (B~ R) - T om|*

que al ser desglosada nos devuelve la vieja formula para T en términos de la

ley de los cosenos.
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Aqui la pregunta es: ;Representan estos calculos tan sélo un circulo
vicioso o realmente constituyen una manera vilida de reencontrarse con las

leyes bésicas de la trigonometria?

Reflexionando un poco sobre los origenes de la estructura de R? es sencillo

hacer las siguientes observaciones:

1:  Aceptando la existencia del campo de los niimeros reales R, construi-
nos K2 como el conjunto de parejas ordenadas con coordenadas en R.
Con esto, se define el concepto de linea recta y entonces no es dificil

demostrar todos los teoremas elementales de incidencia.

También aqui se pueden introducir los conceptos de rayo, segmento,

éngulo y tridngulo en el plano cartesiano.

Recordemos en particular, que un rayo r estd determinado por un punto

P v una direccién ¥ # 0 de tal modo que

r={P+t5{t >0}

Ahora un 4ngulo en tan solo la unién de dos rayos que emanan de un

vértice comun.
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IT)

III)

El producto escalar se define algebraicamente de forma sencilla como
todos sabemos. Aqui el aspecto importante es notar que sélo a través

de la desigualdad de Schwarz
[v-wl < |foll @il Vv, @ e R?

es que podemos derivar naturalmente la desigualdad del tridngulo
PRI <|P-QI+ Q- R

para la distancia entre puntos del plano.
Con esto, la estructura de incidencia se complementa con la estructura

métrica.

Realmente el problema dificil es definir la medida dngular (o estruc-
tura conforme de R?). Es decir, dados los rayos ry, y r; con vértice
en Py direcciones ¥ y W respectivamente no tenemos mas remedio que

definir la medida (en radianes) del dngulo
A =rpUrg

como
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Aqui lamentablemente necesitaremos una definicién analitica del coseno
(o cos™!) independientemente de la intuicién geométrica. Y para esto nece-
sitamos usar ecuaciones diferenciales, célculo integral o series infinitas como

se prefiera.

Ni modo, la moraleja es que no hay un enfoque 100% sencillo y riguroso
a la geometria euclidiana: Por un lado, los axiomas de Hilbert son de una
austeridad poco atractiva por la manera actual de ensefianza. Por otro lado,
el enfoque aparentemente simple de la geometria analitica depende prime-
ramente de la existencia de R (problema que soslayamos constantemente) y
peor ain, pronto nos arroja al problema no trivial de medir angulos.

Lo que queda de cierto es que légicamente si es posible deducir la trige-
nometria elemental con geometria analitica en el enfoque husseiniano. Sin
embargo, la ley de los cosenos es casi una definicién y ya no tiene mucha
gracia pasar de

5. = il I} cos

{5 — @i = 5] + f@if* — 2(7]| [l cos &

donde o es la medida de A.

ISOMETRIAS

DEFINICION. A una funcién T : R? — R? se llama una isometria (o

transformacion rigida) si

\T5 - Tw] = [5-w) VoweR’
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TEOREMA. Toda isometria es o bien una translacién, una rotacidn, una

reflezion o una reflezién sequida de una translacién.
Toda translacién es de la forma
TE=Z+7 . V7 € R, 7 fija.
Toda rotacién es de la forma

RF = (cosﬂ -—senﬂ) (z

senf cosg |E-D+T  VEE R?, 7 fija.
Toda reflexién es de la forma

0z=z-2(-P)-7)n VZ€eR? PcR*fija

7 con |fiff = 1 fija.

Si @ = (cos 8, sen §) entonces

QE_(cos20 sen 20
" \sen2f —cos2

) (z-P)+P
Las isometrias a su vez preservan la estructura conforme. Pero son sola-
mente las rotaciones y las translaciones aquellas transformaciones rigidas
que preservan ademds la orientacidn del plano.
Dados dos puntos en R? siempre hay una tra.i]slaciéﬁ que manda uno en
el otro. Esto formaliza la idea que tenemos de que el plano es “homogéneo”.
El conjunto de isometrias que preservan orientacién y dejan fijo un punto
en el plano es exactamente el conjunto de rotaciones con centro en el punto.
Esto formaliza la idea de que el plano es “igual en todas direcciones” o

“isotrépico”.

DEFINICION. Dos conjuntos K; y K, en el plano son congruentes si
existe una isometria T tal que T(K;) = K,.
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Si T preserva orientacién se puede agregar ademas que K; y K, son

“directamente” congruentes.

Al comenzar nuestra discusién .sobre parametrizacin de rayos fue evi-
dente que utilizamos una isometria para colocar al vector RB paralelo al eje
de las abcisas. ’

Sin embargo, en lugar de explicitarlo, comenzamos con las palabras “sin
pérdida de generalidad ...".

Mi conclusién es que si bien es cierto que formaimente el producto punto
de R2 con las operaciones vectoriales lo determinan todo, desde otro punto de
vista son la distancia entre puntos, la medida angular y el grupo de isometrias
los ingredientes fundamentales de la estructura geométrica del plano. No
importa la redundancia involucrada. Realmente le aconsejo al minimalista
que mejor se refiera a Hilbert si su propésito es economizar pensamiento mas
que el de hacer geometria.

En la practica, uno se la pasa midiendo distancias, tomando 4ngulos y

transformando configuraciones hasta dejarlas en posiciones manejables.

No quiero que el lector me malentienda. El trabajo de Hilbert me parece
sensacional, precisamente por su belleza austera y su cercania a los funda-
mentos de las matematicas y la 16gica. Por otro lado, la geometria sintética
me gusta por su espiritu nostalgicamente histérico, su elegancia sencilla y su
caracter magico y sorprendente (jAaay! A poco... iNo es posible!) Es lo que
va llamé geometria a manos libres.

Introducir explicitamente al grupo de isometrias, es obra de Klein (y
después de Lie), con el objeto de explotar la idea de simetria hasta sus
4ltimas consecuencias. Y bueno, en mi opinién es el estilo que sigue vigente.

Asi que no necesita elogios. Se defiende solo.

Con la ayuda del grupo de transformaciones rigidas podemos resolver

nuevamente el problema de parametrizar las trayectorias de misiles.
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Sean Ry B € R? las ciudades enemigas. Sean

[ cosyp  seng _{cosy —seny
R_“"m(—semp cosv) y R”’_(semj} cos:b)

y definamos

u=(B-R)/|B- R}
Entonces:

Py(t1) R+tipRy(@) ; 6120
Sw(tz) = B+t R_v(—-ﬁ) ;o 220

It

EL PROGRAMA Y ALGUNOS RESULTADOS.

A continuacién se encuentran: (a) el listado (en Pascal) de un programa
asociado al problema; (b) algunos resultados de este y (c) algunos resultados
de otro cuyo listado no incluyo, porque es ficil modificar el dado para que
produzca una semblanza de toda la foliacidn de Saddam Hussein.

Cabe notar que el problema realmente surgié de una tarea que dejé en

mi curso de Matematicas 1! para computacidn.
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Program Misil 3
Ysas Crt , Srap
Cons Rx'lSO Ry = 240.0 5 Bx = 360.0 ; By = 240.0 §

rncedure Marco
var i 1 Integer

far 1 i
For 1370 o 479 do Begin PutPixel 0,1,
For 1:20 0 639 do
SetColor( YELLOW )

W1 utPixel (6391 WHITE) End 3

Beq in PutPixel (i 0, utPixel (1,419 WHITE} End
Y,
)

-

)
)

A

Circle( Round{ Rx } Roundl 479 - & 4
Elrcle( Round( Bx ) , Round{ #7% - 43
smcedure Hml_Antilisil(trayecturia:?yte + sigma,phiiReal § Var psi,tieqm,dist_a_B:Real);
T
i t 1 Integer 3
Paf x , Pat_y.Scdx,Scd_y,d’x,dPy dsx , 45y , !
Segin cosphi’ , sefph) , cospsi , Senpsi : Real
cosphi := cosl phi )-§ semhx = sm( ph
sanpsi 3= semh: ¥ su‘n iz se%
tiespo := rt! sgulsemh:))m ltusphn!( )I(l—sqri*sgu)),
x',=c 1; { wsn,de-
B%i“ 0 to trayectoria
n
P 1= Rx + 208dPx ; Pat + 08¢y § Scd x == Bx + Scd y 3= By *
F;r',‘iﬁ'zotnmrﬂha‘{ Ry ¥ § dx Bx + 203dSx ; Scd_y 3= By + 2085y j
Pu%ixel( Round{ Pat_x ) Raurd( 47? - Fat ) , BLUE#{1-1} )}
Futpirel( Roura{ Sco% ! Round( “’_&) ! G li-n ) s
Eat_x: Pat_x + dPxy Pat_y '-PatJ* d_% := Scd_x + d5x; Scdy := Scd_y + dSy
_rc;leor({ mﬁ? tx ) (479 ty),4)
i 3t_% - Pa §
Fubive}{ Roumd( Patx ) s Rt A1 _at:y’) Teep § g
Fl 1= 180 ¥ arctan{ genpsi/cospsi ) Y/pig
d‘m i=!= ht' ’n i 1;
1 1= 4 s
T e 08l
Var Graghdriver , GraphMode , 1 & 1%nte«;er f

1
L Arrayto. A7) of Real 3

D

. ps?‘. ticapo , dist 2 B
Begin
Eraphl)rlver sz Detect §

Texﬂbﬁe( CORO ) ; BoTokyt 1

Unteln ¢el idad del nsn 'S‘ cos un pon:enta;e de la veloc dad’ ) §
Write { - del aisil Pt CoRO nésero  entre 00t Y
BoToXY( 55 , 1413

Readin( Sl'i.a
unti! (0 sxgta ) and ( sigm € 100 ) 5 sigma := siges /100 4

lnr;ltﬁrafph( Sraphbrwer , Braphttode , (directorio de bibliotecas?’ ) 3

for i:= 0 to 47 do Misil Aniimisi 141-(i DIV 29}, iti/28,psili], tiespolil dist 2 Blil)s
Refest 1 KeyPressed ther 1f Featkey = char(27) L G

TextMode( CO8C ) 4

Writelnf ' TABLA DE LAS PRI!(RAS 26 PERSECUC TONES, * o
writelnt 18" 3}’ 100*5 gla- 5:2, "%
Writeln 3,
Writelnt ) Anquic de salida del | misil "P* en grades. ' )3

} Tiempo de 13 operaci®n (tiespo de R 2 E por rugt 1.0),

{ Distancia entre el punto de intercepci‘n y B \d‘st(R B) l 0)

=ri§e%n( 13} (b} {c} 3} (b} )’ };

ritein j

For ’0 to 12 do ¥ritelali: 3 51[1] 8:2 heagn[i] 110:2,dist a Bl11:10:2
RN Tpeiti+1118:2, tiespol 1417111032, dist 2 Bria131{0:2)

erteln write ( A

Esc. ' 13
%meat 14 XeyPressed then 1f *eadkey = char(27) then i i= | Until i= ’
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Progras Hml
Usesmg Crt ) raph
Const = 15.0

Frocedure Marco §
Var 1 : Integer ; i

Eg?' 1:=0 to 479 do Begin PutPixel (0, i, WMITE) ;
do Beqm PutPixel (i, iﬁITE)
4)
4)

U

Ry = 240.0 § Bx = 360.0 ; By = 240,0 ;

y Round{ 479 ~ Ry } ,
C:’dr:le( found( Bx ) | o Round{ 479 - )

k]

Procedure Misil_Antimisil(trayectoria:Byte ; sigma,phi:Real ;

MISCELANEA MATEMATICA

PutPixel (639,1,WHITE} End ;
$ PutPixel (i,479 WHITE) End !

Var psi,tiempo,dist_a_B:Real);

b s, Pa [Sedx Sty @, By dox | dsy , | ERr
&;2:’" cosah se% h1 , cBepsi , Senpsi t Real ;
cosphi := cosf phi ).} hi 2= sinl )i
g Lt T R
ﬂlﬁgc omwst 1 93; ,¢Sx=-9“ ¥cosphi y'=:qo-agr‘3h
For i::0 to trayectoria do
Pat.x 1= Rx +

208dPx ; Pat y 1= Ry + 20#dPy 3 Scd :=Bx+ s
For 1220 to Trunc( tiespa do Y § Sed_x 204dSx

Puf 1xe1( Round{ Pat x ) , Rmnd( 479 - Pat_y ) v BLUER(1-i) } i,
Putl'uel( Round( Scd™x ) , Round( 479 - o BREEN®(1-i
x 3= Pat_x + dPxy Pat_y '=Pat_y+d’y’§cdx =

ﬁ?leor( RED )

Iﬂamﬂl?atx) Round( 479 ~Pat vy } , 4 )
Putbixe]{ Round( Pat ) | Round( 479 - Faty 1 ! Reb | ¢
1 mlamhn(ﬁm’sx taspsi ) / pi 4
19800 3= §
gxst aB = tleqm % sida
Var Sraphdriver , BraphMode , i lnteger f
Sigh . t Real
psl , tiempo , dist a 8 t Ar rayto 471 of Real ;

in
:éf‘gphbriv!r s= Detect

Textﬂnde( €080 ) ; BoTokY( t , 10§ ;

irxteln( ) "e locidad def nxsxl 'S coso un porcentzje de 13 veloci
dI aisil e. coso un ndmerc entre G

BoToXY( 55 141

Readin( si

until (Oﬁxgu ) and ( sigas < 100 } ; sigma 3= sigma / 100 ;

; Scdy 1= By + 20wdSy ;

1)
Scdx+d5x'5cd_y.-8cd_y!d3y

dad’
y 100): 5 ;

1l‘git!iraph( Srapthver o BraphMode , ‘<directorio de bibliotecas)' ) ;

for i:= 0 to 47 do Misil Antimisil{i~ ~{i DIV
Regeat If KeyPressed theff [f

TextModet C08C )

29),siqma,piti/
Fesdkey < char 9, EAgmaPiLY

2,05i(31, tieapolil,dist a BLil;
UREL =gy Seeetihoista Bl

Writeln{ ’ TABLA DE LAS PRII(RAS 25 PERSECUCIONES,
:rg%ein( ‘ sil “8% al ~ , 100*519.3'5 2, b
riteln ;3
writeln(’ 2} Angulo de sahda de] misil "P* en grados. '
Kriteln( b} Yxemo de 1z operaci®n (tiempo de un 'P" s 1.0},
writeln{ ) Distancia entre el puntc de intercepci” n y 8 (dist{R,B} = 1. 0 H
Writeln ; Writein § .
:rxtt ( {a} (b) () (2} (b} 1c)');
r
For 1.-0 to 12 do ﬂr‘telnh.l{, sz[ 1:8:2, tiempol 1121012, dist 2 BL11:10:2
L4123 peif3+13105:2, teapal (41701012 dist 2 BRIAI31:10:3) ]
&mteln Write Esc._ ")y

{
meat i KeyP»e«sed then If cexdkey = chari27) then i :=

1 Until i=
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EL PROBLEMA EN LA ESFERA

INTRODUCCION
La esfera de dimensién dos es tan sélo el conjunto
' = {(z,y,0) eR| T+ + 2 =1}

que si bien es ilimilado, por otro lado es acotado.

Es curioso. Tal vez por nuestra intuicién euclidiana, tendemos a con-
fundir la naturaleza de estas propiedades.

Al ignal que el plano, la esfera admite una nocién de “recta” y por tanto
una estructura de incidencdia. También tiene una estructura métrica, una
conforine y finalmente un grupo de isometrias.

A o largo del proceso necesitaremos definir los conceptos de geodésica,
rayo, segmento, angulo y tridngulo.

Si bien en el plano estos objetos son obvios, en la esfera necesitan algo
de preambulo.

Asi como la ley distiibutiva de la aritmética usual relaciona la multi-
plicacion con la suma, es la trigonometria el lugar donde se estudian las

relaciones basicas entre las estructuras métrica y conforme de una geometria.

RECTAS E INCIDENCIA

DEFINICION. Un circulo maximo en §? es la interseccién de un plano
arbitrario que pasa por el origen y la esfera. ’
¥l corjunto de circnlos maximos constituye exactamente el conjunto de

‘recias” en 8% . (i.e. “recta” = circulo mdximo).
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Observe que un circulo médximo divide a la esfera en dos hemisferios al
igual gue una recta euclidiana divide el plano en dos hemiplanos.

En general una configuracion (rectilinea) es un conjunto de rectas o e-
lementos de rectas y un conjunto de puntos. El investigar las propiedades
de colinealidad de puntos y concurrencia de elementos lineales en diversas
configuraciones constituye el estudio de la “incidencia” en geometria.

En este momento serfa interesante discutir la estructura de incidencia
con cierto cuidado y en particular compararla con la del plano euclidiano.

Hist6ricamente nos han dicho que el problema central es la independencia
del quinto postulado de Euclides y que la esfera casi nos da un contraejemplo
excepto por el hecho de que dos rectas no se intersectan en un punto sino en
dos. De todos modos la geometria de S? se considera como un caso clisico
de geometria no euclidiana en donde no existen paralelas.

Para corregir los defectos de la geometria esférica (respecto a la ax-
iomética de Euclides) la gente construyé el plano proyectivo P?. Son tan
cercanas las geometrias de P? y 8% que no vale en este momento la pena
escribir un “Tetragono o Cuaternio Geodésico”.

Por lo demds, la esfera es el modelo natural para la superficie de la tierra
¥ es aqui donde queremos ahora proponer la contienda entre nuestras dos

ciudades rivales.

DEFINICION. Dos puntos distintos en S? son antipodales si la linea eu-
clidiana que determinan pasa por el origen {i.e. los puntos dados y el origen

son colineales).

DEFINICION. Sean Py Q dos puntos distintos no antipodales ysea(el
inico circulo méximo que Jos contiene. Entonces P y @ dividen a C en dos
arcos o segmentos tales que uno es mayor que otro. Al hablar del segmento

PQ siempre nos referimos al menor de ellos.
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DEFINICION. SiC es un circulo maximo y P, P! son puntos antipodales
en C, entonces Py P! también dividen a C en dos arcos pero ahora de igual
magnitud. En este caso, cualquiera de los arcos sera referido como una

semtrecta.

DEFINICION. Si a una de estas semirectas le quitamos un punto ex-
tremo, digamos P!, entonces, por definicién, tendremos un rayo que tiene a

P como origen.

DEFINICION. Dos rayos con un mismo origen forman un dngulo.
Un rayo queda determinado por su origen y un punto en el rayo. Por lo
tanto, un angulo queda determinado por dos puntos, digamos @ y R, y su

origen £. A tal angulo lo denotamos como ¥ QPR.

DEFINICION. A un ntmero de puntos pertenecientes a un circulo maxi-
mo comiin, se les llama colineales.

Note que si tres puntos no son colineales, entonces ningiina pareja es de

antipodales.

DEFINICION. Sean P, Q y R tres puntos no colineales. El tridngulo
APQR es la figura que consiste de los segmentos PQ, QR y RP y estd
determinado univocamente por los puntos dados.

Anteriormente se dijo que un circulo maximo divide a §* en hemisfe-
rios. Ahora observe que dos circulos méaximos dividen a S? en cuatro partes
jlamadas “lunas”.

Tees puntos no colineales determinan 3 circulos maximos que dividen a

S2 en 8 “sectores”.
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Cada par de puntos determina un cfrculo maximo que a su vez determina
a un Unico hemisferio que contienc al tercer punto. La interseccion de estos

tres hemisferios es el interior del tridngulo.

DISTANCIA EN 82,

DEFINICION. La distancia entre dos puntos P y Q en S? esté definida
por

d(P,Q) =cos™Y(P- Q).

Es decir, la distancia entre P y Q es igual a la medida del angulo que
determinan como vectores en R%. También, por la definicién de! coseno
mismo, la distancia entre P y Q es la longitud del segmento (circular) que
los une (o bien 7 si P y Q son antipodales).

En el plano la distancia entre puntos se define a través del teorema de
Pitagoras y ta férmula es algebraica. En $? la definicion de distancia requiere
una vez més de la funcién trascendente cos=!.

Sean P y @ dos puntos no antipodales en $2. Sea ~: fa,b! — S? una
curva continua tal que y(a) = P y 4(b} = Q. Es posible intentar definir la

longitud de + como el limite
n
fim Zd(“]’(ti+1),’}f“,‘)) a=t,< < t, = b
i=0
cuando max {ty1 — ¢} — 0
No siempre este limite existe (puede ser oc), pero suando existe siempre
es mayor o igual a d(P.Q). La igualdad se da exactamente en el caso de que

7 sea una parametrizacion inyectiva del segmento circular entre Py . De

aqui que los segmentos realicen “la distancia mas corta entre puntos”.
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Esta es la razén por la cual a los segmentos también se les conoce como
“arcos geodésicos”.

Todo esto pudiera parecer méagico, pero la verdad es que todo es conse-
cuencia de la desigualdad del triangulo:

TEOREMA.

a) d(P,R)<d(P,Q)+d(Q.R)

b}  La igualdad se cumple si y solo si Q se encuentra en el segmento de-
terminado por P y R (0 Q se encuentru en una semirecta determinada

por P y R si son antipodales).

A veces uno no sabe porqué la desigualdad del triangulo (con la aclaracién
correspondiente de cudndo se da la igualdad) es tan importante. Bueno, esta
es mi explicacién.

Por otro lado, basta con “desdoblar” el triedro de la siguiente figura para
obtener el teorema
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ANGULOS EN 8§82,

DEFINICION. Sea P € 8% Al circulo méximo £ determinado por la
interseccién de la esfera y del plano perpendicular a P que pasa por el origen
se le llama la lnea polar de P. A su vez, a P se le llama un polo de ¢. El
punto —P antipodal a P también es polo de £.

Para definir la medida de un dngulo & QPR lo mds conveniente es pensar
que los segmentos PQ y PR determinan circulos maximos que a su vez
determinan polos, y es el dngulo entre estos el que buscamos. Hay cuatro
posibilidades geométricas y sélo dos desde el punto de vista numérico. No es
dificil convencerse que la siguiente eleccién es correcta.

DEFINICION. La medida del dngulo < QPR esta dada por la férmula

cos-1 ( PxQ PXR)
P xQll [P xR

Consideremos el A ABC. Entonces, al igual que en el plano, nuestro
triangulo consta de 6 elementos. A saber: los lados BC,CAy AB de
longitudes a, b, ¢ respectivamente y los dngulos & CAB, & ABC y &« BCA
de medidas a, § y 7 respectivamente.
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En la préactica uno tiende a confundir los elementos geométricos de sus
medidas, y aqui empezaremos a ignorar la brutal diferencia entre una cosa y

su tamaio, sin el menor remordimiento.

El lector podra verificar las siguientes afirmaciones:

a) 0<a, b c<r
b) a+b+c<2n
¢) O0<a, By~

d) r<a+fB+7<3

El A ABC determina de forma sorprendente otro tridngulo, el llamado
tridngulo polar de la siguiente manera:

Fl punto A determina a su linea polar £. A su vez ¢ divide a $? en dos
hemisferios tales que uno, digamos Hy, es el que contiene al punto A.

De la misma manera consideramos a las lineas polares m y n de los puntos
B v C respectivamente y sus hemisferios Hg y Hc asociados.

Las lineas £, m y n se intersectan por pares en 6 puntos y determinan
a su vez 8 triangulos de los cuales aquel cuyo interior Hy N Hg N Hg esta
perfectamente identificado. Este es el tridngulo polar asociado al A ABC.

Si AABC es “chico” (i.e. a,b,c < m/2) entonces la siguiente figura

resume la situacion:
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No es dificil verificar que

d = 7—a
¥ = x—b
’

¢ = w-¢

Ahora, por pertenecer a nNm, L dista 7/2 de C' y B por lo tanto, a es la
polar de L. Del mismo modo, by c son las polares de M y N respectivamente.
De esta manera, resulta que el A ABC es el tridngulo polar del A LMN. De

aqui que
a = n-—/{ { = m-a
B = r-m 6 m = -8
¥ = r—n n = x—4v

En resumen, dado el A ABC con elementos ({a,b,c), (a, 8, 7)) entonces
su triangulo polar ALM N tiene elementos

({(r-a,n —ﬁ,xa-fy),‘(r—a,r - b7 —c)).

Ademds la relacion AABC — ALMN es involutiva (i.e. el polar del polar
es el original).

El concepto de polaridad en S? es sorprendente y constituye un capitulo
clasico en la geometria proyectiva y formas cuadriticas.

En nuestra situacién, la moraleja es que las estructuras métrica y con-
forme en S? estin mas estrechamente vinculadas que sus analogas en el plano.

Si por un lado la idea de “polaridad” implica “rigidez” en S?, por el otro
la idea de “semejanza” implica “fexibilidad” en EZ.
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ISOMETRIAS.

Las isometrias de $? son el grupo de transformaciones que preservan dis-
tancia. Las isometrias se dividen en aquellas que preservan o no la orientacion

de la esfera.

DEFINICION. Sea £ un circulo méximo y sea ¢ uno de sus polos. En-
tonces la reflexién ‘

NzZ=7~2F~- (K
define una isometria en S% Al plano determinado por £ se le llama el plano
de la reflexién.

Geométricamente Y, manda a = € S$? en su imagen espejo respecto al
7]

plano de €.

DEFINICION. Sea P € §% y sea # € [0,2r >. Sean (,n € S? tales que
{¢,n, P} forma una base ortogonal positivamente orientada de R®. Entonces

la rotacién

Repoy(z¢ +yn+2P) = zl(cos 8} + (sen O)n +
y{(-sen 8)¢ + {cos B)p] + 2P
{zcos 8 — ysen 9)( + (zsen 8 4+ ycos ) + 2P

define una isometria en $?. Al plano determinado por { y 7 se le llama el

plano de la rotacién. R(pg no depende de o 9.

TEOREMA. Toda isometria en S? es o bien una rotacién, una reflexion

o bien una reflexion compuesta de una rotacion con un plano comiin.
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W
—_

DEFINICION. El mapeo antipodal E es la transformacién rigida definida
por:

Er=-z

COROLARIO. Toda isomeiria cn 8% ¢s una rotacién, o una rotacidn
seguida de E.

En particular, e} grupe de isometrias que preservan orientacién es el

grupo de las rotaciones.

TEOREMA. Toda isometria de 8% es de la forma T — AT, con A una
matriz de orden 3 tal que A'A = Id. (i.e. los nectores columna de A forman

una base ortonormal de R3).

El grupo de isometrias en el plano estéa constituido esencialmente de
translaciones, rotaciones y reflexiones. Observe que toda translacién es el
producto de dos reflexiones a lo largo de rectas paralelas.

En la esfera las translaciones desaparecen pues el producto de dos reflex-
iones {aqui no hay paralelismo posible) siempre es una rotacién.

En ambas geometrias el grupo de isometrias que preservan orientacion
y dejan fijo un punto es isomorfo al circulo unitario, es decir, hay tantas de
estas isometrias como parejas de la forma {cos 8, sen 8).

Como también en la esfera siempre podemos rotar un punto cualquiera

en otro, resulta que S? también es un espacio isotrépico y homogéneo.
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PARAMETRIZACION DE GEODESICAS.

Sean P y @ dos puntos ortogonales en S. Entonces no es dificil con-

vencerse de que
¥(t) = (cos t)P + (sen £)Q Vi€ [0,2x >

parametriza al circulo méximo determinado por P y Q.
La curva v comienza en P desplazdndose hacia () con rapidez unitaria.
Mas generalmente, si P y @ no son antipodales entonces

Q-(Q.P)P
(cos )P+ (sen 1) { 0=@ PP }

(cos t)P + (sen ‘){W}

~(t)

(cos t)P + (sen t)Py

it

nos da la parametrizacion correcta. .
Si 8 = cos™!(P - Q) entonces ¥(8) = @ (porque sen 6 = || P x Q|f).
Observemos que
Q—-(P-Q)P L PxQ L
P, *——T" =Py y ——=PxP,
1P xQl N 1P xQl ¢
nos dan un marco ortonormal positivamente orientado de S2.

Si vemos a la esfera desde P y nos colocamos de tal modo que Pé‘ quede

a nuestra derecha, entonces P x Pé queda orientado hacia enfrente.
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Ahora podemos mirar a v bajando a la derecha rumbo a Q.
Si rotamos la situacién un angulo a, desde nuestro punto de vista, obte-

nemos una geodésica que emana de P formando un angulo a con QP.

Pyt

.

— ~
- fros @) By o« tsey o i1,pL)
s Q b}
/
* L
& PQ
S~

Si de una vez ajustamos la rapidez para que esta sea constante igual a g
entonces obtenemos la parametrizacion,

Y(t) = {cos tu)P + (sen tu) {(cos a)Py + {(sen a)P x Pé‘}

Regresando ahora al escenario de aquellas ciudades rivales R y B, de
donde se lanzaran misiles P y §; a velocidades Py o,y con angulos ¥ y ¢
respectivamente obtenemos las parametrizaciones.

Py(t) = (cos t1p)R + (sen t1p) {(cos ¥) R} + (sen $)R x Rt}
Seltz) = (cos t20)B + (sen t20) {(cos — p)BE + (sen — }B x Bk}
Observando que B x Bj = ~R x R}, también tenemos,

Sw(t-,;J = (cos t,0)B + (sen ty0) {(cos ©)BR + (sen ¢} R x Ri}}

TRIGONOMETRIA.

De las parametrizaciones obtenidas queremos ahora derivar algunas rela-
ciones trigonométricas en la geometria esférica. Para obtener identidades en
forma estindar, consideremos la siguiente figura de “notacién alternativa™
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Para el tiempo T de intercepcién, se cumple que

P(T)=5,T)
Obteniendo por lo tanto las ecuaciones

(%) (cos Tp)R + (sen Tp)(cos ¥)RE
= (cos To)B + (sen To)(cos v)Bxg.

{*%) (sen Tp)(sen )R x Ry = (sen T'o)(sen ¢) K X Rg.

Ahora los siguientes calculos serdn iitiles:

B-(R-B)R R—(B-RSB

R — By = -
B iR x Bl 1B x By
= li_(_&f}l( —~R)
1B xR
B-(B-R)R 1—{B- R}
L = . = ~ =9
B Ry = 1B % Rl B B x Al sen d
By Rp = R (B-RB)B)- (B - 1K B)ll) =-—1-B=—cosd.

"B x R
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Multiplicando escalarmente ambos lados de la ecuacidn en (*)por R,
cos Tp = {cos To)B- R+ (scu Ta){cos =B R
y puesto que B- R =cos dy B - R = sen d se tiene que
cos Tp = (cos To)(cos d) + (sen To){cos @)sen d.

Esta relacién en la notacidn alternativa de la figura de arriba se escribe
como
' cosb:cosac05c+senasenccosw

que es la ley de los cosenos en la trigonometria esférica.

Multiplicando escalarmente ambos lados de la ecuacién en (*) por Rt
(sen Tp)(cos ¥) = (cos Ta)B - Ry + (sen To)(cos ¢)Bf - Ry
Y puesto que B R =sen d y B - RS = —cos d se tiene que
(sen Tz)(cos p) = (cos To)(sen d) — (sén Ta){cos d)cos ¢.
Esta relacidn en la notacién alternativa se escribe
sen beos a = cos asen ¢ — sen acos ccos ")

que es la ley de los senos y cosenos en la trigonometria a discusidn.

De la ecuacién en (+*) obtenemos

sen Tpsen ¢ =sen Tosen ¢

wn
]
=]
o

sen a

4]
]
=
[+

sen a
que es la ley de los senos.

NOTAS SOBRE LA GRAFICACION.

Los problemas interesantes fueron:
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2)

1)

2)
3
4)

5)

No
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Que la ecuacién trigonométrica para encontrar el tiempo de inter-
cepcién queda en forma implicita y por tanto requeri del método de

Newton para resolverla.
Que hubo que proyectar a la esfera ortografica, estereografica y expo-
nencialmente en el plano para poder “mirar” las persecuciones.

Las ecuaciones finales utilizadas en el programa fueron:

f(z) = cos (zp) — (cos d)cos (z0) — (sen dcos p)sen (z0)
J(z) = cos (zp) + peos (za) + gsen (z¢), donde

p=—cos dyq=—sen dcos p.

() = —psen (zp) — posen 2o + gocos To

T = z para f(z) = 0.

cos t = (cos (zo)sen d — (cos dcos p)sen £o)/sen zp.

. _ Sen(rs)
sen ¥ = ggpn (rp)sen @.

ta. Sip =apyd =o' entonces t' = £ pero ¢’ = 3.

Esto quiere decir que si las velocidades aumentan, los tiempos de op-

eracion decrecen inversamente pero la geometria no cambia. Por eso p =1

esta bien.
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EL PROBLEMA EN EL PLANO HIPERBOLICO.

INTRODUCCION.

Presupondremos en lo subsiguiente cierta familiaridad con el algebra de

los nilmeros complejos.

El plano hiperbdlico tiene dos representaciones estandar como subcon-

juntos de R? = C. La primera es
H={(z,y) eR'|y>0}={2€C|lmz>0}
y la segunda |
D= {(I,y)€R2|zz+y2<liz{zEC|I|z|[ <1}

D y H son, respectivamente, el disco y el plano de Poincaré.

No es dificil verificar que la transformacién

T z—1
Z

Vze H

define una biyeccién de H sobre D tal que su inversa esta dada por

w+1 w+lz.

1
W =

= (= [25 +1]
tw—1 l-w ' w—1
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Nota. z— ! manda el circulo v(6) = ¢ — 1 en o(f) = }(1 + icot §/2).
Aunque esencialmente iguales, ambos modelos tienen ventajas y desven-

tajas. En general ciertos calculos son mas faciles en H pero para nuestros

propésitos D se presta mejor para la computacion grafica pues, en la métrica

euclidiana, D estd acotado.

RECTAS E INCIDENCIA.

DEFINICION. Una linea hiperbélica en H es o bien un semicirculo or-
togonal al eje de las abcisas, o bien una semirecta que emana del mismo eje

y es perpendicular a cste,

[ N

Observe que el eje de las abcisas no pertenece a H.

La imagen bajo T : H — D de una linea hiperbélica en H corresponde
o bien a la interseccién con D de un circulo ortogonal al circulo unitario o
bien a un didmetro en D. Estas son las lineas hiperbélicas en D.
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Por lo tanto desde el punto de vista estructural, las propiedades de inci-

dencia en H son las mismas que en D.
Observe que el circulo unitario no es parte de D.

Si bien en la esfera no hay paralelismos, aqui la situacion es otra: Para
cualquier linea hiperbdlica y cualquier punto fuera de esta, entonces hay un

ndmero infinito de paralelas a la linea que pasan por el punto dado.

ﬁ D\

Toda linea divide al plano hiperbélico en dos semiplanos.

En el plano hiperbédlico es facil definir, y se deja al lector, las ideas de
rayo, segmento, dngulo y triangulo. Es sélo en la esfera donde hay que tener
un poco de cuidado.

Antes de continuar abriremos un paréntisis para definir al grupo de trans-
formaciones de Mdbius y el concepto de razén cruzada.

Podemos afirmar que toda la estructura del plano hiperbdlico esta per-

meada por estas nociones.

EL GRUPO DE MOBIUS.

DEFINICION. Sean a,b,c,d € C tales que ad — be £ 0. Entonces la

funcidn
az +
fHz) = —
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es una transformacién de Mdbius. Al conjunto de estas transformaciones lo
denotaremos por Mob.

La funcién f esté definida en todo C excepto para z = ~d/c (sic # 0).
Sin embargo es dtil pensar que f(—df¢) = oo y f(oo) = afe. Sie=20
entonces f{o0) = 0.

Observe que Mob es cerrado bajo composicién de funciones y que la
inversa de una f € Mob estd dada por
dw—b
—cw+a

f Y w) =

Sea A un complejo distinto de cero. Entonces como

az+b _(Aa)z+(A))
cz+d~ (Ac)z + (Ad)

flz)=
queda claro que los coeficientes a, b, ¢, d no determinan a f. Sin embargo, si
ademas exigimos que ad — bc = 1, entonces la ambigiiedad se reduce a un
factor de +1 o ~1.
TEOREMA. Id#f 6 Mob tiene a lo mds dos puntos fijos.

Demostracion: f(z) = z implica cz? + (d —a)z +b=0. Y esta ecuacién

tiene a lo mas dos soluciones. - .

COROLARIO. Si f yg € Mob coinciden en tres puntos distintos, en-
tonces f = g.

Demostracién: fog™! tiene tres puntos fijos. ]
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TEOREMA. Dados z3,z3,24 distintos (inclusive uno puede ser >} en-
tonces existe una unica f € Mob tal que f(z;) =1, f(23) =0, y flz4) = <.

Demostracion: f(z) = {(z — z3)/(z — za)} /{(22 — z3)(22 — z4)} n

COROLARIO. Dadas dos ternas de puntos distintos, digamos 21,22, 23 ¥

wy, Wa, w3, enlonces eziste una unica f € Mob tal que f(z) = w; Vi
1,2,3.
DEFINICIONES. f € Mob es una translacién si es de la forma
f2)=2+b VzeC.
F € Mob es una homotecia si es de la i"orma
flz)=az VzeC conl0#a€R.
f € Mob es una rotacion si es de la forma
flz)=az VzeC con a€Clla|=1
f € Mob es loxodrémica (o una loxodromia) si es de la forma

fzy=az VzeC con a€C\R, Jaf#1l

La inversion f € Mob es la transformacién

flz)=1/z Vz€eC
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Decimos que una coleccién de transformaciones genera a un grupo si todo
elemento del grupo se puede expresar como la composicién de elementos de

la coleccién dada.

TEOREMA. Mob estd generado por las translaciones, las rolaciones, las

homotecias y la inversidn.

Demostracién: Supongamos primero que ¢ es distinto de 0 entonces, si
L) = 2 4 dfe, fale) = 1z, falz) = (be— ad)zSt y fulz) = =+ afe
tenemos que f = f50 fa0 f0 fi. Si fzes loxodrémica, entonces es la com-
posicién de una rotacién y una homotecia. Si ¢ = 0 entonces definiendo

f1(2) = (afd)z y fulz) = 2+ (b/d), tenemos que f = fz0 fi. "
COROLARIO. Toda f € Mob transforma circulos en circulos o en rectas.

Demostracidn: Basta con hacer el analisis para la inversién. Y para este

caso es sencillo transformar, bajo f, la ecuacién del circulo. a

TEOREMA. [Le funcidn que a cada f € Mob le asocia la mairiz
(¢ 0
c d
{donde f(z) = (az + b)/(cz + d)] manda la composicién de transformaciones

en la multiplicacidn de sus matrices asociadas.

Fl valor de este teorema es el de facilitar los cdlculos.
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DEFINICION. f,,f, € Mob son conjugados si existe g € Mob tal que
f2=go fiog™!. Observe que si { es un punto fijo para f, entonces g({) es
fijo para f,. '

TEOREMA. Toda f € Mob es conjugada a una translacién, a una ho-

motecia, a une rotacion o a una lorodromia.

Demostracion: Conjugue f para obtener una trans/ ‘macién cuyo tinico

punto fijo es oo o cuyos puntos fijos son el cero y el oc. a

DEFINICION. Sean z;,23,23,24 € C entonces su razén cruzada
(21,22, 23, 24) €3 la imagen de z; bajo la tnica trans rmacién de Mobius
que manda z; en 1,23 en 0 y 24 en oo. '

Por ejemplo (z,1,0,00) = 2.

PROPOSICION. Sean 2;,23,24 € C puntos distintos y sea f € Mob.
E'ntonces (217 225 23, 24) = (f(zl)a f(zZ)v f(ZS)a f(24)) vzx € C.

TEOREMA. Sean 2y, 23, 23, 24 € C puntos distintos entonces (zq, 23, 23, 24}

es un nimero real si y sdlo si los cuatro puntos se encuentran en un circulo.

Demostracién: Definamos f(z) = (z,2,23,24) Yz € C. Entonces

FUR) = {z|(z, 24, z3,24) € R}. Pero como la imdgen de R bajo una trans-

formacidn de Mébius es un circulo entonces el resultado de aqui se desprende.
|
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TEOREMA. f€ Mob es tal que f(H) = H si y solamente si a,b,c,d€R
(y suponiendo que ad —bc=1).

DEFINICION. Al conjunto de transformaciones en Mob que preservan H

lo denotaremos por My.

TEOREMA. ¢ Mob es tal que f(D)=D siysdlosid=ayc=>.

DEFINICION. Al conjunto de transformaciones en Mob que preservan D

lo denotaremos por Mp.

" TEOREMA. Mp no tiene transformaciones lozodrdmicas. Y por supues-

to tampoco My.

Toda esta discusion ha sido geométrica y algebraica. Si bien el siguiente
teorema tiene una demostracién elemental, nos conformaremos aqui con una

que usa calculo.

TEOREMA. Sean A y vy curvds diferenciables con M(0) = 7(0) = z. Sea
f € Mob. Entonces el dngulo formado por A y v en zq €5 el mismo que el

dngulo formado por fo Xy fovy en f(z).

Demostracion: Lo que estamos diciendo es que los vectores X(0) y +'(0)
forman el mismo angulo que (f o A)'(0) y (f 07)'(0). El célculo es rutinario.
|
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DISTANCIA EN EL PLANO HIPERBOLICO.

V4
1

DEFINICION. Sean 2, z; puntos en €l plano hiperbdlico y sean u y v los
puntos al infinito de la linea hiperbélica que los une. Entonces la distancia

entre z; y z; se define como
d(zh ZZ) = I In (z,,zz,u,v) I

No es dificil ver que (21, 23, u,v) siempre es, ademas de real, positivo.

Como (21, 23,4, v) = (22,21, v, w) = 1/(z3,25,0,u) = 1/{z1, 23, u,v) en-
tonces la distancia entre z; ¥ 2, no depende del orden en que tomemos a u,v.
Y ademaés, d(z1, z2) = d(z2, 21).

Para cualquier recta que contenga a 2 se tiene que {2z, z,u,v) = 1. Por lo
tanto d(z,z) = 0 sin ambiguedad.

Por otro lado, d(z;,2;) = 0 implica z; = z,.

Observe que si 2 ‘= a+iy, 2z =a-+ iy, entonces

In &

d(z1, ) = ”

Algo de Geometria Diferencial.



72 . MISCELANEA MATEMATICA

Demostrar la desigualdad del tridngulo.no me fué nada sencillo (ver las

referencias). Creo que la manera mas natural es la siguiente:

La longitud de una curva 7 : [a,5] — R? estd dada por la integral

b b )
A = [In®l dt = [0 + @) d

{comparar esto con la discusién de distancia en la esfera).

La forma que tiene la geometria diferencial de generalizar esta idea es
cambiando el producto escalar en cada punto del dominio geométrico en
consideracién y definiendo longitud de arco del mismo modo, pero ahora la
funcion || || también dependera del lugar en donde la curva esté pasando. Es
con este artificio que la idea fundamental de curvatura de un espacio puede

ser definida intrinseca y rigurosamente. Para nuestro ejemplo definamos

—

(‘U], vl)(:,y) o (uhv‘l)(z.y) = ‘ _(uhvl) : (u21 U?)

—2

= ;(“1"2 + vyvg)

donde el subindice vectorial (z,y) indica que los vectores se piensan “ancla-

dos” ahi. Entonces,
§ 3
M) = I Ollen di = [ (@R + (PO &

Ahora la distancia entre dos puntos se define como el infimo de los
niimeros A(y) donde 7 varia sobre el conjunto de curvas que unen los puntos
dados. Con esta definicidn, la desigualdad del tridngulo es casi obvia. En
este contexto una geodésica es (la imdgen de) una curva cuya longitud de

arco realiza la distancia.

TEOREMA. Sea v:[a,b) = H una curva. Entonces
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A(y) 2 In(y(8)/y(a)).

Demostracion:

A )>/'”(”' > f,(‘f)’ = In (y(8)/y(a)

TEOREMA. La geodésica de (a,yo) a (8,11), con y1 > yo es ¥{t) = a +
tyo exp(t), ¥Vt € [0,In(z1/y0)].

Demostracion:

i (y1/w)
. {(a)® + ((yoe!)))M/?
A(7) - 0/ yoet dt
In(y1/v0)
= J L dt =1n(1/y0) B

TEOREMA. Sea f € My. Entonces A(f o) = A(y) para toda curva
en H.

Demostracién: Basta con hacer el célculo. |
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COROLARIO. Si v es una geodésica y f € My, entonces f o~y es una

geodésica.

TEOREMA. La distancia definida por la razén cruzada y la distencia de-

finida por la geometria diferenciel es la misma.

ESTRUCTURA CONFORME.

I.a medida angular en el plano hiperbdlico se define a través de la medida
euclidiana de la siguiente manera: Sean ry y 2 dos rayos en P. Entonces,
desde el punto de vista euclidiano, ry y r2 son segmentos de circulo con
tangentes en P. La medida del ingulo de estas tangentes es la medida del
ingulo hiperbdlico riUrs.

Hay otros modelos de la geometria hiperbdlica pero H y D son particu-
larmente bien aceptados por esta propiedad. Que la medida angular en H y

D sea euclidiana se resume diciendo que estos son modelos conformes en R?.

ISOMETRIAS.

Es ahora obvio que My y Mp son grupos de isometrias. Es consecuencia
del lema de Schwarz en variable compleja el hecho de que estas son todas
las isometrias que preservan orientacion en Mgy y Mp respectivamente. Si
bien este resultado es importante, aqui lo enunciamos con el sélo propdsito

de decir “son todas”. Por otro lado, no lo necesitamos.

Agregando una reflexion, digamos z — —%, se completan los grupos de
isometrias.

Aligual que en las geometrias plana y esférica, el grup6 de isometrias que

preservan orientacion y dejan fijo a un punto es isomorfo al circulo unitario.
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En particular, para 0 € D tenemos que las rotaciones hiperbélicas (on D)
son exactamente las rotaciones euclidianas Ry(z) = exp (##)2. Para un punto
a € D distinto de cero basta con conjugar por

2y 2t (1 a)
. P T @zl a 1

que es tal que p,(0) = ¢, para obtener una rotacién ¢, 0 Ry 0 ;" con centro

en a. Matricialmente,

(l a) eiﬂ/? 0 ) ( 1 __a) _ (eiﬁﬂ _ Ha”2e--‘9/2 %a(ei.?/? _ e«ioﬂ))
i1 0 e—10/2 —-a 1 = a(ew’ _ e~i3/2) e-’e/z — ”a”'zcuia/'z

(1 a) (e“’ 0) ( 1 —a) _ (e" —lle]®* ~a(e® - l))
@ 1/\0 1/\-a t /) \a(e?-1) 1—]qf%"®

Es claro ahora que el plano hiperbélico es homogéneo e isotrépico; pues
podemos rotar alrededor de un punto en cualquier dngulo y podemos despla-
zar el espacio de cualquier punto a cualquiera otro (usando ¢, o v;?).

Para mandar cualquier punto de H en cualquiera otro de H, basta con
mandar a la unidad imaginaria en un punto arbitraric w a través de una
transformacién a,,. Luego la composicién a, o a;‘ mandard a y en w.

No es dificil checar que T(2) = (z —1)/(z + ¢) que identifica a H con D
es tal que T7' o o1, 0 T(i) = w.

Por otro lado, las rataciones alrededor de la unidad imaginaria i estan

dadas por las transformaciones de la forma H(z) = (az + b)/(a — bz). El
angulo es de 6 donde /2 = (a + bi)/|la + bi.

PARAMETRIZACION DE GEODESICAS.

En esta seccidn trabajaremos exclusivamente en H.
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Al discutir la desigualdad del tridngulo encontramos que la geodésica,
a velocidad constante 1 de (a,¥0) a (a,y1) con y1 > o, €8 ¥(t) = a +
iyoexp (t), Vi€ [0,ln(y1/y2)]

Para encontrar la geodésica que une dos puntos basta con girar con centro
en el primero hasta que ambos queden en una linea (euclidiana) vertical y
luego girar, con un dngulo negativo la geodésica vertical parametrizada hasta
toparse nuevamente con el segundo punto.

Consideremos nuevamente a nuestras ciudades enemigas R y B. Si v()

es la geodésica (a velocidad 1) de R a B entonces
Py(t1) = Ryn(pth)

donde Ry es la rotacion con centro en Ry 4ngulo %, nos da la geodésica que

emana de R a un angulo ¢ con respecto al segmento RE a velocidad p.

Si d es Ja distancia entre R y B, entonces
S,(t2) = Ropv(d — ota)

donde R_,, es la rotacién con centro en B y éngulo —y, nos da la geodésica
que emana de B a un dngulo —¢ con respecto al segmento BR a velocidad
p-

Para simplificar los célculos, tomemos R =i y B = exp(d)i. Entonces,

sen (1/2) + i(cos(1/2)) exp (t19)
cos (/2) — i(sen (/2))exp (t1p)

Py(th) =

| —sen (9/2) + i(cos (g/2))exp (—taa) _
Sulta) = =y i(sen (/D) exp () P )

TRIGONOMETRIA.
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Para el tiempo T de la intercepcién, se cumple que
Fy(T) = S,(T)

Obteniendo por tanto una ecuacion compleja de 1a cual se pueden igualar

partes reales e imaginarias. El célculo, que no ofrece ninguna dificultad,
arroja las identidades

senh (a + b) — senh d
senh (a + b +¢)

tan af2ian B/2 =

cosh (d — b) — cosh {a)
cosh (a) ~ cosh (d + b)

tan® 3/2 =
También es posible obtener

fla)f(b)f(c)sen(a — B) + f(a)sen B — f(b)sena = 0

F(a)f(b)cos (a ~ B) + f(a)cos B+ f(b)cos a = f(d)

donde f(z) = tanh (z/2).

NOTAS SOBRE GRAFICACION.
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Aqui también hubo que recurrir al método de Newton para encontrar
el tiempo de la operacién. Como en la ecuacién involucrada (se dan dos
versiones) aparecieron funciones hiperbdlicas, la convergencia del método fué

mas delicada.

Sin embargo, dado que el disco unitario D es un subconjunto acotado. el

problema de proyectar la situacion a la pantalla fue mucho mas facil.

Las ecuaciones finales utilizadas en e} programa fueron :

1) fz) = cos*(y/2)(cosh(d — o) — cosh (pz)) ~ sen? (1p/2)(cosh (pz) —

cosh (d + o2)).

2) f(x) = cos?(p/2)(—osenh (d—oz)~ psenh (pz))~sen®(/2)(psenh (pz)—

gsenh (d + oz)).
3) T =z para f(z)=0.
4) cosh (i) = (cosh (pT) cosh (d) — cosh (¢T')}/senh (oT)senh (d).

- 5) senh (v} = senh (¢T )senh ()/senh(pT).

O bien (3). (4), y (3) pero usando
1) f(zr) = cosh (pz) — cosh(d} cosh {az) + senh (d) senh (oz)cos{y).

2') f'(x) = psenh {pz) — o cosh (d)senh (ox) + asenh (d) cosh {7r)cos (p).
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Observe que (1} provino del enfoque husseiniano, pero (1'),(4) y (5} son
ecuaciones de la trigonometria hiperbdlica cldsica. Los resultados obtenidos
con ambos juegos de ecuaciones son los mismos e igualmente no hay variacién

significativa en la rapidéz de convergencia.

EPILOGO: Cabe notar que para las geometrias esférica e hiperbolicas no
se dié una caracterizacién de la configuracién de Saddam Hussein. Creo que
el problema es no trivial. Y yo no pude resolverlo. También, el tratamiento de
la trigonometria hiperbdlica es incompleto. Sin embargo esto pienso que no es
tan dificil incorporarlo. Finalmente quiero darle las gracias a la eficientisima
Mald por haber mecanografiado este documento.
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