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Resumen

Se comentan tres trabajos de Euler: [1, 2], que dan las pri-
meras soluciones del problema de tres cuerpos, [3] que contiene
un método para aproximar la posicién de un planeta.

1. Introduccién

Euler escribiéo mas de sesenta articulos y libros de mecanica celeste
sin contar los que tratan sobre mecanica general, ecuaciones diferencia-
les y calculo de variaciones; en sus trabajos aparecen por primera vez las
configuraciones centrales, las soluciones homograficas y homotéticas, las
coordenadas rotatorias, las ecuaciones de Euler-Lagrange, el problema
restringido de tres cuerpos, el problema colineal de tres cuerpos, el mo-
vimiento de una particula atraida por dos centros fijos y el movimiento
de cuerpos rigidos y de fluidos en rotacion.

A diferencia de sus predecesores, Euler tenia confianza en los méto-
dos analiticos y no utilizaba la geometria sintética para justificar hechos
fundamentales de sus demostraciones. Esto le permitié avanzar en pro-
blemas muy dificiles y lo lleva a conceptos como son los vectores y
sus componentes, los sistemas de referencia y la relacion entre ellos,
el método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales y el
método de variacién de constantes para resolver sistemas de ecuaciones
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diferenciales lineales. A veces Euler cometia errores, por ejemplo dividir
entre cero, aunque su gran intuicion lo conducia generalmente al resul-
tado correcto. La deteccién y critica de estos errores contribuyo a los
estandares actuales de rigor matematico.

Vamos a comentar algunas aportaciones tomadas de los textos en
latin de Euler con la notacién vectorial moderna preservando sus técni-
cas e ideas, abreviando algunos pasos sobre todo al final de la seccién 3.

El trabajo de Euler en mecanica celeste es continuacion del estudio
de Johannes Kepler y de Isaac Newton sobre el movimiento planetario.
El trabajo del primero se resume en lo que actualmente conocemos
como las tres leyes de Kepler:

» Los planetas se mueven en una elipse, el Sol estd en uno de los
focos.

= El vector posicién de cualquier planeta con respecto al Sol barre
areas iguales de la elipse en tiempos iguales.

= Los cuadrados de los periodos de las orbitas de los planetas son
proporcionales a los cubos de los ejes mayores de las elipses.

Newton analizé el movimiento de una particula, que llamaremos el pla-
neta, atraida por otra de gran masa, que llamaremos el Sol y que estéa lo-
calizada en el origen y logra probar que si el movimento del planeta
cumple con las leyes de Kepler entonces también satisface la ecuacién
de Kepler:

d*r r

dt2 _ M|r’3’ (11)

donde r(t) es la posicién del planeta en el tiempo ¢ y p > 0 es una
constante proporcional a la masa del cuerpo atractor. Observemos por
ejemplo que la curva

r(t) = [pcos(0t),psen(0t)], (1.2)

donde 6%p® = p, es una solucién y verifica las leyes de Kepler. Juan
Bernoulli, maestro de Euler, da el reciproco del trabajo de Newton
dando la solucién general de la ecuacién (1.1) y probando que cumple
las leyes de Kepler. En la seccién 2 estudiaremos un trabajo de Euler
sobre esta ecuacion.

Newton propuso que n particulas de masas my, mas, ..., m, y posi-
ciones rq(t), ra(t), ..., ry(t) en el tiempo ¢ satisfacen la ecuacién de
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movimiento

d*ry, m; (r; — ry)
- :ZW para k=1,...,n. (1.3)
j#k 1

Esta ecuacion es conocida actualmente como el problema de los n cuer-
pos. Si n =2 toma la forma

d2r1 B mo (I‘Q — I'l) d2r2 . mi (I‘l — I‘Q)
dt? vy — 1> dt? Iry —ro®

Si tomamos R = ry — r1 y Q = myr; + mars, entonces el sistema
anterior se transforma en
d’R R d’Q

dtQ = — (m1 + m2) W, dt2 = 0.

Las soluciones de estas dos ecuaciones son independientes, la primera
es una ecuacion de Kepler de la cual Euler conocia la solucién general
y la segunda es trivial con soluciéon Q(t) = et + f, con e y f vectores
constantes.

El paso siguiente es resolver la ecuacién (1.3) para el cason =3y
con estas soluciones explicar el movimiento del Sol, la Tierra y la Luna.
Este es el llamado problema de tres cuerpos (PTC), y resisti6 el ataque
de los antecesores de Euler, quienes no pudieron avanzar en su analisis.
Euler decidié estudiar casos particulares y modelos simplificados. El
PTC aun se sigue explorando con este enfoque. En las secciones 3 y 4
describiremos trabajos de Euler en esta linea.

2. Nova methodus motum planetarum determi-
nandi [3]

Las érbitas de los planetas son descritas por las leyes de Kepler, y
eran conocidas en los tiempos de Euler. En particular, Euler conocia
las excentricidades (medida en que la elipse difiere de ser circulo), los
afelios y los perihelios (puntos de la érbita més lejano y més cercano al
Sol respectivamente) de los planetas conocidos hace trescientos afos.
Sin embargo, dar la posiciéon exacta de los planetas para un tiempo
dado mediante las leyes de Kepler es complicado, més ain si tomamos
en cuenta la excentricidad de la érbita terrestre.

Euler propone un nuevo método para dar esta posicion aprovechan-
do que la excentricidad € de las érbitas de estos planetas es pequena. El
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usa a € como parametro de las dérbitas, y empieza su andlisis en € = 0,
que corresponde a la orbita circular y estudia el caso € > 0 mediante
el desarrollo de la serie de potencias de las 6rbitas en términos de la
excentricidad. Para facilitar el desarrollo en serie, previamente simpli-
fica las expresiones de las orbitas planetarias mediante varios cambios
de coordenadas.

La ecuaciéon de movimiento de un planeta con el Sol en el origen en
un sistema de coordenadas inerciales x — y es la ecuacion de Kepler:
d*x x d?y y

ar _’u(x2 +y2)P? ar —,u(x2 +y2)¥? (2.1)

Después de algunos cambios de escala podemos suponer que p =1y
que el radio promedio del planeta es igual a uno. La curva

x(t) = cost, y(t) = sent, (2.2)

es una parametrizacion del circulo de radio uno. En la seccién 1 ob-
servamos que esta curva es la solucion de la ecuacion de Kepler que
corresponde a la érbita circular de radio y velocidad angular uniforme
iguales a uno, periodo 27 y excentricidad cero. Euler identifica a esta
orbita con el movimiento promedio del planeta, propone que las érbitas
de los planetas con excentricidad pequena deben estar cerca de la érbi-
ta circular, y trabaja para dar una mejor aproximacién de la posicion
de un planeta con excentricidad pequena. Siguiéndolo haremos las si-
guientes hipotesis:

= El periodo del planeta es 27, la excentricidad de su orbita es e.
En el tiempo t = 0 el planeta se encuentra en su perihelio.

Como consecuencia de estas hipotesis y de las propiedades de la elipse
se sigue que la longitud del semieje mayor de la orbita del planeta es
uno, el planeta en el tiempo ¢ = 0 estd en el punto (1 — ¢€,0), en el
tiempo ¢t = 7 estd en (—1 —¢,0) y el sistema es reversible, esto es para
todo tiempo t: z(t) = z(—t), y(—t) = —y(t).

Sea X —Y el sistema de coordenadas que tiene el mismo origen que
el sistema inercial x — y, estos dos sistemas en el tiempo ¢ forman entre
si el angulo # = t mod 27, ver figura 1. Entonces el sistema X — Y

do

estd rotando con una velocidad uniforme % = 1. Observemos que en

el tiempo ¢t = 0 los dos sistemas coinciden.

Si las coordenadas de un punto en el sistema x —y son (x,y) y en el
sistema X — Y son (X,Y) entonces ambos sistemas estén relacionados
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v

Figura 1: Coordenadas inerciales y rotativas.

por los sistemas de ecuaciones

r = Xcosf —Y senb, y= Xsenf +Y cosb,

2.3
X =zcosf+ysend, Y = —xsenf + ycosb. (2:3)

Observemos que X2 +Y? = 2?2 + y%. Para expresar la ecuacién (2.1) en
las coordenadas X — Y derivamos dos veces las ecuaciones anteriores y
obtenemos

' =X"cosh — Y’ sen) — X sinf — Y cos0,
2’ =X"cosh —Y"sen — 2X'sen —2Y' cosf — X cos@ + Y sen 0,
y =X'sen@ + Y’ cosf + X cos — Y sin#,
y' =X"senf +Y" cosf +2X'cosf —2Y'sinf — X senf — Y cos .

De donde el sistema (2.1) se transforma en

X"cos —Y"senf —2X'senf — 2Y’ cosd

— XcosO+Ysenf = _XCOSH—Ysene,

(X2 + Y2)3/2

X"senf +Y"cosO +2X ' cosh —2Y' sin 0
Xsenf +Y cosf

— Xsenf —Y cosf = —
(X2 +y2)*?




72 ANTONIO GARCIA

Eliminando las funciones cosf@ y senf con las técnicas habituales se
obtiene

Xy X
(X2 +y2)**
v (2.4)
Y 42X —Y = —

(X2 —|—Y2)3/2.

Notemos que este sistema no depende del angulo de rotacion 6, en
estas coordenadas nuevamente el Sol esta en el origen, en el tiempo
t = 0 el planeta estd en el punto (1 — ¢,0), en el tiempo ¢ = 7 esta en
(—1 —¢,0), y para todo tiempo ¢ se tiene que X (t) = X(—t)y Y(—t) =
—Y(t). Los nuevos términos que aparecen en (2.4) estéan relacionados
con la velocidad dngular del sistema X — Y.

Sustituyendo en la ecuacién (2.3) se sigue que la solucién circular
en las coordenadas X — Y es la solucién constante

X(t) =1, Y()=0. (2.5)

Como siguiente paso usemos el sistema de coordenadas con origen en
la solucién (2.5) mediante la transformacién

X=qg+1, Y =p, (2.6)

entonces la ecuacion (2.4) se transforma en:

1+g¢q
(p? + (1+4q)2)*" (2.7)
(P + (1 + 92"

q//_2p/:1+q_

p’+2¢ =p—
Las propiedades de la orbita planetaria y de la posicién del Sol en

las coordenadas p — ¢ se resumen en el siguiente

Lema 2.1. En el sistema de coordenadas q — p se tienen las siguientes
propiedades:

1. La solucion circular en estas coordenadas es q(t) =0, p(t) = 0.
2. Fl Sol se encuentra en el punto (—1,0).
3. El planeta en el tiempo t = 0 satisface q(0) = —e, p(0) = 0.

4. El sistema es reversible: q(t) = q(—t), p(—t) = —p(t).
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Haciendo el desarrollo en serie de potencias en ¢ y p del sistema
(2.7) hasta el orden tres ! y reagrupando términos obtenemos:

3p?

q”—2p’:3q—3q2—|—7—6p2q—|—4q3+~-,
3 (2.8)
P42 =3pg+—-—6pg’ 4.

Si € es la excentricidad de la elipse de la 6rbita del planeta [¢(t), p(t)]
cercana a la solucion constante dada, entonces su desarrollo en serie en
términos de la excentricidad es:

q=¢€q + g+ g+, p=epi+€Ep+eps+---. (2.9)

Donde ¢q, p y los coeficientes de sus series dependen del tiempo. Substi-
tuyendo estas expansiones en la ecuacién (2.8), agrupando y separando
los términos con la misma potencia de € obtenemos la siguiente sucesion
de sistemas de ecuaciones diferenciales en las variables ¢q, ¢, g3, ...,

P1, P2, P3, -+ -
Términos de potencia e:

q; —2p) = 3qi, q1(0) = —1, (2.10)
Py +2q; =0, p1(0) =

Términos de potencia €

2

3p
gy — 2ph = 3q2 + Tl - 3¢.%, 72(0)

Py + 245 = 3p1qu, p2(0)

0, (2.11)
0.

Términos de potencia €
qg - 2103 = 3q3 + 3p1p2 — 617126]1 + 46]13 —6q1q2, q3(0) =0, (2.12)
3p°

Py + 245 = == + 3paqi — 6p1ar” + 3p1ga, p3(0) =0, (2.13)

y asi sucesivamente. En esta familia de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales, el sistema de los términos de la potencia € es independiente del
resto; y el sistema que tiene los términos de la potencia €" depende

sélo de los términos de las potencias €, €2, ... €" !, lo que facilmente se
demuestra por induccion. Esta familia es reversible, esto es
qe(—t) = qi(?), pr(—t) = —pi(t), para k =1,2,3,...  (2.14)

I'Euler hace los célculos que expondremos en esta seccién hasta la sexta potencia
sin la ayuda de computadoras y estando completamente ciego.
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Todos estos sistemas de ecuaciones diferenciales tienen la forma
7" =2 =32+ M (2.15a)
' 4+27'=N (2.15Db)

donde M y N son funciones del tiempo t. Euler presenta ahora un
estudio amplio, mucho més de lo que se necesita, de este tipo de sis-
temas de ecuaciones diferenciales lineales. El siguiente lema no se usa
posteriormente, pero lo incluimos por su interés intrinseco.

Lema 2.2. La solucién general del sistema (2.15) es

Z(t) =2c¢1 + cosin(t) + c3 cos(t)

+/OtM(oz)Sen(t—0‘) da+2/otzv(a) (M) do

cost
t t
2(t) =c4 + 1t — 2/ Z(a)da—i—/ (t—a)N (a) do
0 0
donde ¢, k =1,...4 son constantes arbitrarias.
La solucion general del sistema homogéneo asociado
7" -2 =327, 2+ 27 = 0;
es
Z(t) = 2¢1 4+ o sint + c3 cost, 2(t) = ¢4 — 3eit 4 2¢9 cost — 2cz sen t.

donde ¢, k =1,...4 son constantes arbitrarias.

Demostracion: Integrando la ecuacién (2.15b) obtenemos 2’ 4+ 27 =
c + f[f N(a)da, despejando 2" obtenemos

t
Z=c —27+ / N(a) da. (2.17)
0
Substituyendo este valor en (2.10) y reagrupando obtenemos
t
Z”+Z:201+M+2/ N(a) da. (2.18)
0

que es una ecuacion lineal no homogénea. Euler sabia que una solucién
de la ecuacién diferencial Z” + Z = 0 es ugcost y decidié experimen-
tar con soluciones de la ecuacién (2.18) de la forma wu(t) cost, usando
el método que ahora conocemos como variacion de parametros. Susti-
tuyendo en la ecuacién (2.18) e integrando obtenemos el valor de wu(t)
y sustituyendo nuevamente se obtiene Z(t). El valor de z(t) se obtiene

ahora a partir de (2.17) integrando una vez. El sistema homogéneo es
(2.15) cuando M(t) = N(t) = 0. O
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De la linealidad del sistema de ecuaciones diferenciales (2.15) se
sigue que su solucién general se forma con la suma de la solucion general
de su sistema homogéneo asociado y de una solucién particular del
sistema (2.15). Para obtener la solucién particular se usard que la suma
de soluciones de los siguientes dos sistemas

Z" — 22 =37 + My, Z" =22 =37 + My,
2"+ 27" = Ny, 2" +27" = N,

es solucién del sistema

2"~ 94 =37 + My + M,
Z” + 2Z/ = N1 —+ NQ.

El siguiente lema da soluciones particulares de algunos de estos sis-
temas.
Lema 2.3. 1. La ecuacion diferencial
7" — 27 =37 +c,
2" +27' =0.

tiene la siguiente solucion particular

2(t) = —gt, Z(t) = 0.

2. Dada la ecuacion diferencial

Z" — 22 =37+ Ccos(nt),
2"+ 27" = csen (nt) .
sin # 0, 1, tiene la siguiente solucion particular
3 5 —2C
() :c( +n?) n
n? (1 —n?)

sen (nt) ,
cos (nt) .
Sin =1 tiene la siguiente solucion particular

z(t) = (C —2c¢)tcost + (40 — %) sent,

C C 3c
Z(t) = (5 —c) tsent + (Z — ?) cost
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3. La ecuacion diferencial

Z// — 22/ =37 —+ Cl COS (nlt) + C2 COs (TLQt) +oe )
2"+ 27" = cysen (nit) + cosen (ngt) + -+ - .

tiene la siguiente solucion particular

:Cl (3 —+ n%) — 201711

t t
z(t) 20 =) sen (nqt)
3 2y —2C!
el tn2) 5 22 en (ngt) + -,
nj (1 —n3)
_201 — Ol’l'Ll 202 - CQTLQ

Z(t) cos (nit + o) + cos (not + ag) + - - -

g (nd—1) ny (n —1)

Demostracion: La primera parte del lema se obtiene evaluando direc-
tamente. Para la parte (2) con n # 0, 1 Euler propone soluciones de la
forma Z(t) = F cos(nt) y z(t) = fsen(nt) en donde f y F son constan-
tes cuyos valores se obtienen sustituyendo en la ecuacién diferencial.

En el caso n = 1 se proponen soluciones de la forma
Z(t) = Atsent + Bcost, z(t) = Dt cost + F sent. La dltima parte
es consecuencia directa de las anteriores. O

Con el analisis previo regresemos al problema de aproximar la posi-
ciéon del planeta. Euler estudia las soluciones de las ecuaciones asociadas
a los términos de las potencias de €. El principal problema que enfrenta-
mos en cada paso es elegir adecuadamente las constantes que aparecen.

Sistema de ecuaciones de la potencia e: El sistema de ecuaciones
diferenciales (2.10) tiene la forma del sistema (2.15) con M = N = 0,
entonces por el lema 2.2 su solucién general es

q1(t) = 2¢1 + cosent + c3 cost, (2.25)
p1(t) = ¢4 — 3eqt + 2¢ cost — 2cz sentt. '

Si ¢; # 0 entonces py(t) y por lo tanto p(t) no son acotados. Como
estamos interesados en soluciones [¢(t), p(t)] acotadas debemos tener
c¢1 = 0. Observemos que

—1=q(0) =cs, 0=p1(0) = ¢4 + 2¢o.
Sustituyendo en (2.25) obtenemos

¢1(0) = casent — cost
p1(0) = —2¢ + 2¢o cost + 2sent.
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Para obtener el valor de ¢y usamos la reversibilidad del sistema. Dado
que p1(—t) = —pi1(t) entonces

—2¢9 + 2cocost — 2sent = 2¢9 — 2co cost — 2sent,
de donde se sigue que ¢y = 0, obteniendose
q.(t) = — cost, p1(t) = 2sent. (2.26)
La orbita del planeta hasta el primer orden de la excentricidad es
a(t) = eqr(t) = —ecost,
p(t) = ep1(t) = 2esent.
O bien en coordenadas inerciales se tiene que:

x(t)

y(t) = (1 — ecost)sent + 2esent cost.

(1 —ecost)cost — 2esen’t,

Sistema de ecuaciones de potencia ¢?: Usando las expresiones de
p1(t) v ¢1(t) dadas en (2.26) el sistema (2.11) se transforma en

dQQQ dpg 3 9

o 2% =3¢ + 5~ 508 (21), q2(0) =0, (2.27)
d*ps dgo

o +2E:—386n(2t), p2(0) = 0.

Los lemas 2.2 y 2.3 implican que

» La solucién general del sistema homogéneo ¢ — 2p, = 3¢q, ph +
2qh =0 es pa(t) = (cq + 2¢2) — 3eqt + 2c9 cost — 2cgsent, qot) =
2c1 4+ cosent + c3 cost.

» Una solucién particular de ¢f — 2p,, = 3¢ + %, Py +2¢5 = 0 es

pa(t) = =3, go(t) = 3.

= Una solucién particular de ¢ — 2p, = 3go — 3 cos (21t), phy + 2¢5 =

—3sen (2t) es pa(t) = Lsen (2t) y qo(t) = & cos (2¢).

Entonces la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales
(2.27) esta dada por

1
pa(t) = (ca+2¢2) —3(c1 + 1)t + 2cocost — 2czsent + 2 5en (2t),

3 1
¢ (t) = 3 + 2¢y + cosent + c3cost + 5 cos (2t) .
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Nuevamente, debido a que las soluciones buscadas son acotadas, se
necesita que ¢; = —1. Usando las condiciones iniciales y la ecuacion
(2.14) como en el caso anterior obtenemos que los coeficientes cg, ¢3 y
¢4 deben ser cero. En consecuencia se obtiene:

pa(t) = ;lsen (2t), q@(t) = —% + %cos (2t) . (2.28)

La aproximacion de la solucién hasta los términos cuadrados es

2 2
q(t) = —ecost + % (cos (2t) — 1), p(t) = 2esent + GZ sen (2t) .

Sistema de ecuaciones de potencia ¢*: Sustituyendo en la ecuacién
(2.12) los valores obtenidos previamente para q(t), pi(t), q2(t), p2(t) vy
simplificando se obtiene el sistema de ecuaciones:

9 25
a5 — 2% = 3q3 + 1 cost — - cos (3t),

9 39
ps + 2¢5 = gsent — g sen (3t).

Con el método desarrollado anteriormente se tiene que su solucion
general es

9 3
q3(t) =2c1 + casent + <03 — g) cost + g oos (3t),
9 7
ps(t) =c4 — 3yt + 2¢9 cost + 3 2¢3 | sent + 21 sen (3t) .

De las condiciones iniciales, la ecuacién (2.14) y la acotacién de las

soluciones buscadas se sigue que ¢; = 0, ¢o = 0, ¢3 = %, cy = 0. De
donde
3 3
q3(t) = — = cost + - cos (3t),
8 8
3 7
ps(t) = — 3 sent + o1 Sen (3t).

La aproximacién de la solucion hasta los términos cibicos es

e? 3e3
q(t) = —ecost + 5} (cos(2t) — 1)+ 5 (cos (3t) — cost),

2 3
p(t) = 2esent + 6Zsen (2t) + ;—4 (7sen (3t) —9sent).
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En términos de las coordenadas originales

x(t) = cost + % (cos (2t) — 3) + 3% (cos (3t) — cost) + % (cos (4t) — cos (2t)),

2 3
y(t) =sent + %sen (2t) + % (3sen (3t) — 5sent) + % (4sen (4t) — bsen (2t)).

La excentricidad de Marte es 0,093. En la figura 2 se muestran la

Orbita circular

Aproximacion
de Euler ——0-2

T

-0.750.5-0.25 0.250.5 0.75 1

Figura 2: Aproximacién circular y de Euler de la 6rbita de Marte en
coordenadas inerciales.

aproximacién circular y de Euler de la érbita de este planeta.

El método descrito en esta seccién para ubicar a un planeta necesita
el periodo, el afelio y que la excentricidad de la orbita del planeta sea
casi cero. Después de Euler se han propuesto varias mejoras y otros
métodos para resolver este problema. Mencionaremos tan solo a La-
grange, alumno de Euler, quien estudio el caso en que la excentricidad
es grande y la aplicé a la localizacién de cometas, y a Gauss quien,
estudio el caso en que se tenian pocos datos y lo usé para localizar a
Ceres, planeta enano entre Marte y Jupiter, con sdlo tres observaciones.

3. De Motu rectilineo Trium corporum se mutuo
attrahentium [2].

Entre Newton y Euler se avanz6 poco en el PTC. En esta seccién
y la préoxima construiremos las dos primeras soluciones conocidas del
PTC, y que fueron obtenidas por Euler.
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Daremos la solucién del PTC donde las tres particulas se mueven
en una recta y ademéds conservan la proporcion en las distancias entre
ellas, por lo que la forma de su configuracion no cambia. Las particulas
tienen masas m; = a, my = by mz = ¢ y posiciones

r =, rs =Y, ry =z

Donde x < y < z, ver la figura 3, entonces la ecuacién (1.3) toma la
forma

d*x b c

= + , 3.1
W (y—ap (o) (1
d*y a c

_ - + , 3.1h
dt2 (y . .’E)2 (Z . y)2 ( )
d*z a b

= — — : (3.1¢)

W@ ) (o)

A continuacién buscaremos las cantidades que son constantes a lo

b
"< @0
n—N.

Figura 3: Problema colineal de tres cuerpos.

largo de las trayectorias. A estas cantidades se les llama integrales de
la ecuacién diferencial, integrales de movimiento o integrales primeras.
Sumando el resultado de multiplicar la ecuacién (3.1a) por a, (3.1b)
por by (3.1c) por ¢ obtenemos

d? d’x APy APz

E(aaz+by+cz):adt2 +bdt2 +Cdt2 =0,

de donde se sigue que
ar +by +cz=et + f, (3.2)

para algunas constantes e y f. La funcién et + f es el centro de masas,
y e es el momentum del sistema. La ecuacién (3.2) se llama la integral
de momento.
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Sea

2 2 2

h=a (d—x) +b<d—y) +c<d—z) + 200 + 2ac + 2be , (3.3)

dt dt dt r—y xT—2z Yy—=z

la cantidad h se llama la energia del sistema. Derivando se sigue que
% = 0. De esta forma obtenemos que e, f y h son tres integrales.
Euler pensaba que resolver un sistema de ecuaciones diferenciales era
transformarlo en un sistema equivalente de ecuaciones algebraicas de las
posiciones y sus velocidades, eliminado las derivadas de las velocidades.
Notemos que Euler incluia entre las funciones algebraicas incluye a fun-
ciones como €”, tan x, etc. Las ecuaciones (3.2) y (3.3) formarian parte
de este sistema, pero faltan mas ecuaciones para resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales (3.1). Ahora sabemos que el problema colineal
de tres cuerpos es cadtico, lo que implica entre otras cosas que no existe
el nimero necesario de integrales para resolver el sistema en el sentido
de Euler, ver [4]. También sabemos que ciertas soluciones particulares
como las que encontraremos en esta seccion y las integrales contienen la
informacién fundamental sobre la estructura de las soluciones, ver [5].

Definamos las funciones

p=y—ux, g=z-y, (3.4)

las cuales son positivas, ver figura 3. El siguiente paso es transformar
el sistema (3.1) y la ecuacién de momento y la energia a estas nuevas
variables. Observemos primero que

d?x b N ¢

> p* (g+p)*
d? a c

ey __ 2, -

a2 2P

d?z a b

> (q+p)° @
Sustituyendo (3.4) en la definicién de p, ¢ y en la integral de momento,
y despejando y en esta ultima obtenemos:

d*p &Py  dPz a ¢ b c
2 — 12 g2 2 2 o2 2 (3.5a)
A2 dez i P q P (¢+p)
__oetb ¢ ¢
@ (g+p)”
d2 d2 d2 b
¢ _dz 4y _ o b (e c (3.5b)
a2 dt2 de? (q+p)? ¢ I

a a b+ec
_|._

(¢+p)° &
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Ademés
_ap—cqtet+f

3.6
a+b+c (36)
La ecuacion de la energia toma ahora la forma:
be (¢) +ab ()’ + ac(p + ¢')? 2ab  2ac  2bc
(¢) () (v +4q) gy 2ab L2 5y
a+b+c p  ptq q
donde h* = h — a:;c. Una vez obtenida y se puede usar (3.4) para

encontrar = y z. Por lo que ahora se buscan p y ¢ en el sistema (3.5)
con la restriccién (3.7). Notemos que ahora tenemos un sistema de dos
ecuaciones diferenciales, ya que se eliminé una ecuacién diferencial por
medio de la integral de momento. El sistema de ecuaciones involucra a
las variables p, ¢, t. Euler busco primero las soluciones que preservan
la forma, con esto en mente definié el siguiente cambio de variables:

q = up,

la variable u estd asociada a la forma que tienen las posiciones de las
particulas y p a su tamano.

A continuaciéon haremos una simplificacion sobre el trabajo original
de Euler. Como estamos interesados en las soluciones que preservan la
forma supongamos que u es constante y por lo tanto v’ = 0. El sistema
(3.5) se escribe como:

v flu) ¢ ¢

=— , u)=a+b——+———=;
//_u//__g(u) (u)——a+ a +b—i—c ’
q" = up 2 g TEEART

Como q = up, es suficiente encontrar una solucion a la primera ecuacién.
Dividimos la ecuacion en dos problemas, un problema algebraico y un
problema de Kepler en una recta.

Veamos primero el problema algebraico. De ¢” = up” y de (3.8) se
sigue

c c a b+c
—a—bt———s ) =a-— - 3.9
u( a w2 (u+1)2) a (1) 02 (3.9)

multiplicando por u?(u + 1)? y reagrupando obtenemos:

(b+¢)+(2b42¢)u+ (b+3c)u® — (3a+b)u? — (3a+2b)u’ — (a+b)u® = 0. (3.10)



EULER Y LA MECANICA CELESTE 83

Hay un solo cambio de signo en este polinomio por lo que la regla de
los signos de Descartes implica que hay solamente una raiz positiva, la
cual denotamos por uy. Con esto se termina el problema algebraico.

Estudiemos ahora el problema de Kepler en una dimensién, tomando
u = ug en la ecuacién (3.8) se obtiene la ecuacién

[ (uo)
P =— 2 (3.11)
es posible demostrar que f(ug) > 0, por lo que esta ecuacién es una
ecuacion de Kepler en una dimension.

La ecuacién de la energia toma la forma

, 1,
a(u)p —ﬁ(U)p =h"

2 2
Donde a(u) = ab+bcz+ticc(l+u) > 0y Bu) = 2ab+ 1212 - 271)0 > 0.
Esta ecuacién es una ecuacion diferencial de variables separables, cuya

solucién después de resolverla se escribe como se obtiene

au) (- LTI} i

Si p(t) es solucién de (3.12), entonces también lo es de la ecuacién
diferencial (3.11), esta funcién y ¢(t) = ugp(t) forman una solucién de
(3.8), sustituyendo estos valores en (3.6) y (3.4) se obtiene finalmente
una solucion del sistema (3.1).

La posicién de las particulas en un tiempo dado ¢ en una solucién se
llama la configuracion de la solucién en el tiempo t. Las soluciones tales
que todas sus configuraciones son semejantes entre si se llaman homo-
graficas y a su configuracién, configuracién central (CC). La solucién
que acabamos de construir es la primera solucién homografica conocida.
Notemos que Euler obtiene en (3.10) un polinomio de una variable de
orden cinco, por lo que se conforma con probar la existencia de uq. Este
método no sirve en el problema de cuatro cuerpos ya que el polinomio
resultante tiene dos variables.

4. Considerationes de motu corporum coelestium

[1]

Euler observa que con un proceso similar al de la seccion anterior
se pueden obtener soluciones en el plano tales que las tres particulas
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estan siempre alineadas pero girando en torno a su centro de masas,
ver figura 4. Muchos detalles serdn omitidos.

Sea (r1, Iy, r3) una solucién de la ecuacién (1.3) paran = 3. Se puede
suponer que el origen esta en el centro de masas: ar; +bry +crz3 =0
y se definen las funciones

P =T —1Ty, up =q=1r3 — Iy, (4-1>

donde u es una constante que se determinara nuevamente.

A

™
'/

NE

| __—V

Figura 4: Equilibrio relativo colineal a =1, b = 0,4, ¢ = 0,7.

Entonces se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

p p
p’=—f(u)—3, q' =up” = —g(u)—3. (4.2)
p| p|

Donde las funciones f(u) y g(u) fueron definidas en (3.8). Nuevamente
el problema es dividido en dos partes, el problema algebraico, que coin-
cide con el caso anterior obteniéndose el mismo valor de u = uy y un
problema de Kepler en el plano, cuya solucion general fue obtenida por
Juan Bernoulli y era conocida por Euler. Por ejemplo, una solucion es

p = (pcos [0t], psen [0t]), donde 62p* = f(uy),
q = Uo P-
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En términos de las posiciones de las particulas obtenemos:

r; = —% (pcos[0t], psen [0t]),
_a— cug

L=, (pcos [0t], psen [0t]),
_a+auy+bug

= (pcos[0t], psen [0t]) .

Estas soluciones en las coordenadas rotativas de la seccién 2 se con-
vierten en puntos fijos, por lo que actualmente se llaman equilibrios
relativos, notemos que estas soluciones también son homograficas.

El estudio de las CC es un tema de gran interés actualmente. Las
referencias [5, 6, 7, 8] son introducciones a la mecanica celeste en donde
se pueden apreciar la importancia de las CC y encontrar otras aporta-
ciones de Fuler a esta rama de las matematicas.
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