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1. Introducciéon

Muchos fenémenos que se presentan en la naturaleza (fisicos, quimi-
cos, biolégicos, econdmicos, etc.) requieren de ecuaciones diferenciales
para su descripcién y estudio. Desafortunadamente, sélo en contados
casos se puede encontrar una solucion analitica de estas ecuaciones y
en muchas ocasiones los modelos matematicos de los objetos de estu-
dio involucran ecuaciones diferenciales para las que no se cuenta con
soluciones analiticas de las mismas.

En consecuencia, se tiene que recurrir a otros métodos para tratar
dichas ecuaciones, estando entre ellos diferentes métodos numeéricos
para aproximarnos a las soluciones exactas del problema. Pero aplicar
estos métodos numéricos requiere de un andlisis cuidadoso para garan-
tizar que realmente se aproximan a la solucion buscada, ya que en su
implementacion se incurre en varios tipos de errores, como lo son erro-
res de medicion de los datos y los errores de redondeo en los célculos
al correr estos algoritmos en computadoras digitales.
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Una alternativa es el estudio cualitativo o geométrico de estas ecua-
ciones. En este contexto, en vez de tratar de encontrar las soluciones
analiticas o aproximaciones de las mismas, nos interesamos en su com-
portamiento, como por ejemplo, qué hacen estas soluciones cuando la
variable independiente (usualmente el tiempo) tiende a infinito. Un
elemento clave en este estudio es encontrar los puntos de equilibrio o
puntos en los que los valores de las variables dependientes no cambian
al modificarse el valor de la variable independiente. Una vez encontra-
dos los puntos de equilibrio, nos interesara saber como se comportan
las soluciones en una vecindad de estos puntos: ;/Se acercan, se alejan
u oscilan alrededor de este punto al crecer la variable independiente?
En el primer caso diremos que el punto de equilibrio es asintéticamente
estable.

Este estudio de la estabilidad de las ecuaciones diferenciales nos
permite hacer predicciones importantes sobre el comportamiento de
los modelos matematicos que las emplean, asi como también propor-
cionarnos un marco de referencia para validar los diversos métodos
numéricos empleados para aproximarnos a las soluciones exactas del
modelo.

En muchos casos la respuesta de los modelos a los cambios en las
variables dependientes no es instantanea, sino que ocurre después de un
determinado lapso de tiempo (retardo). Por ejemplo, en modelos bio-
l16gicos la respuesta de las poblaciones de las especies que se estan mo-
delando suele presentarse después después de que las mismas obtienen
un grado de maduracién, lo cual impone retardos a estas respuestas.
En otros casos el cambio en las poblaciénes depende de los valores de
las mismas a lo largo de un intervalo de tiempo pasado (retardo dis-
tribuido). Por este motivo se hace necesario el estudio de ecuaciones
diferenciales con retardo, ya sea éste discreto (cuando el retardo toma
un valor fijo) o distribuido. En algunos modelos puede haber més de
un retardo discreto o distribuido, o bien haber combinaciones de ambos
tipos de retardo.

El estudio de los puntos de equilibrio de las ecuaciones diferenciales
y el comportamiento de las soluciones de las mismas en una vecindad
de dichos puntos es conocido como el analisis de la estabilidad local de
las ecuaciones diferenciales.

Con este articulo se inicia una serie en la que se presentan los méto-
dos principales para el andlisis de la estabilidad local de ecuaciones
diferenciales incluyendo ecuaciones con retardo discreto y distribuido
asi como ecuaciones ordinarias y de reacciéon y difusién.

Para ilustrar estos métodos se presentan ejemplos tomados de articu-
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los de investigacion recientes.

2. Notacion

A lo largo de este articulo emplearemos la notacion siguiente:

Retardo discreto : up = uT(t) u(t — T), (1)
Retardo continuo o distribuido : D[u] = D[ul(t) =
/ K(s)u(t — s)ds = / K(s)us(t

La derivada de f con respecto

a la i-ésima variable : D, f. (3)

En esta primera parte se consideran ecuaciones diferenciales ordina-
rias. En la seccion 3 estudiaremos el caso sin retardo, en la 4 el caso
con uno o mas retardos discretos y en la 5 se estudiara el caso con
uno o mas retardos distribuidos. La estructura general de cada sec-
cién consitird en presentar primero el tipo de ecuacién diferencial que
se estudiara, después se mostrara como se obtienen la linealizacion, la
ecuacion caracteristica y finalmente se presentaran ejemplos tomados
de diversas areas de aplicacion, incluyendo algunas graficas generadas
con dde23 [8]. El objetivo principal de esta serie es el de enlistar los
métodos y las referencias en los que se justifican éstos.

3. Ecuaciones ordinarias sin retardo

Counsideremos la ecuacion diferencial ordinaria

&= f(z). (4)

Una solucién constante o punto de equilibrio zy cumple f(zq) = 0.

3.1. Linealizacién

Tomemos una perturbacion de este punto de equilibrio xg, esto es, una
solucién cercana de la forma z(t) = o + cu(t), entonces

T =ctu= f(v)
= f(zo + cu),
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donde podemos usar una aproximacién de Taylor obteniendo

eu = f(xg+eu) = f(xg) + f'(x0)eu
=ef'(xo)u.

Definiendo J = f’(z() obtenemos la ecuacién
= Ju (5)

que recibe el nombre de linealizacion de (4) cerca del punto de equilibrio
Zg.

3.2. Relacion entre una ecuacioén y su linealizacion

Diremos que un punto de equilibrio de una ecuacién diferencial es
hiperbolico si la matriz Jacobiana de f no tiene valores propios con
parte real nula. En este caso unidimensional esta condicién se traduce
al hecho de que f’(x) no se anule en dicho punto de equilibrio.

El Teorema de Hartman-Grobman [1], [2], [3] establece que para
cada punto de equilibrio xy hiperbdlico de la ecuacion diferencial exis-
te una vecindad V' de zy y un homeomorfismo h definido en V' que
manda las soluciones de la ecuacién diferencial original sobre las de su
linealizacion. En otras palabras, en dicha vecindad V' las soluciones de
la linealizacion y las de la ecuacion diferencial original tienen el mismo
comportamiento cualitativo.

A continuacién daremos unas definiciones sobre el comportamiento
cualitativo de las soluciones de una ecuacion diferencial en una vecindad
de un punto de equilibrio.

Definicién 1 Se dice que un punto de equilibrio P es estable si para
toda € > 0 existe una r > 0 tal que si z (ty) estd en B, (P), la bola de
radio r centrada en P, entonces x (t) estd definida para toda t > ty y
x (t) estd en B. (P) para toda t > t.

Definicién 2 Se dice que un punto de equilibrio P es asintdticamente
(exponencialmente) estable si existe una r > 0 tal que si x (ty) estd en
B, (P), la bola de radio r centrada en P, entonces x (t) estd definida
para toda t >ty y tliglox (t) = P.

Definicién 3 Se dice que un punto de equilibrio P es asintoticamente
(exponencialmente) inestable si existe una r > 0 tal que si x (ty) estd en
B, (P), la bola de radio r centrada en P, entonces x (t) estd definida
para toda t <ty y tl}’r_noox (t) = P.
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3.3. Ecuacion caracteristica

Supongamos que la solucién u de la linealizacién (5) es de la forma
u(t) = CeM
donde A\ € C, entonces al sustituir en (5) obtenemos
Au = Ju
por lo tanto A = J, lo cual nos lleva al siguiente resultado.

Proposicién 1 Si x¢ es una solucion de equilibrio de la ecuacion (4),
se cumplen los siguientes casos.

a) Si J = f'(xo) < 0 entonces xq es asintdticamente (exponencial-
mente) estable.

b) Si J = f'(xg) > 0 entonces xy es asintdticamente (exponencial-
mente) inestable.

c) Si J = f'(x0) =0 no podemos concluir algo acerca de xg

En este caso de una ecuacién ordinaria, podemos decir que A = J
es la ecuacién caracteristica, la cual trivialmente nos da su solucién.

3.4. Ejemplo

En 1836 Verhulst considerd el modelo de una poblacién simple x(t),
cuya tasa de crecimiento per capita en el tiempo ¢ es

i) = roft) (1- ).

donde r > 0 es la razén de crecimiento intrinseco de la especie consi-
derada y K > 0 es la capacidad de persistencia o capacidad de car-
ga para dicha especie. Ambos parametros son constantes, propias de
la poblacién (o especie) considerada. Esta ecuacién es conocida como
la ecuacion logistica. Observemos que el modelo poblacional anterior
cumple la hipétesis de que si la poblacion es muy pequena comparada
con capacidad de carga, su comportamiento es muy similar al descrito
por el modelo de Malthus, en el cual la tasa de crecimiento es pro-
porcional al tamano de la poblacion, pero si la poblacion rebasa la
capacidad de carga, entonces la poblacién decrece. Entonces se tiene el
comportamiento natural de una poblacién sujeta a recursos limitados.
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Reconocemos a esta ecuacién diferencial como una ecuacion de va-
riables separables por lo que podemos dar la solucién explicita.

En este caso, la ecuacion tiene dos puntos de equilibrio: z = 0 y
r = K. Para el punto de equilibrio x = K, la linealizacion es

U= —ru,
y su polinomio caracteristico es
A= —r.

En virtud de la proposicion 1, este punto de equilibrio es asintética-
mente estable. Es decir, la solucion se aproxima a K cuando el tiempo
tiende a infinito.

A continuacién se muestran las graficas de algunas soluciones de la
ecuacioén logistica con K = 100, » = 0.1 para valores del tiempo ¢t de 0 a
400. Se graficaron las soluciones correspondientes a los valores iniciales
x(0) = 3, 50, 100, 103 y 150, respectivamente. Se puede observar el
comportamiento previamente descrito de estas soluciones.

100 T

I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

Figura 1: Soluciones de la ecuacién logistica.
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4. Ecuaciones ordinarias con retardo
discreto

Supongamos que se tiene la ecuacion diferencial ordinaria

t = f(z,zr), (6)

donde xp(t) = x(t — T) es un retardo discreto. Si xy es una solucion
constante o punto de equilibrio, entonces al sustituir en (6) obtenemos
0 = f(zo, o) y esta igualdad nos da una forma para calcular los puntos
de equilibrio.

4.1. Linealizacién

Si z(t) = x¢ + eu(t) es una solucién cercana al punto de equilibrio
entonces
& =cet= f(x,zr) = f(xo+ cu,zo + cur),
y usando aproximaciones de Taylor obtenemos
ew = f(xg + eu, xg + cuy)

= f(wo, o) + D1 f(2o, o) - €u+ Do f (w0, 7o) - €ur

= D; f(z0,20) - eu + Daf (w0, 20) - cur

= €[D1 f(wo, %) - u+ Do f (w0, 7o) - ur]

por lo tanto, si tomamos

J = Dy f(x0,70), (7)
Jp = Ds f(x0, 70) (8)

entonces
U = JU + JDUT (9)

y esta ecuacién se conoce como la linealizacion de (6) cerca del punto
de equilibiro x.

4.2. Ecuacidon caracteristica
Supongamos que
u(t) = CeM,
es una solucién de (9), entonces
W= CleM = \u ;
up(t) = CeM=1)

— uef)\T
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y al sustituir en (9) obtenemos
M = Ju + Jpue M,
dividiendo entre u obtenemos la ecuacién caracteristica de (6)
A=J+ Jpe T (10)

Para las ecuaciones diferenciales con retardo podemos considerar
a manera de ejemplo la ecuacién #(t) = —x (t — 7). Cuando 7 = 0,
la ecuacién se reduce a @(t) = —x (t), la cual resolvemos con z (t) =
2 (0) e~ usando la condicién inicial en ¢t = 0. Si 7 > 0, ;Qué condicién
inicial necesitaremos para resolver la ecuacién? Podemos notar que para
resolver la ecuacion en ¢ = 0 necesitamos saber el valor de x (—7) y para
resolverla en t = 7 se requiere conocer el valor de z (0). De manera
similar notamos que para resolver la ecuacion para todos los valores de
t que se encuentren entre 0 y 7 se requiere conocer todos los valores de
la z entre —7 y 0. En consecuencia, se requiere una funcién definida en
[—7 , 0] como condicién inicial en vez de un punto del plano como ocurre
con las ecuaciones diferenciales ordinarias sin retardo. Esta funcién es
conocida como la historia de la ecuacién diferencial con retardo.

Definicién 4 Seaz () = ¢ (0) > 0 con @ € [—7 , 0] la funcion historia
(condicion inicial) de la ecuacion (6). Diremos que el equilibrio zo es
estable si para toda € > 0 existe una § > 0 tal que |¢ (t) —xo| < 0 en
[—7 , 0] implica que todas las soluciones x(t) de (6) con historia ¢ en
[—7 , 0] satisfacen que |x (t) — x| < € para todat > 0. Si ademds eziste
una 6y > 0 tal que |¢ (t) — x| < 09 en [—7 , 0] implica que x(t) tiende a
o cuando t tiende a infinito, diremos que xq es asintoticamente estable.

Teorema 1 (principio de estabilidad linealizada para ecuaciones con
retardo) Si la parte real de todas las soluciones de la ecuacion carac-
teristica (10) es negativa entonces el equilibrio xo es asintdticamente
estable.

El teorema anterior y el teorema enunciado al final de la secciéon 5.3
son casos particulares de un teorema cuya discusién el lector podra en-
contrar en la seccién 2.4 del libro de Kuang [6].

4.3. Ejemplo

La ecuacion logistica que consideramos en la seccion 3.4 asume que las
tasas de reproduccién y muerte responden de manera instantanea a los
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cambios de tamano de la poblacion, sin embargo hay organismos que se
reproducen por etapas, es decir tiene que pasar un tiempo (un retardo)
para que se vuelvan a reproducir. También pudiera ocurrir un retardo
cuando el organismo tarda en absorber sus nutrientes. En virtud de lo
anterior ahora consideraremos la ecuacion de Hutchinson o ecuacion
logistica con retardo (o retardada), la cual modela de una poblacién
simple z(t), cuya tasa de crecimiento per capita en el tiempo t es

() = ra(t) (1 — @) ,

donde r y K tienen el mismo significado como en el ejemplo de la sec-
cién anterior. Comparando este modelo con el de la secciéon anterior,
notamos que en el segundo factor hay el retardo 7, el cual puede re-
presentar, por ejemplo, el hecho de que la formacién de huevos de la
especie ocurre antes de su liberacion para ser incubados.

En este caso, la ecuacién tiene los mismos dos puntos de equilibrio
que la ecuacion logistica: © = 0 y x = K. Para el punto de equilibrio
r = K, la linealizacién es

U= —TUr,

y su ecuacion caracteristica es

A= —re M.

Aqui podemos notar la presencia del término —re=*7, razén por la
cual la ecuacién caracteristica ya no es un polinomio en A como en
el caso anterior, sino una ecuacién trascendente (llamada en ocasiones
cuasipolinomio), la cual tiene una infinidad de soluciones. En este caso
(ver [5]) el punto de equilibrio x = K es asintéticamente estable si
todas estas infinitas soluciones tienen parte real negativa.

A continuacion se muestran las graficas de algunas soluciones de
esta ecuacion con K = 100, r = 0.1 para valores del tiempo t de
0 a 400. Se graficaron las soluciones correspondientes a las funciones
historia constantes x (t) = 3, 50, 100, 103 y 150, respectivamente para
t € [-7, 0]. Empleamos el mismo intervalo de graficacién y los mismos
valores de los pardmetros K y r del ejemplo de la seccion anterior con
el fin de comparar el comportamiento de las soluciones de la ecuacion
de Hutchinson con el de la ecuacién logistica. Se muestran tres figuras
correspondientes a valores del retardo 7 = 10, 15 y 20.

En las dos primeras figuras podemos observar que la introduccién
del retardo causa oscilaciones en las soluciones, las cuales son mas
pronunciadas conforme crece el retardo, propiedad que no tenian las
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Figura 2: Soluciones de la ecuacién de Hutchinson con 7 = 10.
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Figura 3: Soluciones de la ecuacién de Hutchinson con 7 = 15.
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Figura 4: Soluciones de la ecuacién de Hutchinson con 7 = 20.

soluciones de la ecuacion logistica. Sin embargo, el punto de equilibrio
xr = K sigue siendo localmente asintoticamente estable. Pero cuando
el retardo es lo suficientemente grande y sobrepasa un valor critico, el

punto de equilibrio anterior pierde su estabilidad, como se hace evidente
en la iltima figura que se muestra a continuacion

4.4. Ejercicio

Encuentre la ecuacion caracteristica para las siguientes ecuaciones:

:t:f('r?le?xTz)v (11)
t=g(x,zp,...,21,),

donde cada T; > 0 es un retardo discreto.

5. Ecuaciones ordinarias con retardo

distribuido

Supongamos que se tiene la ecuacion

i = f(z, Dla)) = f(z, / K (s)x(t - s)ds), (13)
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donde Diz] = [K(s)z(t — s)ds = [ K(s)us(t)ds es un retardo dis-
tribuido con la notacién introducida en (2). Sea xy la solucién de
equilibrio, por lo tanto f(z¢, D]xo]) = 0, pero D{zo] = [ K(s)xods =
zo [ K(s)ds = xol donde I = [ K(s)ds, es decir f(zg,zol) = 0.

5.1. Linealizacién

Tomemos ahora una solucién z cercana al punto de equilibrio de la
forma x = xy + cu, entonces

t=c¢eu= f(x,D[z]) = f(xg + eu, D[xg + cu))
= f(xo + eu, ol + eD|u]),

este ultimo término lo podemos aproximar por medio de un polinomio
de Taylor obteniendo

euU = Dl(l'(),{)’}o]) - EU + DQ(IO,ZE()]) : €D[’LL]

%(9507%0]) ceu+ %ﬂb](%,xo]) - eDlu]

= Di(xg,x0l) - eu+ Dao(xg, x01) - 5/K(s)u(t — s)ds,

por lo tanto, si tomamos

J = Dl(‘ro,xo]), (14)
JD = Dg(l’o,l'o[) (15)

entonces
u:Ju—i-JD/K(s)u(t—s)ds (16)

y esta ecuacion se conoce como la linealizacion de (13) cerca del punto
de equilibiro xy (compérese con (9)).

5.2. Ecuacion caracteristica

Como antes, para obtener la ecuacién caracteristica, supongamos que
la solucién de (16) es de la forma

u(t) = CeM,
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entonces
= CleM = \u ;
/K(s)u(t —8)ds = /K(S)Ce’\(t_s)ds
= CeM / K(s)e™ds = u / K(s)e™ds
y al sustituir en (16) obtenemos
= Ju+ JDU/K(S)G_/\SCZS,
dividiendo entre u obtenemos la ecuacién caracteristica de (13)
A=J+ JD/K(s)e—*Sds (17)

(compdrese con (10)).

5.3. Otro caso mas general

En algunas ocasiones tenemos ecuaciones de la forma
i—f (x,/K(s)G(a:(t— s))ds) (18)
= 1 (i [ K605 ) = fla. 21

con z[z] = [ K(s)G(xs(t))ds. Note que tomando G(z) = x obtenemos
(13). En este caso un punto de equilibrio z, satisface

0= f (wo, / K(S)G(xo)ds) _y (xO,G(xO) / K(s)ds)
— F(z0, Glzo)]).

Tomemos una solucién de la forma x = xy+cu y notemos que podemos
usar la aproximacion

/K(S)G(xo + euy(t))ds =~ /K(s) [G(x0) + G'(x0) - eus(t)] ds
~ Gla) / K(s)ds + £C (o) / K ()us(t)ds

— Glao) + G (z0) / K (s)us(t)ds
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al sustituir en la ecuacién (18), obteniendo

P = f (xo teu, / K(5)G(zo + sus(t))ds>

~ f (:L‘o + eu, G(x0) I + G’ (x /K us(t )ds)
~ f (zo, G(x0)I) + D1 (xo, G(20)I) - €u
4 Dy (0, Glao)]) - £G (o) / K (s)us(t)ds

% (xo, G(x0)]) - eu

(w0, G(20)I) -SG'(xo)/K(s)us(t)ds

~ f (xo,G(x0)]) +

of
0z[z]

= D (20, G(x0)I) - eu + Dy (xg, G(x0)I) - G’ (20) /K(s)us(t)ds.

+

Tomando

J = D1 (230, G(l‘o)[) s
Jp = Da (w9, G(w0)I) - G'(0)

obtenemos la linealizacién de (18)
u:Ju—i—JD/K(s)u(t—s)ds (19)

(comparese con (9) y (16)), cuya ecuacién caracteristica se obtiene exac-
tamente como en el caso anterior obteniendo

A=J+ JD/K(S)G_/\SdS (20)
(compdrese con (10) y (17)).

Definicién 5 Sea xz(0) = ¢ (0) > 0 con 6 € [—oo , 0] la funcion his-
toria (condicion inicial) de la ecuacion (18). Diremos que el equilibrio
xo es estable si para toda € > 0 existe una § = 6 () > 0 tal que
|6 (t) —xo| < 0 en [—oo, 0] implica que cualquier solucion x(t) de
(18) con historia ¢ en [—oo , 0] satisface que |z (t) — xo| < € para toda
t > 0. Si ademds existe una dg > 0 tal que |¢ (t) — x| < 09 en [—o0 , 0]
implica que z(t) tiende a xy cuando t tiende a infinito, diremos que x
es asintoticamente estable.
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Teorema 2 (principio de estabilidad linealizada para ecuaciones con
retardo distribuido) Si la parte real de todas las soluciones de la ecuacion
caracteristica (20) es negativa entonces el equilibrio xy es asintdtica-
mente estable.

Es posible tener diversos tipos de combinaciones de los retardos,
podemos tener dos o méas retardos distribuidos o combinaciones de re-
tardos distribuidos y discretos; en cada caso en la linealizacién y en la
ecuacién caracteristica apareceran los términos correspondientes a cada
tipo de retardo.

5.4. Ejemplos
5.4.1. Ejemplo 1

La ecuacién de Hutchinson considera que los efectos en la poblacién
dependen de un tiempo anterior en lugar del tiempo presente t. Con
el objeto de tener un modelo mas realista debemos considerar que el
retardo dependa de un promedio de todos los tiempos anteriores, y
la ecuacién que resulta entonces se le conoce como una ecuacién con
retardo distribuido o con retardo infinito

i) = ra(t) (1 - %/_;G (t= )z (s) ds) |

donde G(t) es conocida como el niicleo (Kernel) del retardo, G(t) es
una distribucion que nos indica la importancia que tiene en el proceso
cada uno de los tiempos anteriores. En el caso que la funcién G(t) sea la
funcién delta de Dirac regresariamos al caso de la ecuacion logistica con
retardo. En la literatura generalmente se estudian dos casos, cuando
G(t) = ae ™ y cuando G(t) = a’te™', que se conocen como kernel
débil (weak kernel) y kernel fuerte (strong kernel).

A continuacion se muestran las graficas de algunas soluciones de
esta ecuacion con K = 100, r = 0.1 para valores del tiempo t de
0 a 400. Se graficaron las soluciones correspondientes a las funciones
historia constantes x (¢) = 3, 50, 100, 103 y 150, respectivamente para
t € [—00, 0]. Empleamos el mismo intervalo de graficacién y los mismos
valores de los pardametros K y r de las graficas presentadas en secciones
anteriores con el fin de comparar el comportamiento de las soluciones
de la ecuacién logistica con retardo distribuido con el de las ecuaciones
logistica y de Hutchinson. Primero se muestran dos figuras con el kernel
débil y parametro o« = 0.125 y 1.125 . Posteriormente se muestran dos
figuras con el kernel fuerte y parametro a = 0.04 y 0.6 .
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Figura 5: Soluciones de la ecuacion logistica con retardo distribuido y
kernel débil con o = 0.125.
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Figura 6: Soluciones de la ecuacion logistica con retardo distribuido y
kernel débil con o = 1.125.
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Figura 7: Soluciones de la ecuacion logistica con retardo distribuido y
kernel fuerte con a = 0.04.

En las dos gréaficas anteriores notamos que con valores o muy pe-
quenos se presentan oscilaciones, las cuales se van amortiguando hasta
desaparecer conforme « crece y obtener un conportamiento muy simi-
lar al de la ecuacion logistica. Con el kernel débil el punto de equilibrio
x = K es localmente asintéticamente estable para cualquier o > 0. En
contraste, con el kernel fuerte se tiene un valor critico del parametro «
para el cual el punto de equilibrio z = K es inestable por debajo de este
valor y localmente asintéticamente estable por encima del mismo. Tam-
bién se puede observar que las ocilaciones desaparecen al crecer a por
encima del valor critico mencionado, obteniendo un comportamiento
similar al de la ecuacién con kernel débil.

Notese que en estos ejemplos con retardo distribuido el valor del
retardo ya no es el parameto que puede determinar la estabilidad debido
a que hay una infinidad de retardos que son promediados. El tipo de
promedio, determinado por el kernel, es el que determina la estabilidad.
En los ejemplos anteriores el parametro « incluido en el kernel es el
parametro determinante de la estabilidad para el caso del kernel fuerte.
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Figura 8: Soluciones de la ecuaciéon logistica con retardo distribuido y
kernel fuerte con a = 0.6.

5.4.2. Ejemplo 2

Huang - Vandewalle [4] estudian una ecuacién ordinaria (lineal) con
retardo distribuido y retardo discreto (fixed delay) de la forma

§(t) = ay(t) + by(t —7) + / y(t + s)ds,

—T
donde a, b, ¢ € R, y 7 > 0. Haciendo un cambio de variable en la
integral la ecuacion anterior se transforma en

() = ay(t) + by(t —7) + ¢ / "yt — s)ds,

quedando en la forma (13).

Los puntos de equilibrio de esta ecuacion son: 0, si a + b+ ¢ # 0
y cualquier punto de R si a + b+ ¢ = 0. Para el caso en que 0 es el
tnico punto de equilibrio, la linealizacién es

.
i = au + bue " + c/ u(t — s)ds,
0
y la ecuacién caracteristica es

A=a+be "+ c/ e Mds.
0
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Como ocurrié en el caso anterior, esta es también una ecuacion
trascendente y el punto de equilibrio sera asintoticamente estable si
todas las infinitas soluciones de la ecuacion caracteristica tienen parte
real negativa. El andlisis completo de estabilidad esta desarrollado en
4].

5.5. Ejercicio

Encontrar la ecuacién caracteristica de la siguiente ecuacion:
t
z(t) = rx(t) (l—alx(t—T) —aQ/ f(t—s)x(s)ds) ,
—00

donde r, T, al,a2>0;f(t)ZOparatodatZOy/ f(t)dt=1.
0

Agradecimientos

Este trabajo fue parcialmente apoyado por el SNI, niimeros de registro
202539, 33365 y 15284.

Referencias

[1] Grobman, D.M., Homeomorphisms of systems of differential equa-
tions, Dokl. Akad. Nauk SSSR Vol. 128, (1959), pp. 880-881.

[2] Hartman, Philip, A lemma in the theory of structural stability of
differential equations, Proc. A.M.S. Vol. 11 No. 4, (August 1960),
pp. 610-620.

[3] Hartman, Philip, On local homeomorphisms of Fuclidean spaces,
Bol. Soc. Math. Mexicana Vol. 5, (1960), pp. 220-241.

[4] Huang, C., Vandewalle, S., An analysis of delay-dependent stability
for ordinary and partial differential equations with fized and dis-
tributed delays STAM J. Sci. Comput. Vol. 25, No. 5, (2004), pp.
1608-1632.

[5] Ruan, S., Delay Differential Equations in Single Species Dynam-
1cs, in "Delay Differential Equations with Applications”, ed. by O.
Arino, M. Hbid and E. Ait Dads, NATO Science Series II: Mathe-
matics, Physics and Chemistry, Vol. 205, (2006), Springer, Berlin,
pp. 477-517.



92 ANGEL ESTRELLA, GERARDO GARCIA Y ERIC AVILA

[6] Kuang, Y., Delay Differential Equations With Applications in Pop-
ulation Dynamics, Academic Press, San Diego, 1993.

[7] Smith, H., MAT598 Applied Delay Differential Equations, Spring
2004, http://math.la.asu.edu/ halsmith/FDE.pdf

[8] Shampine, L. F., Gladwell, 1., Thompson, S., Solving ODEs with
MATLAB, Cambridge University Press, UK, Chapter 4,(2003), pp.
213-250.



