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1. Introducción

El punto de partida para la realización del presente trabajo es el si-
guiente: consideremos un polinomio de segundo grado en la variable
real x

p(x) = ax2 + bx+ c,

de manera que las ráıces de este son ambas números reales. Como sabe-

mos, las ráıces de este polinomio son r1 = −b+
√
b2−4ac

2a
y r2 = −b−

√
b2−4ac

2a
.

Observemos que r1+r2
2

= −b
2a

es el punto medio del intervalo [r2, r1],

además, también podemos observar que −b
2a

es la ráız del polinomio
p′(x) = 2ax + b. Consideremos ahora un polinomio de segundo grado
en la variable compleja z, p(z) = (z−r1)(z−r2), cuyas ráıces r1 y r2 son
números complejos. De nuevo tenemos que p′(z) = 2z− (r1 + r2), el po-
linomio derivada de p(z), tiene como ráız a s1 = r1+r2

2
. Recordando que

a cada número complejo a+ bi le podemos asociar el punto (a, b) en el
plano Cartesiano, y viceversa, tenemos que el punto asociado al número
complejo s1 es precisamente el punto medio del segmento que une los
puntos asociados a los números complejos r1 y r2. Pero, ¿qué sucede
con los polinomios de grado mayor y las ráıces de sus derivadas?

De manera sorprendente, existe una relación muy interesante entre
los puntos asociados a las ráıces de la derivada de un polinomio y los
puntos asociados a las ráıces del polinomio en śı. Tal relación fué des-
cubierta por primera vez por Gauss y Lucas [4]. El objetivo de este
trabajo es entender el maravilloso Teorema de Gauss-Lucas y algunos
resultados que muestran relaciones entre las ráıces de un polinomio y
las ráıces de su derivada.
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2. Teorema de Gauss-Lucas

Antes de enunciar y demostrar el Teorema de Gauss-Lucas es necesario
introducir algunos conceptos y notación que facilitarán la comprensión
del tema. El primer concepto es la envolvente convexa (para más in-
formación sobre las nociones básicas de Convexidad se puede consultar
[1], [7], [9], [11], [12], por citar algunos).

Definición 2.1. Dado un conjunto X de puntos en el plano, se define la
envolvente convexa como el menor conjunto convexo (por contención)
el cual contiene al conjunto X. Denotamos por convX a la envolvente
convexa de un conjunto dado X.

Dicho de otra manera, si suponemos que en cada uno de los puntos
colocamos un clavo y extendemos una liga y la soltamos de manera
que contenga al conjunto X, la envolvente convexa será precisamente
la curva que describe la liga junto con el interior de esta curva.

puntos asociados a los números complejos r1 y r2. Pero, ¿qué sucede con los
polinomios de grado mayor y las ráıces de sus derivadas?

De manera sorprendente, existe una relación muy interesante entre los puntos
asociados a las ráıces de la derivada de un polinomio y los puntos asociados a
las ráıces del polinomio en śı. Tal relación fué descubierta por primera vez por
Gauss y Lucas [4]. El objetivo de este trabajo es entender el maravilloso Teorema
de Gauss-Lucas y algunos resultados que muestran relaciones entre las ráıces de
un polinomio y las ráıces de su derivada.

2. Teorema de Gauss-Lucas

Antes de enunciar y demostrar el Teorema de Gauss-Lucas es necesario intro-
ducir algunos conceptos y notación que facilitarán la comprensión del tema. El
primer concepto es la envolvente convexa (para más información sobre las no-
ciones básicas de Convexidad se puede consultar [1], [7], [9], [11], [12], por citar
algunos).

Definición 2.1 Dado un conjunto X de puntos en el plano, se define la envol-
vente convexa como el menor conjunto convexo (por contención) el cual contiene
al conjunto X. Denotamos por convX a la envolvente convexa de un conjunto
dado X .

Dicho de otra manera, si suponemos que en cada uno de los puntos colocamos un
clavo y extendemos una liga y la soltamos de manera que contenga al conjunto
X , la envolvente convexa será precisamente la curva que describe la liga junto
con el interior de esta curva.
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Figura 1.

Otra noción importante en Geometŕıa es la de combinación convexa
de puntos. Se define de la siguiente manera.

Definición 2.2. Dados los números reales no negativos λ1, λ2, . . . , λn,
no todos iguales a cero, tales que λ1 + λ2 + . . . + λn = 1, decimos que
el punto

y = λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn
es una combinación convexa de los puntos x1, x2, . . . , xn.

Uno de los teoremas básicos en convexidad establece que la envol-
vente convexa de un conjunto coincide con el conjunto de todas las
combinaciones convexas de puntos de este. Por ejemplo, es fácil ver que
la envolvente convexa de un par de puntos es el segmento de recta que
los une; por otro lado, por Geometŕıa Anaĺıtica básica sabemos que to-
do punto del segmento se expresa como combinación convexa de dichos
puntos.

De igual manera, podemos ver que la envolvente convexa de tres
puntos no colineales es el triángulo que tiene a estos como vértices y
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Figura 1

Otra noción importante en Geometŕıa es la de combinación convexa de puntos.
Se define de la siguiente manera.

Definición 2.2 Dados los números reales no negativos λ1, λ2, . . . , λn, no todos
iguales a cero, tales que λ1 + λ2 + . . .+ λn = 1, decimos que el punto

y = λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn

es una combinación convexa de los puntos x1, x2, . . . , xn.

Uno de los teoremas básicos en convexidad establece que la envolvente convexa
de un conjunto coincide con el conjunto de todas las combinaciones convexas de
puntos de éste. Por ejemplo, es fácil ver que la envolvente convexa de un par de
puntos es el segmento de recta que los une; por otro lado, por Geometŕıa Anaĺıtica
básica sabemos que todo punto del segmento se expresa como combinación
convexa de dichos puntos.
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Figura 2

De igual manera, podemos ver que la envolvente convexa de tres puntos no
colineales es el triángulo que tiene a éstos como vértices y que todo punto
contenido en éste se expresa de manera única en la forma z = λ1x1+λ2x2+λ3x3,
con λ1, λ2, λ3 ≥ 0 y λ1 + λ2 + λ3 = 1. Para convencernos de esto último,
consideremos un punto z contenido en el triángulo de vértices x1, x2 y x3. Si z
coincide con alguno de los vértices del triángulo, entonces se cumple la afirmación
anterior de manera clara; si z está en el interior de alguno de los lados del triángulo
△x1x2x3, por decir en el lado x1x2, entonces z = α1x1 + α2x2, para un par de
números no negativos α1, α2, los cuales cumplen α1 + α2 = 1. Supongamos
entonces que z está en el interior del triángulo △x1x2x3. Sea m el punto sobre
x2x3 el cual es colineal con z y x1. Tenemos lo siguiente:

m = αx2 + (1− α)x3 y z = βm+ (1− β)x1 para α, β ∈ (0, 1).

3

Figura 2.

que todo punto contenido en este se expresa de manera única en la
forma z = λ1x1 + λ2x2 + λ3x3, con λ1, λ2, λ3 ≥ 0 y λ1 + λ2 + λ3 = 1.
Para convencernos de esto último, consideremos un punto z contenido
en el triángulo de vértices x1, x2 y x3. Si z coincide con alguno de
los vértices del triángulo, entonces se cumple la afirmación anterior de
manera clara; si z está en el interior de alguno de los lados del triángulo
4x1x2x3, por decir en el lado x1x2, entonces z = α1x1 + α2x2, para un
par de números no negativos α1, α2, los cuales cumplen α1 + α2 = 1.
Supongamos entonces que z está en el interior del triángulo 4x1x2x3.
Sea m el punto sobre x2x3 el cual es colineal con z y x1. Tenemos lo
siguiente:

m = αx2 + (1− α)x3 y z = βm+ (1− β)x1 para α, β ∈ (0, 1).

Después de hacer la sustitución de m en la segunda expresión se obtiene
que

z = (1− β)x1 + βαx2 + β(1− α)x3,

de donde al hacer λ1 = 1− β, λ2 = βα y λ3 = β(1−α) se obtienen la
expresión buscada para z ya que λ1, λ2, λ3 ≥ 0 y λ1 + λ2 + λ3 = 1.

Después de hacer la sustitución de m en la segunda expresión se obtiene que

z = (1− β)x1 + βαx2 + β(1− α)x3,

de donde al hacer λ1 = 1−β, λ2 = βα y λ3 = β(1−α) se obtienen la expresión
buscada para z ya que λ1, λ2, λ3 ≥ 0 y λ1 + λ2 + λ3 = 1.
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Una vez vistas las nociones anteriores, estamos en condiciones de enunciar y de-
mostrar el teorema tan esperado. Sin embargo, mostraremos primero un relación
entre las ráıces de un polinomio y las ráıces de su derivada la cual se obtiene de
manera sencilla de las fórmulas de Vieta.

Proposición 2.1 El centroide de las ráıces de un polinomio coincide con el
centroide de las ráıces de su derivada p′(z) = nanz

n−1+(n−1)an−1z
n−2+. . .+a1.

Demostración. Sea p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0 el polinomio dado,
donde an, an−1, . . . , a0 son números complejos. Si r1, r2, . . . , rn y r′1, . . . , r

′
n−1

son las ráıces de p(z) y p′(z) = nanz
n−1 + (n− 1)an−1z

n−2 + . . .+ a1, respec-
tivamente, entonces por las fórmulas de Vieta

an−1

an
= −(r1 + r2 + . . .+ rn)

(n− 1)an−1

nan
= −(r′1 + r′2 + . . .+ r′n−1).

Se sigue que

r1 + r2 + . . .+ rn
n

=
−an−1

nan
=

r′1 + r′2 + . . .+ r′n−1

n− 1
,

es decir, los centroides de {r1, r2, . . . , rn} y {r′1, r′2, . . . , r′n−1} coinciden. �
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Una vez vistas las nociones anteriores, estamos en condiciones de
enunciar y demostrar el teorema tan esperado. Sin embargo, mostrare-
mos primero un relación entre las ráıces de un polinomio y las ráıces
de su derivada la cual se obtiene de manera sencilla de las fórmulas de
Vieta.
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Proposición 2.3. El centroide de las ráıces de un polinomio coincide
con el centroide de las ráıces de su derivada p′(z) = nanz

n−1 + (n −
1)an−1z

n−2 + . . .+ a1.

Demostración. Sea p(z) = anz
n +an−1z

n−1 + . . .+a1z+a0 el polinomio
dado, donde an, an−1, . . . , a0 son números complejos. Si r1, r2, . . . , rn y
r′1, . . . , r

′
n−1 son las ráıces de p(z) y p′(z) = nanz

n−1 +(n−1)an−1z
n−2 +

. . .+ a1, respectivamente, entonces por las fórmulas de Vieta

an−1

an
= −(r1 + r2 + . . .+ rn)

(n− 1)an−1

nan
= −(r′1 + r′2 + . . .+ r′n−1).

Se sigue que

r1 + r2 + . . .+ rn
n

=
−an−1

nan
=
r′1 + r′2 + . . .+ r′n−1

n− 1
,

es decir, los centroides de {r1, r2, . . . , rn} y {r′1, r′2, . . . , r′n−1} coinciden.

Teorema 2.4 (de Gauss-Lucas). Las ráıces de la derivada de un poli-
nomio de variable compleja pertenecen a la envolvente convexa de las
ráıces del polinomio en śı mismo.

Demostración. Sea p(z) = anz
n +an−1z

n−1 + . . .+a1z+a0 el polinomio
dado, donde an, an−1, . . . , a0 son números complejos. Por el Teorema
Fundamental del Álgebra tenemos que el polinomio se puede factorizar
como

p(z) = an(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn),

donde z1, z2, . . . , zn son las ráıces de p(z). Por simplicidad, analizaremos
solamente el caso cuando todas las ráıces son distintas. Derivando p(z)
y haciendo el cociente con p′(z) obtenemos que

p′(z)

p(z)
=

1

z − z1

+
1

z − z2

+ . . .+
1

z − zn
.

Multiplicando cada una de las fracciones por su número complejo con-
jugado obtenemos que

p′(z)

p(z)
=

z − z1

|z − z1|2
+

z − z2

|z − z2|2
+ . . .+

z − zn
|z − zn|2

.

Ahora, si alguna de las ráıces de p′(z) coincide con alguno de los núme-
ros z1, z2, . . . , zn, entonces ya acabamos porque en tal caso esta perte-
nece de manera trivial a la envolvente convexa de las ráıces de p(z). Por
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el contrario, si z0 es una ráız de p′(z) diferente a z1, . . . , zn, entonces
dado que p′(z0) = 0 tenemos

0 =
z0 − z1

|z0 − z1|2
+

z − z2

|z − z2|2
+ . . .+

z0 − zn
|z0 − zn|2

.

Como el conjugado de 0 es de nuevo 0, se sigue que

0 =
z0 − z1

|z0 − z1|2
+

z0 − z2

|z0 − z2|2
+ . . .+

z0 − zn
|z0 − zn|2

.

Despejando de esta última expresión a z0 tenemos que

z0 =

1
|z0−z1|2 · z1 + . . .+ 1

|z0−zn|2 · zn
1

|z0−z1|2 + . . .+ 1
|z0−zn|2

.

Si hacemos λi =
1

|z0−zi|2
1

|z0−z1|2
+...+ 1

|z0−zn|2
, para cada i = 1, 2, . . . , n, tenemos

que z0 = λ1z1 +. . .+λnzn con cada λi ≥ 0, λ1 +. . .+λn = 1. Lo anterior
significa que z0 es combinación convexa de z1, z2, . . . , zn. Por lo tanto,
z0 está contenido en la envolvente convexa de las ráıces de p(z).

3. Teorema de Siebeck y elipse de Steiner

En el caso de polinomios de grado 3 es posible decir aún más. Las
ráıces de la derivada del polinomio son los focos de la elipse que es
tangente a los lados del triángulo en sus puntos medios, cuyos vértices
son las ráıces del polinomio original. Tal teorema es conocido como
Teorema de Marden, sin embargo, Marden en su libro Geometry of
polynomials [8] le atribuye el teorema a Siebeck [10] en un art́ıculo que
data de 1864. Por otro lado, dado un triángulo, existe una única elipse
la cual hace contacto con este en sus puntos medios. Esta elipse es
conocida como elipse de Steiner y tiene mucha importancia en varios
resultados de Geometŕıa Convexa (ver por ejemplo [1], [2], [5], [6]).
Antes de demostrar el Teorema de Siebeck notemos lo siguiente:

Observación 3.1. Dado un punto x en una recta ` y un par de puntos
p, q en el mismo semiplano determinado por `, existe una elipse tangente
a ` en el punto x y con focos p y q si y solo si los ángulos que forman
los segmentos [p, x] y [q, x] con ` son iguales.

Observación 3.2. Dado un ángulo de vértice x y un par de puntos
p, q contenidos en su interior, existe una elipse tangente a los lados del
ángulo, con focos p y q, si y solo si los ángulos que forman los segmentos
[p, x] y [q, x] con los lados del ángulo son iguales.
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3. Teorema de Siebeck y elipse de Steiner

En el caso de polinomios de grado 3 es posible decir aún más. Las ráıces de
la derivada del polinomio son los focos de la elipse que es tangente a los lados
del triángulo en sus puntos medios, cuyos vértices son las ráıces del polinomio
original. Tal teorema es conocido como Teorema de Marden, sin embargo, Marden
en su libro Geometry of polynomials [8] le atribuye el teorema a Siebeck [10]
en un art́ıculo que data de 1864. Por otro lado, dado un triángulo, existe una
única elipse la cual hace contacto con éste en sus puntos medios. Esta elipse es
conocida como elipse de Steiner y tiene mucha importancia en varios resultados
de Geometŕıa Convexa (ver por ejemplo [1], [2], [5], [6]). Antes de demostrar el
Teorema de Siebeck notemos lo siguiente:

Observación 3.1 Dado un punto x en una recta ℓ y un par de puntos p, q en el
mismo semiplano determinado por ℓ, existe una elipse tangente a ℓ en el punto x
y con focos p y q si y sólo si los ángulos que forman los segmentos [p, x] y [q, x]
con ℓ son iguales.
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Observación 3.2 Dado un ángulo de vértice x y un par de puntos p, q conteni-
dos en su interior, existe una elipse tangente a los lados del ángulo, con focos p
y q, si y sólo si los ángulos que forman los segmentos [p, x] y [q, x] con los lados
del ángulo son iguales.
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Observación 3.3 Si recordamos, además, que al multiplicar dos números com-
plejos su argumentos se suman, podemos expresar las observaciones anteriores
como sigue: si x y y son dos puntos sobre la recta ℓ (ver Figura 4) de manera
que x está en el interior del segmento [w, y], entonces ∡wxp = ∡yxq si y sólo

si arg
(
p−x
w−x

)
= arg

(
y−x
q−x

)
, es decir, si y sólo si

arg[(p− x)(q − x)] = arg[(w − x)(y − x)].

Lema 3.1 Sean r y s las ráıces de la derivada del polinomio
p(z) = (z − a)(z − b)(z − c). Entonces los puntos correspondientes a r y s
son conjugados isogonales con respecto al triángulo △abc.
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Figura 6.

Demostración. Probaremos que ∠bar = ∠cas. Sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que a = 0, dado que substrayendo a de a, b y c, cambiamos las

7
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Observación 3.3. Si recordamos, además, que al multiplicar dos núme-
ros complejos su argumentos se suman, podemos expresar las observa-
ciones anteriores como sigue: si x y y son dos puntos sobre la recta `
(ver Figura 4) de manera que x está en el interior del segmento [w, y],

entonces ]wxp = ]yxq si y solo si arg
(
p−x
w−x

)
= arg

(
y−x
q−x

)
, es decir, si

y solo si

arg[(p− x)(q − x)] = arg[(w − x)(y − x)].

Proposición 3.4. Sean r y s las ráıces de la derivada del polinomio
p(z) = (z − a)(z − b)(z − c). Entonces los puntos correspondientes a r
y s son conjugados isogonales con respecto al triángulo 4abc.

Demostración. Probaremos que ∠bar = ∠cas. Sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que a = 0, dado que substrayendo a de a, b
y c, cambiamos las ráıces de la derivada de p(z) por −a. Geométrica-
mente esto corresponde a la traslación por el vector −a. Obtenemos
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Observación 3.3 Si recordamos, además, que al multiplicar dos números com-
plejos su argumentos se suman, podemos expresar las observaciones anteriores
como sigue: si x y y son dos puntos sobre la recta ℓ (ver Figura 4) de manera
que x está en el interior del segmento [w, y], entonces ∡wxp = ∡yxq si y sólo

si arg
(
p−x
w−x

)
= arg

(
y−x
q−x

)
, es decir, si y sólo si

arg[(p− x)(q − x)] = arg[(w − x)(y − x)].

Lema 3.1 Sean r y s las ráıces de la derivada del polinomio
p(z) = (z − a)(z − b)(z − c). Entonces los puntos correspondientes a r y s
son conjugados isogonales con respecto al triángulo △abc.
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Demostración. Probaremos que ∠bar = ∠cas. Sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que a = 0, dado que substrayendo a de a, b y c, cambiamos las
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que p(z) se convierte en el polinomio z3 − (b+ c)z2 + bcz con derivada
p′(z) = 3z2 − 2(b + c)z + bc. Por el Teorema de Vièta tenemos que
el producto de las ráıces de p′(z) es igual a 1

3
bc. Esto significa que el

producto de b y c tiene el mismo argumento que el producto de r y s, se
sigue por la Observación 3.3 que ∠bar = ∠cas. De manera semejante
se prueba que ∠abr = ∠cbs y ∠acr = ∠bcs. Por lo tanto, r y s son
conjugados isogonales con respecto al triángulo 4abc.

Ahora, de la Observación 3.2 tenemos que existe una elipse E con
focos r y s la cual es tangente a los lados ab y bc, de manera análoga
tenemos que existe una elipse E ′ tangente a ab y ac. Dado que la elipse
con focos r, s y tangente a ab es única, se sigue que E ′ = E . Sea d = c/2,

tenemos que (s − d)(r − d) = (s − c
2
)(r − c

2
) = sr − c

2
(s + r) + c2

4
,

además, como r+ s = 2
3
(b+ c) y rs = bc

3
, tenemos que (s− d)(r− d) =

bc
3
− c

3
(b + c) + c2

4
= − c2

12
= (c − c

2
)( c

3
− c

2
). De la Observación 3.1

tenemos que E es tangente al lado ac del triángulo. De igual manera se
demuestra que E es tangente a ab y bc en sus puntos medios. Con esto
hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.5 (de Siebeck). Sea p(z) un polinomio cúbico con coefi-
cientes complejos cuyas ráıces z1, z2, z3 son puntos no colineales en el
plano complejo. Entonces existe una única elipse inscrita en el triángu-
lo 4z1z2z3 tangente en sus puntos medios. Los focos de esta elipse son
las ráıces de p′(z).

4. Conjetura de Sendov

Finalmente, enunciamos una conjetura la cual fué formulada por el
matemático búlgaro Bl. Sendov en 1962. Sobre esta conjetura es valioso
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mencionar que existen más de 90 art́ıculos de investigación publicados y
que la conjetura solo ha sido demostrada para algunos casos especiales.
Entre las cosas que se saben, la conjetura es cierta para polinomios de
grado a lo más 8 ó para polinomios cuyas ráıces están todas sobre una
misma circunferencia. El enunciado de la conjetura es el siguiente:

Conjetura de Sendov. Si todos los ceros de un polinomio p(z), de
grado n ≥ 2, están contenidos en un disco de radio r y z1 es un cero
de p(z), entonces el disco con centro z1 y radio r contiene al menos un
cero de la derivada p′(z).

En [3] Cohen y Smith dan una demostración muy sencilla para la
conjetura de Sendov en el caso de polinomios de la forma p(z) =
(z − z1)n1(z − z2)n2(z − z3)n3 , con n1, n2, n3 enteros positivos. La de-
mostración para el caso cuando el polinomio tiene un cero múltiple, es
decir, cuando n1 + n2 + n3 ≥ 4, es especialmente sencilla. Antes de dar
la demostración de esta afirmación, necesitamos primero demostrar el
siguiente lema.

Lemma 4.1. Sea z0 una ráız de un polinomio p(z). Supongamos que la
multiplicidad de z0 es un número entero k ≥ 2. Entonces z0 es también
una ráız de p′(z) con multiplicidad k − 1.

Demostración. Supongamos que el grado de p(z) es n y que la multi-
plicidad de z0 es k, entonces tenemos que p(z) = a(z − z0)kq(z), donde
q(z) es un polinomio de grado n − k y para el cual se cumple que
q(z0) 6= 0. Como

p′(z) = a[k(z − z0)k−1q(z) + (z − z0)kq′(z)]

tenemos que p′(z) = a(z−z0)k−1[kq(z)+(z−z0)q′(z)]. Es decir, p′(z) se
factoriza como el producto de a(z − z0)k−1 por un polinomio de grado
n − k. Como k − 1 ≥ 1, tenemos que z0 es un cero de p′(z), además,
como

kq(z0) + (z0 − z0)q′(z0) = kq(z0) 6= 0,

tenemos que la multiplicidad de z0 como ráız del polinomio p′(z) es
k − 1.

Proposición 4.2. Sea p(z) = (z − z1)n1(z − z2)n2(z − z3)n3, con n =
n1 + n2 + n3 ≥ 4, un polinomio cuyos ceros z1, z2, z3 son distintos y
están contenidos en el disco unitario centrado en el origen. Entonces,
p′(z) tiene al menos un cero contenido en el disco |z − z1| ≤ 1.

Demostración. Si n1 ≥ 2 entonces por el Lema 4.1 tenemos que z1

es también un cero de p′(z); aśı de este modo se cumple de manera
trivial la conclusión de la proposición. Supongamos ahora que n1 = 1,
de nuevo aplicando el Lema 4.1 tenemos que

p′(z) = n(z − z1)n1−1(z − z2)n2−1(z − z3)n3−1(z − w1)(z − w2), (1)
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para algún par de números complejos w1 y w2. Por otro lado, tenemos
que p(z) = (z − z1)q(z), para algún polinomio q(z) de grado n − 1.
Entonces, dado que p′(z) = q(z) + (z − z1)q′(z) tenemos que

p′(z1) = q(z1) = (z1 − z2)n2(z1 − z3)n3 . (2)

De (1) y (2) obtenemos que

n(z1 − w1)(z1 − w2) = (z1 − z2)(z1 − z3).

Por la desigualdad del triángulo tenemos que |z1 − z2| ≤ |z1|+ |z2| ≤ 2
y también |z1− z3| ≤ 2, entonces |z1−w1| · |z1−w2| ≤ 4

n
≤ 1. Se sigue

que |z1 − w1| ≤ 1 ó |z1 − w2| ≤ 1.
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