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INTRODUCCIGCY

Los presentes apuntes de geometria estdn basados en cursos im-
partidos de la materia llamada "Geometria Axiomé&tica™, materia que
corresponde al plan de estudios del Colegio de Matemiticas de la -
Escuela de Ciencias Fisico Matem&ticas de la Universidad Autdnoma
de Puebla. Los cursos han sido impartidos desde 1872, tanto por el
autor de estas notas como por los profesores José de Jeslis Perez Ro
mero y Fernando Veldzquez, agradecié&ndoles a amb os las sugerencias
v correcciones al manuscrito de estos apuntes, asi como a las malti-~

ples observaciones de nuestros alumnos.

La idea original de estas notas es la de construir la Geometria
Fuclideana usando (nicamente la teoria de los conjuntos y posterior-
mente, sobre esta base, presentar a los nimercs reales. Esta es la
idea que se sigue en el libro de Artin "Geometric Algebra™, en donde
a partir de ciertas propiedades geomé&tricas se construye un campo, ¥y
usando este campo se introducen coordenadas para los puntos de la gec
metria. La intenci®n es presentar a les alumnos de matemdticas, la -
geometria elemental con un rigor comparable al usado en los cursos de

C&lculo.

Esperamos que estas notas sirvan no scolamente a los alumnos de
nuestra Escuela, sino también a todas las personas interesadas en la
Matem&tica. Para poder leer estos apuntes no se necesita conocimien

tos previos, salvo cierta madurez matemdtica.

Puebla, Pue.
Septiembre 74 - Abril 75.



CAPITULC T.

APUNTES DE GEOMETRIA

Primera Parte

1. Trabajaremos sobre el plano infinito, un concepto gue
no definiremos, perc que sin embargo es intuitivamente claro.
Ademds supondremos que el plano estd formado de puntos y que -
hay ciertos subconjuntos del plano que llamaremos rectas, y es
tos subconjuntos cumplirdn ciertos axiomas que iremos enuncian

do en la primera parte de estos apuntes.

Axioma 1. Por dos puntos distintos cualesguiera del pla-

no, pasa una recta y sblo una.

2. El Orden. Ahora describamos la nocidn que todos tene

mos de "a la derecha de™ & "abajo de".

31 sobre el plano trazamos una recta inclinada ¢ y sobre - |
la recta & nos fijamos en dos puntos P y Q sabemos cuando P esté:

o no a la izcuierda de Q. Veamos qué propiedades tiene esta re-

lacidn.
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Tomaremos una relacidn aparentemen-
te mds complicada que la de estar a
la izquierda de, precisamente esta:
P estéd a la izquierda de o es igual

a Q-

P estd& a la izquierda de Q o bien P

es igual a Q.

Ahora bien con el fin de hacer mas cdmodos 1os razcnamien
tos pondremos:
P ®«

s1 P estd a la izquierda de Q o bien P = Q.

Podemos ficilmente ver que se cumplen las siguientes propie
dades:

a) Palb

bP) SiPoaoQ yv Q@ & P entonces P = Q

¢) SiPaoQ vy Q@ o E entonces PuR

d) Dados dos puntos P y @ sobre la recta % enton
ces PoQ & QuP. Cualgquier relacidn que satis-
faga a), b}, ¢) y d) se llamar& una relacidn

de orden.

Asi si1 reemplazamos "estd a la izquierda de, o es igual a”
por "estd a la derecha o es igual a" se obtienen las mismas pro
piedades. Ahora bien si tomamos una recta vertical, la relacidn

"estd a la izquierda de ¢ es igual a" carece de sentido, podemos _
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sin embargo, usar la relacibn "estd arriba de o es igual a”

que como es facil de ver satisface a), b), c) vy 4).

Observemos ademds que si % es una recta y a« es una relacidn

de orden, entoces la relacidn o' definida por

P o' Q si y solamente 51 Q a P

También satisface a), B), ¢) y d), a este orden le llama_

12

mos el orden inverso de o.

Ejemplos:

1) El orden inverso de la relacidn "estd a la izquierda
de o es igual a" es: "est& a la derecha de o es igual
a".

2) El orden inverso de la relacidn "estd arriba de o es -

igual a" es: "estd abajo de o es igual av.

Axioma 2. Para cada recta & podemos escoger UGnicamente dos

&
B

drdenes, el orden @ y su inverso a'.

Definicidn 3. Si P # Q son dos puntos de £, y o es uno de

los 6rdenes de & con P o @ entonces al conjunto de puntos R de *
la recta % tales que P « Ry R ¢ Q le llamaremos el segmento de

terminado por P y Q y lo denotaremos por [P,QI.

3. Los movimientos del plano. Imaginemos que sobre el pla
no en que trabajamos colocamos un segundo plano movible y trans_

parente. Entonces si deslizamos este segundo plano sin romperlo
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. .. . .
ni arrugarlo sobre nuestro plano, este movimiento produciré& una

transformacidn de nuestro plano de la manera siguiente:

a) Fijemos el movimiento del plano transparente, esto

es, tomemos un cierto movimiento fijo.

b) Ahora tomemos P un punto cualquiera de nuestro plano P,

calquémoslo en el plano transparente en cierto punto

Py, efectuemos el movimiento fijo que tenemos, ahora

calquemos de nueva cuenta el punto P, sobre nuestro -
plano obteniendo un nuevo punto P'. Si denotamos por
M al movimiento, a P' lo denotaremos por m(P). Esta -~
transformacidn tiene la propiedad de ser biyectiva es
to es, s1 m(P) = m(P'), P = P' y para cualquier QeP

existe una Q'eP, con Q@ = m(Q').

Ahora bien si1 mi y m2 son movimientos como los anteriores
y los efectuamos uno a continuacidn del otro, digamos primero
m y luego m,, esto da lugar a un nuevo movimiento, al que de-
notaremos por mpo M; y la funcidn a que da lugar es la siguien
te:

P - mz (IIH(P))

Si consideramos la transformacidn idéntica I dada por.

I (P) = P es conveniente considerarla también como provenien-

te de un movimilento.

Si M es un movimiento, podemos hacer el movimiento contra-

-1 » -,
rio m y éste da lugar a una funcidn:



P -+ m i(P)

con la propiedad de que m }{m(P)) = P y m{(m '(P)) = P para to

do punto P del plano. Asi supondremocs el siguiente axioma:

Axioma 3. 8i en el planc sobre P hay una coleccidn de-
transformacicnes biyectivas, a las que llama

remos "movimientos" y éstas son talés que:
i) Si m vy  MyeM, TWye M estd en M

ii) La transformacién I dada por I(P)=P

para toda P en P estd en M.

-1

iii) Si m estd en M, m~! es la transformacidén

tal que m~' o m=m o m 'z I estd tam

bién en M.

Axioma 4. Si & es una recta y {A,B] un segmento de la

ta, entonces si M egs un movimiento, m(2) es una

recta y mlA,B] = [m(A),m(B)]J,

Definicidén 4. Sean [A,B] y [C,D] dos segmentos, diremos

que longitud de [A,B] = longitud de [C,D] y pondremos L[A,Bl=

=Llc,dlsi existe un movimiento meM tal que

m [A,B] = [mM(A),®m (B)] = [C,DI]

Definicién 5. Sea QeP y [A,B] un segmento de recta. La

cunferencia de centro Q y radio igual a la longitud de [A,B]

igual al conjunto de puntos R tales gque L{R,Q1 = L[A,B], a
conjunto lo denotaremos por C (Q); Q se llama el centro

{A,r]

circunferencia.
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Axioma 5. 81 C es una circunferencia y % una recta gue pasa

por el centro de la circunferencia, entonces & intersecta a C en

{inicamente dos puntos P; y P,, ademds Q el centro estd en [P;,P2]

Definicidn 6. Sea C una circunferencia, P un punto arbitra-

rio del planc, supongamos P = Q el centro de la circunferencia, -
tracemos la recta £ determinada por P y Q (Axioma 1) sean Py y P2
sus intersecciones con C (Axioma 5), diremos que P estid en el ex-
terior de C si P ¢ [P;,P,] vy diremos que esti en el interior si

P = Q 6 PG[P);PI].

Axioma 6. Sean C; y Cz; dos circunferencias, supongamos que

hay un punto de C, que estd en el interior de C,

y que también ekiste un punto de C» gque estd en

el exterior de C;, entonces hay un punto comfln a

Cy v Cz.

4. Angulos entre semirrectas.

Definicidén 7. Sea % wuna recta, P un punto de £ y ¢ un

orden de X, entonces al conjunto de punteos Q de £, tales que

P o §Q se le llamard la semirrecta determinada por P y u, a P le
llamaremos el punto inicial de la semirrecta. La coleccidn de
puntos R tales que R a¢ P también forman otra semirrecta, de ma-
nera tal que la unidn de estas dos semirrectas en la recta to--

tal. Estas semirrectas se llaman complementarias.



Definicién 8. Si. P es un punto del plano y 21 y %, son

‘semirrectas que parten de Py Yy 21 %2 son semirrectas que
‘parten del punto P', diremcs que el &ngulo formado por £; ¥
%, es igual al &ngulo formado por &} y %; s1 existe meM

con  m(2;) =2} y m(2z2 ) =2, y pondremos

A e, S Yo M
fﬁ;,lz) = (21,21)

Definicién 9. Sean dos semirrectas que se inician en un

punto P, diremos que el &ngulo formado por £ vy &; es recto -

=R ay

-~ PO
<21,2 ) = (Ql,ﬁf)
en dende &' es la semirrecta complementaria de 2.

"N ~N
Axioma 7. 8i {(%:1,%22) es recto y (g{,zz) tambiédn es
g . f
recto, entonces (L1,%,) = (23,2;)



Axioma 8. (Axioma V de Euclides). Dada una recta £ y un

punto P exterior a %, por P para una paralela a L y s6lo una.

8. Propiedades acerca de la igualdad entre semirrectas y &ngu-

los.

Propiedad 1. L [A,B] = L[A,B]

Demostracidn., I[A,B1=[A,B] y comec IesM((ii) del Axioma 3j.

L[A,BI=L[A,B](por definicibn)

Propiedad 2. Si L[A,BI= L[A',B'] entonces

L[A',B"]= L[A,BI]

Demostracidn: Como L[A,B} = L[A',B']

existe meM con m[A,B] = [A',B'] (por definicidn)

perc m *eM (por iii) del Axioma 3)

m ' CA'",8'] = m 'm[A,B]= I[A,BI=[A,B]

LLA®*,B*]1=L{A,B] (por definicibn)

Propiedad 2, Si L[A,Bl= L[A',B'] ¥

LCA',B'] = LLA",B™]

entonces LLA,B] = LLA",B"]

Demostracidn: Como L[{A,BT = L[A',B']

existe mieM con

mi[A,B] = [A',B'] (por definicidn)
y como L[A',B'] = LLA",B"]

existe mzeM con

m[AY,B'] = [A",B"] (por definicifn)



o & magml[A,B:I: mZ(m]_[A,B]} = mz([A' ,B']) =

perc miem; € M (por i)

? L[A,B] =

10,

[Aﬂ ,B"]

Axiloma 4)

LLA",B"] por definicién

L.Q.D.D.

Se tienen propiedades anflogas para la igualdad de Angu--

. losy esto es

Propiedad 1. (L1.kz)

Propiedad 2. 81 (2;,22)

entonces (),23) =

Propiedad 3. 8i (%1,%2)
t~ 1
vy (Z15%2)

entonces (f3,43)

Axioma 9.

L[A,B] =

[

i

(L1,82)

= ( R'!lgﬂ"z)

~

(Er.l :2'2)

e
(21 ,22)

(21 , )

= (27 2Y)

(Simetria de la longitud)

L[B,A]

(En otras palabras existe un movimiento m, tal que m(A)=B y m(B)

6. Los tridngulos y algunas de sus propiedades.

Definicidn 6.1

Xy

Sean tres rectas distintas 23,

L2, 23, supongamos que 23 Y21
cortan a £, en A y en B respec
tivamente v C sea la inteprséccidn

de 2, y %3 entonces el conjunto
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formado por los puntos gue estl&n en [A,B], los ques estdn en
[B,C] vy los que estdn en [C,A] se le llamard el tridngulo

ABC.

Definicidn 6.2. Diremos que dos trifdngulos A; y Az

son iguales si existe meM tal que m(A:) = A

Definicién 6.3. Diremos que el tridnguloc ABC es equi

latero si L[A,B] = LI[B,C] = L{C,A].

Proposicidn 1. Dadc un segmento de recta [A,B], entonces

sobre [A,B] podemos trazar un trifngulo eguildtero.

Demostracién. Sean [A,B] el

segmento de recta dado. Con-
sideremos las circunferencias

(A) (B). B es

Y Cra,s]
(A), (1)

Cra,n)

ta en C[A,B]

yva que L[B,A] = L[A,B] (Axio-

ma 9) B esti en el interior de

) B
Al ] C[A,B](B) (ya que es el centro).
Sea & la recta determinada por

Ay B (Axioma 1). & pasa por

el centro de C (A), entonces por el Axioma § & corta a.

fa,B8]
C[A BJ(A) en dos puntos, uno de ellos en B por (1) el otro diga
H

mos B' v A estd en [B,B'] (por el Axioma S5).
Podemos suponer que A estd@ en [B',B]

B'" & A aB (2)
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de igual manera & corta a C[A B](B) en dos puntos, uno de ellocs
es A porque L[A,Bl= L [A,B] vy en alglin otro A', y B estd en

[A,A'] (Axiocma 5) . .

AeBaA' & A' o BaA,
pero como A a B por (2) la segunda relacidn no =puede
tenerse ya qQue si se tuviera B o A , por la propiedad b) del or

den o se tendria A=B, peroc A = B.

Asi que A o B a A'

B" a Ao Bo Al

. « B' estd en el exterior de Cra BﬁA} tenemos dos puntos,
2
uno B que estd en el interior de Cra B](B) y otros B' que estd
H

en el exterior

por el Axioma 6 existe P gque estd en C[A,B](B) y en
C[A,B](A) asi que
LLP,A] = L[A,B] porque P esti en C[A,B](A)
L[P,B] = L[A,B] porque P estid en C[A,B](B)
en consecuencia el tridngulo PAB es equildtero L.9.Q.P.
Definicidn 6.3 Sean [A,B] y [C,D] dos segmentos de - - — ¥

recta dados, diremos que L[A,B] < L[C,D] si existe un movimiento?

m,tal que

<

mlA,B] # [C,D]
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A szx
¢ mlA) m (B) D

Proposicidn 2. Dados dos segmentos de recta [A,B] y [C,D]

entonces o bien tienen longitudes iguales o bien algunc de

esos segmentos tiene longitud mayor gue el otro.

Demostraci#n. Sea [A,B] el segmento dado. Consideremos

C[C DI(A) entonces si & es la recta determinada por A y B exis
-

ten dos puntos Q:, Qz en £ y en ](A), escojamos entre Qi

re,p
y Q2 aquella Qi, i=1 6 2, tal que B y Qi estén del mismo lado con respec
to a A esto es:

A a Qi Q a B

-]

Ahora bien por d) de las propiedades de orden
i i

QiaB’BCtQ, B B =20

Si Q. a B

i , entonces [A,QilifA,Bj

y como L[A,Qi] = LL[C,D], existe meM con
m{C,D1 =[4,Q,1 % [A,B]
LLC,D] < LLA,RBR] , etc.

Proposicidn 3. Si dos triéngulos tienen dos lados respecti-

vamente iguales, y los angulos formados por esos lados son igua-

les, entonces los tridngulos son iguales.




Caso 1. i4.

Si (2-1,2-2) = (21,2;)
vy L[A,B] = L[A',B'], L[A,C) = L[A'",C'] entonces el tridngulo

ABC es igual al tri&ngulo A' B' ('

Demostracidn. Como (R3,%2) = (L1 %£2),existe m en M con

_ T
m(&y) = 21 m2;) = {(por definicidn)

m(B) estd en la semi recta 2; (porque m(%;)
= 21)
pero LLA".,m(3)1 = LIm(A),m(B}] = LLA,B] =
LLAY,B']
Asi que la recta determinada por %£; corta al circulo
C[AﬁB}(A‘) en los puntos m(B) y B' pero como ambos estan del mis
mo lado con respecto a A, entonces por el Axioma 5 m{B)=B', de -

A A
igual manera se prueba que m{c)=C' m(ABC) = A'B'(
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. « el tridngulcAB es igfal al triingulo A'B'C'.

L.0.Q.D.

CASO 2.

L[A,B]

LLA',B']

i

L[A,CY = L[A',C']

¥y (R1,82) = (21521

En tal caso no se puede afirmar que los dos .tri@ngulos sean
iguales (dada la definicibédn de igualdad que hemos enunciadc an-
tes). Sin embargo obtendremos bastante informacidn si se supone

el siguiente axioma:

Axioma 10. Sea 2 una recta arbitraria del plano, entonces
existe una transformacidn SE inica que cumple las siguientes --
propiedades

i) Si Pek §,(P) = p

ii) Si [A,B] es un segmento de recta Si[A,BJ = [S£(A),S£(B)}

es otro segmento de recta y LLA,BI=L[S (A), S,{B)] )

iii) f$§;£1wy?&z@sqn:semirfectas que parten de P, §,(2) ¥y Sﬁfﬁgi
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son semirrectas qQue parten de S£(P) y

(82(21),82(22))=(23,£1)

Caso 2. {(Continuacidn)

Notacidén: Si ABC es un tridngulo BCA denotarid el angulo
formade por las semirrectas que se inician en C y determinadas

por B y A respectivamente.

Si BAC = C'A'B' y L[A,B] = L[A',B'] y L[A,C]= L[A',C']

entonces L[B,C] = LIB',C'] y

~

CBA = A'B'C' , ACB = B'C'A'
(En este caso diremos por abuso de lenguaje que los dos
tridngulos son iguales).

Sea ¢ wuna recta arbitraria y tomemos Sy, entonces sea

A" = Sg(A) B" = S (B') y C" = 5. (C')

H

pensemos entonces en el tridngulc A"BM"C" tenemos lo siguiente:

L[A", B¥]) = L Sy (A'), S (B') = L[A',B'] (por iiddel Axima 1

LLA,B] (por hipdtesis)

3t
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de igual manera

LLA™,C"] = LLS, (A'), 5, (C")]

1]

LLA',C'] (por ii) del Axdioma 10)

[(A,C] (por hipdtesis)
por otra parte

C'A'B' (por iii del Axioma 10)

B"R"C" = & (B') SQ(A’)SQ(C’)

H

BAC (por hipétesis)

. . se tiene el caso 1) para los trifingulos ABRC y A"B"C™

son iguales en particular
L(B,C] = L[B",C"]

pero L[B",C"] =Li8(B"),8 (C'")] = L[B'",C'] por 11 Axicma 10}

1

y Anéncu ABC

pero AYBVCH S (A')g (B') Sp(C') = C'B'A'" (por 1ii Axioma 10)
. « ABC = C'B'AT

de manera anidloga
ACB = B'C'A’

L.Q.Q.D.

Proposicién 4. Sea ABC un triéngulo tal que L[A,B]=L[A,C]

e

entonces CBA = ACB

Demostracidédn. Pongamos A'=A,B'=C, y C'=B, entonces

BAC = C'A'B' y L[A,B]=L[A,CJ=LLA",B'] (por hipétesis)
L[A,CI=LLA,BI=LLA',C'] (por hipd&tesis)
por la proposicidn 4 Caso 2

CBA = A'B'C' = ACB
L.Q.Q.D.
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7. Intersecciones de rectas

Axioma 11. Sean tres semirrectas £;.,%:,2%3 que parten del

origen 0, o tres rectas paralelas.

Lys82423

Sea m una recta que corta a

en Ay, Ay, A3 respectivamente con Ase [A;,A3]}. Enton-~

si m' es otra recta cortando a

21,22,23 f.l.'l_Ai 2 A; - A; resgec—
tivamente, se tiene Aj e[Al],A}].

L

e S

1.3 : \ /A1
VAN e

%= —
/A/ \\ | £

Definicidn 7.1.

Sean %;,%:,%3 tres semirrectas que parten

de un punto 0, diremos gue %, estd entre £, y &; si existe una

recta t que corte a £;,82,%3 en A1, Az, Ay v Asc[A),A5]

Propiedad 7.1. Sean £:,2;,%3; tres semirrectas gue parten de

punto 0, con 2, entre 4; v 3.

Sea m una recta paralela a %, que

intersecte a %; en un punto Mz0, Entonces na no intersecta a £:.



19.

« . 1 y
Demostracidn: Sea 2, la recta determinada por

k41
£,, entonces como m y &2 son pa

" =
ralelas y &, intersecta a 2?, m

intersecta también a 27 en cier

to puntc P.

Por definicidn existe una recta

ts que intersecta 2;,%3;.,%3. Sea

t

m' |]4%2 ¥y que pase por Ai, v

afl &3 pasando por A,. Igual

. ]
que m, m' intersecta a &; en
cierto punto P', asi tenemos lo

siguiente:
1 - .
m", L2 y q intersectan a to en Az, Az, A; respectivamente

m', ﬁg ¥ q 1intersectan a 2? en P', G, A,
como AzeﬁAl,ASJ por hipdtesis, entonces
0 ¢[P',A1] por el Axioma 11
Asi que P' y A; estdn en lados contrarios con respecte a O.
Ademds: m', m v 25 cortan a 22 en Az, My 0.
m', my 23 cortan a %{ en P', P y O.

Az y M estdn del mismo lado con respecto a O (por hipdtesis)
« « P'' y P estdn del mismo lado con respecto a 0 (Axioma 11)

»

<. P' no estd en 4,

Propiedad 7.2. Sean £,,%,,83 tres semirrectas gque se ini-

cian en 0 y supongamos gue £, estd entre &, y %3; entonces si

Q es una paralela 23 guepasa por alglin punto de &;, intersecta
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aﬁ,z.

Demostracidn. Sea T 1la interseccidn de q y 2;. Sea

Q'i!q ¥ que pase por A, en
donde como antes A; es la in

terseccidn de la recta ty con

~Sea £, la recta determinada
por %, entonces q'y q inter-
sectan a 3 en Q’y Q. Sea

q"]|2; pasando por A,. Tene

mos entonces:

134 > ’ .
q', q", &3 1intersectan a ts en A;, A, A3 respectivamente -

q's q", 22 intersectan a 22 en Q', A;, O respectivamente
come Az2¢[A1,A3] entonces A,e[Q',01,
o'« Q! estd en %,
Ademis q,q' v 23 intersectan a &3 en Q, Q', 0.
q9,9', %3 dintersectan a &7 en T, A;, O.

T y A; estdn del mismo lade con respecto a O.

. o por el Axioma 11 Q y Q' estédn del mismo lado con res-
pecto a 0

.. Q estd en &,

L.Q.Q.D.

Propiedad 7.3. Sean £;,%;,%3 tres semirrectas, con las

mismas hipbdtesis y notacién que en 7.2. Sea i; la recta comple-
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mentaria de 2., entonces si t es una recta que intersecta

a %2 yaf; enTy S respectivamente; entonces t no intersecta

a 23.

Demostraci®n. La recta t no es paralela a &3 porque si lo

fuera intersectaria a & (por -

7.2) lo cual no puede ser, asi

1 .
que %3 y t se intersectan en --

cierto punto P.

Supongamos primero que S coincide con A;. Sean q y Q' para

lelas a &3 pasando por A; y T respectivamente,

q intersecta a %z en cierto punto G (7.1)

t corta a q, 12 v q' en Ay, Py T respectivamente,

L5 corta a g, &3 vy q@' en Q, O, T respectivamente.
0e[Q,T3
Pe[A1,T] {(Axioma 1D
Asi que T esti en la semirrecta que se inicia en A; y pasa
por P.
Ahora sean las semirrectas determinadas por:
Ay P
Ay v O
Ay y Ay
éstas cortan a %3 en T,0,A2 vy 0elT,A2] (por hip&tesis)

ya &} en P, O, Ay .'. 0e¢lP,As] .. P no estd en %;
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Ahora sea t una recta arbitra-
ria que intersecta a %3 y &,
en T y S, consideremos la rectsy”
t, determinada por T y 4;.

Sean P y P; las intersecciones

de t vy t; con L3 respectivamen-
te. Igual que antes se prueba

que S estd en la semirrecta de-:

terminada por T y P. Tenemos -
asi:
Las semirrectas que parten de T y determinadas por P, P; y 0°

cortan a 22 en P, Py y Oyaf; en3, A; ¥ O

. » como A; ¥ S estdn del mismo lado con respecto a 0, enton

ces Py Py estén del mismo lado con respecto a 0 {(Axioma 11). pe

P; no estd en %3 P tampoco.

L.Q.Q.D

Propiedad 7.4 Sean %:,%2,%3 tres semirrectas que parten

de un ounto O con £, entre £; y %33 sea t.una recta cue corta a

2: y %3, sea t una recta que corta a 2j y %s. Entonces esta rec-=

ta corta a L2,

« 1" .
Demostracidn. Sea & la recta determinada por 2., entonces

t no puede ser paralela a L% ya que si lo fuera no intersectaria
a f£3 (7.1) t intersecta a 12, si t no intersectase a %, en

tonces intersecta a %;, la recta complementaria de £2 y por la propiedad.
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no intersectaria a £33 perc estamos suponiendo que t intersecta

-

a %3 .". t intersecta a %,

L.Q.Q.D.

8. Los lados determinados por una recta.

Propiedad 8.1. Sea ABC un tridngulo y t una recta gque in-

tersecta al segmento [A,B] en un punto P en [A,B], entonces si

t no pasa por B ni por C, t intersecta al segmento [A,C] o al -

segmento [B,C].

Demostracifén. t no puede ser

A ‘ simulténeamente paralela a las
rectas determinadas por Ay C y

-~ por B y C porque &stas no lo

pr son ya que se intersectan en C

» « t corta ya sea a la recta -

determinada por Ay C o a la de-
terminada por B y C, supongamos
que es a ésta Gltima recta (a la
que llamaremos &) a la gque corta en algln punto T. 8i Te[B,C] ten
driamos demostrado el teorema asi que supongamos que Té [B,CI

B y C estédn del mismo lado con respecto a T .°'. la semirrecta que
parte de T y pasa por C contiene a B.

Consideremos las semirrectas que parten de T y pasan por A, P

¥ C respectivamente, &stas cortan a la recta determinada por A y B.
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en

A, P y B respectivamente,
como PelA,B], la semirrecta que parte de T y pasa por P esté
entre las otras dos, por otra parte la recta determinada por A
y C corta a la primera y a la tercera semirrectas .". como la
segunda esti entre estas el segmento [A,C] corta a t por la pro

piedad 7.4

L"Q'Q'D‘

Definicidn. Sea £ una recta del plano, diremos que los

puntos P y Q estédn del mismo lado con respecto a & y pondremos

P~Q si el segmento de recta [P,Q] no corta a &, o bien si P=Q.

Ahora veamos algunas propiedades de la relacidén -~y .
Propiedad 8.2 i) 8i P~0Q entonces Q ~ P

ii) P ~q P

iii) 81 P ~Q vy Q~R entonces P~R

Demostracidén. Las propiedades i)} y 1i) son claras, demos-

traremos la propiedad iii)

Si P=Q, P=R 6 Q=R la propiedad iii) es clara, podemos asi

suponer que los tres puntos son distintos. Asi hay dos casos

i) P, Q vy R estédn en una recta
ii) P,Q ¥y R determinan en trifngulo

Si P, Q vy R estdn en una recta tenemos dos casosj; o bien

R<[P,Q] & R¢[P,Q]

Si ocurre el primer caso [P,RI<(P,R] ; [P,Q] no intersecta

af . . tampoco [P,Rl . . PmR,



25.

S8i el segundc casc ocurre hay dos posibilidades Pe[R,Q] &

QelP,R];si se tiene la primera posibilidad

[R,PIc[R,Q] y como antes R~P

3
si la segunda se tiene

(P,R] = [P,QIulQ,R],pero [P,Q] no intersecta a & y [Q,R]

tampoco, entonces [P,R] no intersecta a %
. P o R

Ahora si P Q y R forman un tridngulc y P~R no ocurriese
entonces & intersecta al lado PR .°, intersectaria por 8.1 ya

sea al lado PQ o al QR esto es

P ~4Q © Qm~R no ocurriria; pero esto no puede ser, asi que

L.Q.Q.D.

Sean ahora P, y P, dos puntos del planc en lados contrarios
con respecto a &. B8ea C; la coleccidn de puntos P que no estén en
%5 Cg(Py) va a denotar zl conjunto de puntos que estdn del mismo -
lado que P con respecto a &, y Cg(P3), 1o mismo para P,. Tenemos

la propiedad siguiente:

Propiedad 8.2 C£=CE(P1)UCQ(P2),EE otras palabras dado cual-

ro—

Quier punto de Cy, éste se halla ya sea en C,(Py) § en C,(Pz). Ade-

més CoP1)nCy(Pp)=¢ ; esto es mo hay puntos gue pertenezcan a la -

vez a CR(PI) y a CE(Pz).

Demostracidn. Sea Q un punto arbitrario del plano, entonces
si Q=P Py ~P .« Q=Py estd en C,(P1)

si Q=P, Py ~ P - - Q=P; estd en C (P»2)
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Si ahora Q=P,, P;, podemos considerar dos cascs
i) Q, P;, P» estan en una misma recta
ii) Q, P1, P, no estadn en una recta.

Consideremos el casoc i). Sea t la recta que pasa por P, ¥
P, y que intersecta a £ en cierto punto T con Te[P;,P,] *
si llamamos t;, tz a las semirrectas determinadas con Pien ti ¥
P, en tz, entonces Q estd ya sea en t; © en tz3 si en t;, P1 ¥y

-

Q estén del mismo lado con respecto a T .°.
* [P1,Q] no intersecta a £ .". @~ P1
y s1 Q estd en t,; Q~Pa2.
iii) En este caso consideremos el trié&ngulo §, Pi, P, la rec
cta & intersecta a {P;, P2J, asi que por la propiedad 8.1 & inter

secta ya sea a [Q,P1]y en este caso Q~ P QECL(PZ) & 2 in-

tersecta a [Q, PyJen cuyo caso Q~P; QeCy (P2) .

Ahora demostremos que CE(Plkzcz(P2)=¢, en efecto si hubiese

una ¢ en Cz(Pl) v en Cﬁ(Pz) se tendria

QFr y QgFa
P1 ~Q Yy Q~Pz,por i) de 8.2
. . P1~sz s por iii de 8.2; pero esto no puede ser ya que

Py v P, estén en lados distintos con vespecto a 2

L.Q.Q.D.

Progiedad 8.4, §i P, ~ P2, entonces CQ(Pl)xcl(Pz).

Demostracién. 8i Q es cualquier punto de CR(Pl);entonces
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Q~P1 (por definicidn de C,(P1)),pero Py ~P: Q~P por iii)
de 8.2 .'. QSCZ(Pz) CQ(PI)Ccz(Pz)

Ahora si Q est@ en Cy(P2), Q~P2 y como P2y P i) de 8.2,

entonces Q~kP1((iii) de 8.2) .°. Q estd en C, (P1)

. Cy(P2)eC, (Py)

e e

. - CE(Pl) = Cz(Pz)

L.Q.Q.D.

9. Un estudic de las simetrias.

Volvamos al axioma 10, como se vid, para cada recta £ exis
te una transformacidn finica Sy Llamada simetria con respecto a £,
que cumple las propiedades i) ii) y 1ii) del axioma 10. En esta
seccidn veremos de manera explicita la forma de esta transforma-
cidn.

Consideremos asi los siguientes tres casos posibles

1) Existe un punto P no en 2 ,con Sz(P) =P

2) Existe un punto P tal que szgip) y la recta determinada

por estos dos puntos corta a &,

3) Para todo punto P del plano PﬁSR(P) y la recta determina

da por P y 8£(P) es paralela a &.

Observacidn. §=I. En efecto observemos que Sjes inyectiva

esto es 5§ (A) = S,(A') implica que A=A'. En efecto supongamos qué

S,(A) = SL(A‘) entonces si A=A' el segmento de recta [A,A'] iria

en el punto S,(A), lo cual contradiria a ii). Asi que A=A'.

Ahora bien, pensemos en $§S$S =57 , entonces si P estd en &



s;<P)= SZ(SﬂsicP))) z P

Si [A,B] es un segmento:

= ¢ .
S3LA,B) = SJIS,[A,B1] = 878, (A),8,(B)]

H

Sészﬁsz(A),Sz(B)])

1

sz([sg(A),sgca)])

]

3 3
£Sg(A), Sg(B)]
y es un segmento. Ademis

LIS3(A), S3(B)1 = LIS{(A), S*(B)],por ii) Axioma 10

L[SL(A), SL(B)]

i

L[A,B]
Ademés si £; y L, son semirrectas que parten de 0
Si(il) N 82(22) son semirrectas gque parten de 82(0)
$¢(21) , S7(%;) son semirrectas que parten de S;(0)
. . SE(%;) . S;(Qz) son semirrectas que parten de S;(O)

por otra parte:

(33217 $3(82)) = (5,°52(21)78,°82(%2))

i

(Si(lz): $2(%1))spor ii) Axioma 10

fi

(S40S,(L2) "5 5,05,(:))

1

(82(21),S£(£2)),por ii) Axioma 10

it

(22,2,) 4, por ii) Axioma 10

28,
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Asi que SE cumple con las propiedades i), ii), iii) .°. co

mo S, también las cumple y S, es Gnica, entonces

ST = S

3
A L

. . Para toda P
2 -
S, (S3(P)) = 5,(P).

. . como S, es inyectiva S;(P) = P para toda P

Asi que S} = I

Afirmacidn 1. Si ocurre el caso 1, 8=

Demostracién. Sea m la paralela a & gue pasa por P. Aho

ra sea T un punto no en m, la
recta determinada por Ty P -
D es distinta dem .°. la recta
determinada por T y P intersec
ta a & en cierte punto Q. Lla
memos a esta recta t. Tenemos

asi:

Q- ©Q=5,(Q)e8, (1)
Pet <. P=SE(P)5SL<t)
Asi que Se ()=t (Axioma I)

Ademés la semirrecta &; que comienza en Q y pasa por P es
tal que Sp(21) = 2y asi que si 21 es la recta complementaria:

5,(21) = %;. Ahora bien si Tely, § (Tde $,(21)= Y1 pero como
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L{Q,T] = LIS, (Q), §,(T)] = LLQ,8,(T)] (ii) Axioma 10)

entonces T = Sg(T} (Axioma 5)

Una demostracién aniloga si Tel) .°. S, (T)=T, si Tém.

Ahora sea T, ¢ m, sabemos que S,(m) [[S,(2) .". Spamt ¢,
pero P=SL(P) € Sl(m) vy por P pasa unma sola paralela a &, por consiguien
te en vista del Axioma 8 : Sl(m}=m. Sea r cualquier rec

ta que pase por T, distinta a m. Tomemos dos puntos Q;, Qz en r

distintcs entre si y distintoz a Ty, entonces como Q; y Q2 m

Q1 = Sp_(Ql) Q2 = 8,(Nz) N Sl{r) =

sziT,) esti en Sn(m) . enm

- »

SE(Tl) estd en Sl(r) . en

.*. Sp(T1) = Ty porque Ty es la intersecci®én dem y r

LanQaD-

Afirmacidn 2.

Si ocurre el caso 2), entonces para cualauier punto R del

plano ne en £ S,(R)* R y la recta determinada por S (R) y R

cortan a % en cierto punto Q de manera tal gue QeER,Sl(R)]

LCR,Q] = L[Q,SQCR)] y si gt es cualquier semirrecta en £ deter-

minada por Q, el &ngulo formado por 2" v [R,Q] es recto.

Demostracidn.

Desde luego para cualquier R no en ksgﬁoiR

porque si no tendriamos el caso 1)y S,=I,contra el hecho de que
S, (P)=P,

Sea t la recta determinada por P y S,(P) y Q la interseccidn



con &,
QestdenT . . Q=82(Q) estd en S (t)
Pestdent .. SQ(P) esta en Sg(t)

L4

<74 8p{t) = t,por el Axioma 1
Ademids LI[P,Q1 = LIS, (P), 8,(Q1

= L[SQIP), e (11) del Axioma 10)

en consecuencia por el axioma 5): Qe[P,Sg(P)].

Sea ahora &' una semirrecta en & determinada por Q, deno-
temos por *t; la semirrecta en t Que parte de Q y pasa por P, en
tonces t] la semirrecta complementaria estd determinada por Q ¥y

5,(P). Asi que Sp(t1) = t} y

(23ty) =(82(t1)582(2'))=(t§, £') 7+ el &ngulo es recto.

. » -
R t - Ahora bien como es fécil verifi-
Ep ficar si
3 % PR .
S, (P) ~S, (R) )
‘53,\?)
: » TeS C (RY = Co(S,(R))
718 ~ Y .
59_(12; mit] 53 v szcz(sz(x)) = Cp(R)

-7+ &l TeC,(R):S, (T)eC, (S, (R))

-+T y §,(T) estén en lados con-

trarios con respecto a & .".la recta determinada por T ¥y S, (T -
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a a

corta a & . . T cumple las mismas Hipdtesis que P , . todas las

las afirmaciones hechas para P se cumplan para T.

L.Q.Q.D.

i1ii) Tcmemos P no en &, entonces por hipﬁtesis_szz(P) ¥

la recta determinada por P y SQ(P) es paralela a &.

Sea M un punto de 2, conside-

P TSP remos el segmento de recta

[(M,S (P)] y denotemos por t a
la recta determinada por M y

SE(P), sea Re[M,Sg(P)3. Enton

ces la recta determinada por P
¥y R no es paralela a &, por 1lo
tanto intersecta a %2 en cierto

puntc M', desde luego M=M'.

Ahora bien todos los puntos de [P,M1 salvo M estdn en Ct(P),
y todos los puntos del segmento [S,(P),M'l salvo S,(P) estin en -
CtCM’), v como M' y P estin a lados contrarios de t se tiene
Ct(PJnCt(M') = ¢, asi que los segmentos [P,M] vy [Sz(P),M‘] no se
intersectan. Llamemos m a la recta determinada por Py M, y m' &

la determinada por Sl(P) y M'. La recta k; determinada por M y -

SR(P) se transforma en m, ¥y la recta k. determinada por M' y P se
transforma en m', pero las rectas k; y kz se intersectan en R, po?

tanto m y m' se intersectan en T=S£(R)‘

Ademas de Re[M,SK(P)J 3e sigue que T=SR(R)5[M,P] perc esto no

puede ser, asi que iii) no ocurre.
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Lema. Supongamos que meM &esp1n=8t} es tal que m(P)=P

y m(0)=0 (respSt(P)=P, St(0)=0)con P#£0. ZEntonces si % es la

recta determinada por Py 0 y Q estd en 2:m(Q)=Q (req;St(Q)=Q).

Demostracidn. Sea %; la semirrecta que parte de 0 y pasa

por P, entonces m{(%:) es una semirrecta que parte de m(0) y pa

sa por m(P), pero m(0)=0 y m(P}=P

QQQ m(lj) - ﬁ‘l

CLom(R) =y mly)= 2; (%) la semirrec-
ta complementa-
ria de %)

Sea Q en 2:, entornces m(Q) esti en ¢; y LLIO,m(Q)1=LL0,Q]

m(Q) = Q.

L.Q.Q.D.

Propiedad S =I.

Demostracidn. Por reduccidn al absurdo, si Sg=I para algu

na recta %; entonces tendriamos para cualquier dos semirrectas
la igualdad siguiente:

(2;,%2) = (Sl(ﬂz), 82(21) = (2,,%;) por ii) Axioma 10

Sean entonces dos semirrectas 21, 22 que se inician en un
punto 0, y tales gue no sean complementarias. Como (2;,%2) =

(22,2;), existe por definicidn meM, tal que m(2;) =2, ¥y m{R2)=2y;

entonces
m2(£1) = m(lz) = 2,
y m?(%2) = m(2;) = 2>
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Asi si P estd en £;: m?(P)el, y como m?(0)=0
L{0,m*(P)}] = LCm?(0), m*(P)] = L{O,P],
pero P y m?(P)estén en £, .'. por el axioma 5) P=m?(P) para to-
da P en 2,, de igual manera se demuestra que si Pel} la recta

complementaria de £;: m?(P)=P. Ademés
(ti1,tz2) = (mz(tl):mz(tz)) = (mz(tz), mz(‘tl))

en donde t; y tz son cualquier dos semirrectas que parten de 0'

Com? oy S, tienen las mismas propiedades que 8y,

Sea Pef, , entonces m(P) e 2,

Escojamos Qef%,, con Pe[0,q] , entonces

m{Qlef; y m(P)elO,m(Q)] .
Ahora consideremos las rectas k; y k. determinadas por P

vy m(Q) ¥y por m(P) y Q respectivamente. Sea t una recta que pase
por 0 paralela a la k;, entonces si k1|lkz tendriamos tres rec.
tas paralelas t,k;, k2 ¥ cortan a %; en 0, m(Q), m(P) y a &, en -
0,P,Q, .". por el Axioma 11, como Pe[0,Q]

m(Qlel0,m(P)]
lo cual no puede ser ya gque m{(P)e{0,m(Q)]

Asi que k; y k. se cortan en alglin punto K.
k1 esti determinada por P y m(Q) .°. m(k;) estd determinad

por m(P) vy Q .. m{ki) =k2 y m(kz) = m(m(k1))=m (kp)=k; . .

como X estid en k;,m(k) estd en m(k:) = ka2,
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pero K esti también en kj

. m(K) € mi{kz) = k)

- »

Tom(K) = X,

. -

*. por el lema todos los puntos de la récta t; determinada por

a

0 y K quedan fijos bajo m, e igual que antes m y Stltienen las

propiedades pedidas por el Axioma 11 . . m = St3= I.

¢ L£; = m(Ry) = I(R3) = L2

) -

lo cual es una contradincidn.

L.Q.Q.D.
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10. Propiedades acerca de los &ngulos.

Propiedad 10.1. Supongamos que (2,2;) = (2,2,) entonces

Demostracidn. Como (2,2;) = (R,2;) existe meM con

m(2) = 2 y m(2,;) - %,,entonces m(0) = 0 y si P estd en £,m(P)
estd en &, pero L[O0,P] = L[O,m(P}J]. . como P y m{(P) estdn del
mismo lado con respecto.a 0 se obtiene P = m(P) .". si Pel

m(P)

P, de igual manera si Pec%' la recta complementaria de 2

m{P)

P. En consecuencia si llamamos t a la recta determinada

por 1,-entonces para cada P en t:m(P) = P.

Consideremos ahora St°m Tenemos 1o sisguiente

si Pet S.om(0) = St(m(P)) = S,(P} =P

L[Stom(A), Stom(B)] = LIm(A),m(B)] = L[A,B] v s1 % ¥y &2
son semirrectas que se inician en P, Stm(21) ) Stm(lz) son seml
rrectas que se inician en Stm(P) v ademés

(5,m(21),8,m(22)) = (m(22)] m(21)) = (L2,21) -

§,om tiene las mismas propiedades que S, - . por la unici-

dad.
StOm = St St° St m = St° St =1
Im = I m =TI
Asi que 2, = m(&,) = T(&:) = 2,

L.Q.Q.D.

Definicibén 10.1. Sean %;, &, dos semirrectas que parten

del punto O y R] ,2} otras dos semirrectas que parten de 0'.



diremos que

(Z13k2) < (2],20)

[

si existe meM con m(2;) = 2] y m(,) estd entre 8! y £} .

/)
Lt 10 ’

J ] S
; : t
/ . 4 g
5

B

lj’ : ‘!‘/

/f j/////qnihd
/- o . B ,("\ //,.»‘ - . B . -

rd
S o’

Propiedad 10.2. Si (%3,22) < (R%,2%) entonces (2;,%,)

= (11,21).

En efecto,sea m tal gue m{2;) =]y m(2.) quede entre 2;

y L3 , entonces si (£1,8:2) = (2],%])

~ A 1 ~ 1] t
(l;,ig) . (m(ll),m(zz)) = (llgm(ﬁz)) = (Ly,22)
.*. por la propesicidn 7.1 m(£;)=L} 1o
cual no puede ser.

L.Q.Q.D.

Propiedad 10.3. Sean £;,%:,%3; tres semirrectas que parten

de 0, entonces si L3 estd entre 2; y %2 y melf, m(23) estd entre

m(21) y m(L2).

Demostracidn. Sif%s; estid entre 2; y &2, entonces por defini-

nicidn hay una recta tal que corta a 212%25%; en Py, P2, Py res



pectivamente y P3e[P;,P2]. Pero entonces m{2;), m(22), m(2;)
intersectan a m(t) en m(P;), m(P»), m(P3;) respectivamente y co-
mo m{P;,P2] = [m{(Py), m(P;}]

vy Ps3e(Py,P2], entonces m{P3lem(Py,P2] = [(m(P1),m{P2)]

m(ls;) esti entre m(L;) y m(tz).

L.Q.Q.D

Propiedad 10.4. Si 23 estd entre 2; y %, y %, estd entre

1; y 1; entonces 23 estd entre 2; y [

« 1
Demostracidn. Sean P; y P; dos

puntos en 22 ¥ 2, respectivamen
te = 0. Sea t la recta determi
nada por ellos, como £, estd entre
i ¥y 2;, t intersecta a %2 en cier
to punto Pz con sttPl,P;], comoe -

t pasa por P; que estd en 2, y por

P1 que esti en L; y L3 estd entre -

L1y 23, t intersecta a ;3 en
cierto punto P3 con P3elP;,P2]

para cierto orden o de t.
Pi o« Py a P, « P; .7 Pael(P,.Ps]

L.Q.Q.D.

. N L ICL R ~ " -~
Propiedad 10.5. g1 (£,,2,) < (£1,82) v (R1,23) < (21.20)

CAC A1t
entonces (R3.,%3) < (22,22)

~ § A t
Demostracién. Como (£;,22) < (2;,%;) existe por definicién
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myeM, tal Qque my(R,) = 2{ y my(%;) estd entre L]y 23 . Co-
Rid ~

mo (L1,22) < (2Y,8%) existe por definicidn mpeM, tal que

m2(L1)= &7 y ma{R3) estd entre & y £ pero m:°meM vy

mz°m; (&) = mz(mi(zr)) = ma(2y) = 22
Como m;(L,) estd entre 2y v 23

mz°m3(L2) my(mj(2,)) esti entre mz(ﬁi) = 2) ¥ m2(%3)
por la propiedad 8.2, pero
m2(f;) estd entre R} y 23,
... por la proposicidn 8.3
m2°m, (L,) estd entre &) Vs 25

e (R5.82) < (R7027)

L.Q.Q.D.

11. Mis propiedades acerca de tridngulos.

Definicidn. Sean £;, %2, &3 tres semirretas, que parten

del mismo punto P, diremes que £, y %3 estdn del mismo lado con

respecto a &; si 2; (8 L3:) estd entre &; y &3 (o entre 2; y %)

~
k"

Demostracidn. Podemos suponer

que la semirrecta determinada -
por A'y C' estid entre las semi-
rrectas determinadas por Ay C
vy A y B, la recta determinada -

por C y B une dos puntos de es-

»

tas dos {iltimas semirrectas

intersecta a la semirrecta AC'



en cierto punto T.
Hay dos casos:

i) T€lA,C'] ii) C'el[A,T]

examinemos el primer caso:

Como L[A,C] = L[A,C'] entonces
ACCT = ccra
y como LC{B,C] = L[B,C'T , BCC' = CC'B (1%
pero ACC' > BCC' (porque la semirrvecta determinada por

C y T estd entre la determinada por C y A yv la determinada por

CycC")
. . CC'A > BCC! (2)

y CC'B > CC'A (3) (porque la semirrecta determinada por C' y

A estd entre los determinados por C' y C y C' y B)

R c€'A > CC'A > por (8.4) (y de (2),(1) y (3))
lo cual no puede ser por la propiedad (8.1).
.. 1) no puede ocurrir, entonces ocurre ii)
esto es C'e[A,T], pero de igual manera se v& que esto tampoco

k4

puede ocurrir . . C = C!
LOQ.Q.D‘

Proposicién 6. Sean ABC y A'B'C dos trifngulos tales que

LCA,B] = L[A',B'] , L[A,C] = L[A',C'] v LI[B,C] = L[B',C'],en-

tonces los dos triéngulos son iguales.
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Demostracion. Como L[A,B] =

LLA',B!'), existe por definicién
meM con m[A',B') = [A,B] asi -~
que m(A') = A, m(B') = B. Aho-~
ra bien m(C') cae del mismo lado
que C con respecto a la recta de

terminada por A y B o del lado -

A B

contrario si ocurre lo primero,

entonces por la propiedad anterior m(C') C. 8i al lado contra
rio, ng(C') cae del mismo lado que C y aplicando otra vez la -
propiedad anterior al tridngulo Sim(A') Slm(B') ng(C") tenemos

»

que S,m(C') = C .". 1los dos tri&ngulos son iguales.
L.9.Q.D.

Propiedad 11.4. Sean 2;, %2, %3 tres semirrectas gue parten

de P y andlogamente sean Q;, 2;, £; tres semirrectas partiendo de

P', entonces si (£;,22) = (2{:2;) y (224,%3) = (2;,2;) se tiene -

(231,23) = (21,25).

También si (g{:gg) = (12?1{) y (Ezzﬂa) = (Eérll) entonces

A i o 1
(L1423) = (R3,21).

Demostracidén. Como (£3,22) = (21,23), existe meM tal que

m(2;) = 2] y m(2,) = &2 (por definicién), pero
(23s m(2:)) = (mCh2),m(Ls)) = (R2583) = (23.23) (por hipote-

sis).
. . por la propiedad 7.1 m{(%3) = 2%

Asi que (L1,23) = (&},2%)

L.Q.Q.D.



Una observacidn cuidadosa.

Hemos dicho anteriormente que dos tirangulos ABC y A'B'C!'
son iguales si existe un movimiento meM,tal que m(A)=A", m(B)=B'
v m(C)Y=C'. Ahora bien segiin se vid en la proposicidn 4 existen
casos en que existe una transformacidn Sy tal que Sz(A)=A’ - -
SQ(B)=B‘, 8,(C)=C', desde luego aqui S, eM (spon qué?},sin embar
bargo LLA,BI=L[A',B'],L{A,C]=L[A',C'] y L[B,CJ=LI[B',C'] ademds
Agc =z C'%’A' BEA = A'E’B’ . CAB = B'A‘C’, en cualquier caso,sin
embargo,diremos que los dos tridngulos son iguales; en caso de

que se deba tener precisidn diremos iguales en el sentido estric

to si son iguales en el sentido de la définicidn.

Proposicidn 7. 8Sean %13 y &, dos semirrectas gue parten

de 0, tales que no sean complementarias, existe entonces una se-

mirrecta t partiendo de 0, de suerte tal gue"(£1:t) = (t,22).

En tal caso diremos gue la semirrecta t biseca al dngulo formado

por 1, y %a.

Demostracién. Sea E un punto

# (0 sobre %;. Con centro en 0

'

tracemos en circulo de radio
igual a L[0,E], este circulo -
por el Axioma 5 intersecta a -
L, en un punto F. Sobre [E,F]

construyamos un triingulo -equiliterc

de manera tal que G=0. 8i G fw

se igual a 0 tomamos el

St(O)FE, en donde t es

determinada por E y F; como 0 ¢*



estd en T, St(O) 2 0, Asi que podemos suponer GzC. Tracemos
la recta determinad a por G y 0. Entonces los tridngulos OEG
y OFG son tales que L[O0O,E] = L[O,F] , LLE,G] = LLF,G61, L{O,G]1 =

L{0,63. Ademis si t' designa a la recta determinada por 0 y G -

uno es imagen del otro por medio de Sgr o7
E0G = GOF ,°, 1la vrecta t' cumple las condi~

ciones de la proposicidn.

L.Q.Q.D.

Proposicién 8. Consideremos dos rectas m; y mz gue se

intersecta en un punto 0. Sean 2; y %; las dos semirrectas en

- 1 .
m1, determinados por 0 enmy y £z ,%; aguellas determinadas en

~ 14
mz. Entonces (L1:%2) = (L1,%2).

Demostracidn. Sea t; la semi-

N
- L rrecta que pasa por 0 y que biseca
\\Nk fﬁ’( el Angulo determinado por &% ¥
e /
P S T %£y. Sea t la recta determinada
.r‘/ “‘.'h.
’/’/{/’ . por t;. Entonces como
- | o (U ,t1)=(tr,01) ¥ (t,00)= (S, (115,t1)

tenemos por la propiedad 10.1 que
8, (L1) = L2 .. St(ml) T mz . .
St(ll)zlz “ . 21=St(22). En vis-

ta de lo cual obtenemos (R;,22) = (St(ﬁg):ét(il))=(2;,2;)

L.Q.Q.D.

Proposicidn 9. Dado cualquier segmento de recta [A,B] podemos

éncontrar P en (A,Bl],tal que LLA,P] = L[P,B].




Demostracién. Sobre el segmento de recta (A,B] construya-
mos en tridngulo equilé&tero ARp

¢ Consideremos el &ngulo ACB,
entonces por la proposicion podemos
encontrar una semirrecta t par
/ | tiendo de C que biseca el &ngu
P2 ACB, como t estd entre CA y C3,

D \ corta al segmento (A,B] en un ;

to D en (A,B], entonces si nos
jamos en los tridngulos ACD y

tenemos ILLA,C]=ILC,Bly LLC,DI=LLC,H
y como ACD = DCB tenemos por la proposicién 4 que los tridngul

ACD y DCB son iguales F[A,D] = L[D,B] L.Q.Q.D.

Proposicidén 10. Sea % una recta dada y 0 un punto en %

tonces podemos encontrar una recta t que pase por 0 de manera

que si %3 y 22 son las semirrectas determinadas por 0 en 2 y ti,

las determinadas por 0 en t, tenemos:

~ ”

(‘q'IQtl) = (tl,ﬂoz) (ll,tz) = (t?_,lZ)

Demostracidén. Sea P=0 en % y sea P' un punto con 0e[P}P] y

L[P',0] = L[P,0] (Axioma 5). Sobre [P,P'] tracemos un tri&ngu
equildtero TPP',entonces si t, es la semirrecta que parte de 0

pasa por Ty P estd en 2; y P! en &, se tiene que (%,,t) = (t,h
En efecto los triingulos TPO y TOP' son tales que

L[P,T] = LLP',T] L{P,0] = L[O,P']

y L[T,01 = L[T,0]

y los lados determinados por 0P y OP' est&n en lados distintos
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prespecto a 0T .°. P'0T = TOP por la proposicibm 6.

L.Q.Q.D.

Proposicidn 11. Sea ABC un tridngulo arbitrario, entonces

cualquier &ngulo exterior es mayor que cualouiera de los &ngulos

interiores opuestos.

Demostracidn, Sea E el punto me

dio de [C,B] vy F un punto sobre
la recta determinada por A y E tal

que L[A,E] = L[E,F1].

Sea Te[lE,F]l ,tal gque la recta de
terminada por C y T corte a la

recta determinada por A y B en un

punto Q, entonces si & es la recta
determinada por C y B, TeCi(F) A
estd del lado contraric de F con respectc a #. Ademis Qécg(A) e
por la propiedad B.2: QeCQ(F) - . THQ [T,Q) no intersecta
af .. Ty Q esti del mismo lado con respecto aC, por lo tanto

Q estd en la semirrecta que parte de C y pasa por T. Fijémonos en
las semirrectas que parten de C y pasan por F, T y E, &stas cortan

a la recta determinada por Ay Een F, T vy E .". la semirrecta que
pasa por T est& entre las otras dos porque Te[E,F] pero la recta -
determinada por B y F une a la primera y a la tercera, asi que por
7.4 la recta determinada por B y F intersecta a la determinada por

Cy 7T en cierto punto § con SelB,FI.

Consideremos ahora las semirrectas que parten de F y pasan poﬁ



T, S y Q éstas intersectan a la recta determinada por C y Q en

T, S, Q respectivamente y a la recta determinada por Ay B en |
A,B y Q entonces como Be[ A,Q ,Se(T,;Q0 (Axioma 11) ,*. la semi.
rrecta que parte de B y pasa por F se halla entre las que [partsy

de B y pasan por C y Q.

Ll A
. . FBE <  QBE

Consideremos ahora los tridngulos ACE y EFB tenemos que

L[C,El = LLE,B] (por construccién)
Yy
LLA,E] = LIE,F] (por construccidn)
Ademds BEF = CEA .°. por la proposicidn 4 los dos tri’

gulos AEC y FEB son iguales de donde FBE = ACE

Asi que

»~ tal

ACE < QBE
LstQ!DO

12. Sumas de &ngulos.

Definicidn. Sean L, %:; dos semirrectas que parten de 07

23, R, semirrectas que parten de 0'. Sea meM,tal que m(R%;}=23,
entonces consideremos las semirrectas que parten de 0':m(2,) y i
y pondremos

(Rl:lz) + (lazzu) = (m(L:1),2%4)

. = m (-@2)
1, 4 A >

p gl



Observacidn. La semirrecta m(%:) no depende de la m escogi~

da, tal que m(f;) = £3. En efecto sea otra m' tal que m'{L;) = £3,

» -1
entonces consideremos m' e m , tenemos

Hﬂom-l(ls) =m'{fsy) = L,
m'om *(m(21)) = m'(2:) . Asi que

(L3, m(21)) = (mom™ (2s), m'p m™ " (21)

i

{23, m'(21))

e« m{Ly) = m"(2y) , por 10.2

Proposicibn 12.1  (£1,%2) + (L2,83) = (&1.R3)

Propiedad 12.2 Si m es un movimiento tal gque m(%;) = ., en-

tonces

(215 ﬁ}ﬁk))

(21,82) + (R2,m(24))

= (Ry,82) + (R3,%4)

Demostracidn.

3 ., . por definicién

i

m ' es tal que m™ ' (L3)

(2-1,22) + (Eg,lu) = (m“ICQ/;),lq)

Propiedad 12.3. Si (L1,22) = (£},%3)
(Lasfs) = (23,24),

entonces

(R1,02) + (L3,%4) = (R1,82) + (22,%4)



Demostracidén. Como (L1,22) = (21,%3), existe mieM con

mp(21) =21 m(R2) = L3 y COomo
(L3,24) = (L3,24), existe m,eM con
m2(L3) = L3 4ma(f4) = Ly

Ahora sea m tal que m(2,) = 23, entonces

(21582) + (Ra,24) = (m(2y)524)

. -1
Consideremos m2m m; eM , tenemos entonces

mom(mi’ (23))

mem my * (L3)

m2°m(22) = ma(m(22))

t

mz(ia) = 23

.« pordefinicidn

~ : ~ -1
(21,23) + 23,20) = (mzm m1 (21),24),

pero

(m2m mfl(li),li) (mzl(m2£ m1) (2], m3t(el))

(m (m-ll(zl'))a 32'4 )=(m(241) 32"0)

=('Q'132'2) + (2«3,214)

-1
=(mm1 (9«{),24)

L.Q.Q.D.

Propiedad 12.4. Sean?®i1,22,23,%4,%5,%5, pares de semirrects

que parten respectivamente de 0, 02 y 03 entonces:

[(21122) F (2332431 + (R5526) = (R1322) + [(R35,R4) + (Ls,8)

Demostracidn: Sea mieM con mi(L,) = 23 v maeM con mj (24)=t

entonces
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(21,220 = (m1(21).m1(22)) = (m1(21).25)"

H

(235840 = (m2(L3)omal2u) ) = (mp(hs):ts)

Asi que:

~

[(21,82) + (R3,24)3 + (Ls,24)

(m1(21),24) + (Lssle)

= (mzmi(%1)52¢)
y
(21522) + [(Ls30e) + (2s,26)]
= (gl:gz) + (mz(zsf,zs) como my(L,) = R;

mz(m1(L2)) = ma(23)
(21222) + (ma(fa) :25) = (m20m1(11):l6)

U L(SR2) 4 (235801 + (Rs,26)

S (21522) 4 [(Ls,8) + (25,%6)]
L.Q.Q.D.

Propiedad 12.5. Si f:1,%; y &3 son semirrectas que partende 0

entances

Il

ES A ey
(L1,02) + (22,23) = (f2,23) + (L1,22)

Demostracibn. Sea & 1la recta determinada por L: ¥ S, 1la

simetria con respecto a esta recta, tenemos entonces:
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(2,,22)

~

(2'2,2'3)

(Sy(%:), §,(8%2)

entonces por definicidn

(5,(23) 4 §,(22)) + (8,(22),8,(21))=(8,(£3),5(81)) = (£15%3)

asi que por 12.3

”~

(J25%3) + (R1,%2) = (21,23) = (£3,2,) + (£,,23)

Proposicidn 12.6 Si £,,%: son semirrectas que se inician

en 0 y 23,% semirrectas que se inician en 0', tenemos:

(2,1,2,2) + (23,!'&') = (2:3,2:#) + (2;1,2,2)

Demostracidn. Sea' meM con m(L2) = %3 entonces

(m(21), m(L2)) + (L3,24)

]

(L1502) + (L3,24)

Qgglu) + (m(2;),m(%,)) por 12.5

|

(L3,24) + (21,22) por 12.3.

L.Q.Q.D.
13. Paralelismo
4 Sean dos rectas 21 y 22 y una
// ‘21 tercera t que las corta en T,
/%L T, respectivamente. Entonces

T, determina en 2; dos semirrec

]
b tas 27 vy &Y. Andlogamente Tz -

/ //n .
- ” -
. determinarda en 2, dos semirrec-
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tas 2-; Y th; ¢

Definicién 13.1. Si %1 y %2 estén del mismo lado con respec-

to a t diremos gue £, y %2 son rectas correspondientes.

Definicibn 13.2. En t consideremos la semirrecta t; que par-

te de T; y pasa por T2 , ahora por t2 denotaremos

aquella semirrecta que pasa por T, y esti contenida en la semirrec
ta ti. Entonces los Angulos (15:%1) y (%1,t2) se llamardn corres
pondientes, y los &ngulos (Eztt1) 1’4 (2?:%5) (en donde t' es la rec
ta complemept§ria de tz) se llamaran alternos internos.

.. . . . 1~
Proposicidn 13. Con las notaciones anteriores; si {(21,t2) =

~

(2;,t1) entonces las rectas £: y %2 son paralelas (En otras pala-

bras si &ngulos correspondientes son iguales £&;|{%2).

Demostracidn. ¢omo (Zis8Y) = (£1,85)
Y
(R'igt?,) = (9—;gtl)
entonces

(tz:if) = (t;:zg) por la propiedad 11.4
Si 2, y &, no fuesen paralelas se intersectarian en algin
punto P fuera de t. Por la propiedad 8.3, P estd del mismo lado
que £; o estd del mismo lado que %). Si ocurre lo primero P es
tden 27 ,'. P estd en 25 .°. las semirrectas 4! y 23 se intersec
tarian en P. Consideremos el tridngulo T; T P. Entonces un &ngu-
lo externo es el dngulo (2;3t2) vy un &ngulo interno opuesto seria

1 ~ FN
(R2,ty) .7, por la proposicidn 12 (L,,tz2) > (&2,t1) pero por hi-
' POtesis

a
(R,;’-tz) = (’Q“é’tl)
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«°e Dpor la propiedad 10,2 esto no puede ocurrir . . P no es.
t4 del lado de %] , un razonamiento completamente anilogo proba
rd que P tampoco puede estar del lado de 27. Asi que P no puede

existir . . &1 y Lz son paralelas

L.Q.Q.D.

Proposieidn 1l4. Con las notaciones anteriores si 23 y %;

son paralelas entonces

1

(23,t1) (21,%2)

it

(23,t1) (Ly,t3)

Esto es si % y %2 son paralelas entonces los dngulos corres-

pondientes que se forman con t sen iguales, y los angulos

alternos internos también son iguales.

Demostracidn. Sea T el punto medio de [T;:,Tz] (Proposi-
cidn 10). Asi que LI[T;,T] = L[T,T:} por lo tantc existe meM
con m(Ty) = T y m(T) = T, Tenemos para cierto orden de t

T1aTaT,

m transforma la semirrecta que parte de T, y pasa por T en la s¢&

mirrecta que parte de T y pasa por Tz

LIm(Tz), m(T)]

L[T2,T] = L[T;,T]

£

L[mz(Tl),mz(T)] = L[Tz,mz(Tl)J

* m*(T) = T & T,a m?(T) (Axioma 5)
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L4

Si m2(T)=T s m2(T) = m(T;) "« m(T) = T,

. T} = T; lo cual no puede ser .. T; a m*(T)
S om? aplica- t, en Tz.

Sean P y P! a lados opuestos de t, si mgcz(P5)=Cg(P)
entonces mz(Cz(P)) = C (P 51 m(Cg(P))=C£(P') entonces

m?(C,(P3) = m(C,(P")) = C,(P) .". P y n*(P) siempre estén
del mismo lado con respactoc a t .°. Ri y m?(%21) estin del
mismo lado con respecto a t y

(21,t1) = (@*(21), m2(t1)) = (m2(2}), t2)

e v m2(R;) son paralelas

. m?(2y) = L2 vy el teorema queda probado.

Proposicién 15. Sea ABC un tri&ngulo, entonces

ey

CAB + BCA + ABC = 2 rectos. .

Demostracidn, Sea £ la recta determinada por A y B. En-

tonces por C tracemos una recta

Q‘)
Q/ . m m paralela a £, sea t la recta
/f>\ Q determinada por A y C, sea k la
\\ recta determinada por B y C. -

Sea Q un punto sobre m que esté

del lado contrario a A con res-

7A é\\ pecto a k y Q' colccado en el ~
k lado contrario de- A con respecto

.a m asi tenemos lo siguiente.



CAB = Q'CQ por dngulos correspondientes

ABC = QCB

CAB + BCA + ABC =
BCA + CAB + ABC
BSA + Q'ce

QiCB + BCA = Q'CA = 2 rectas

L.Q.Q.D.

54
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CAPITULC II

(Construcecidn de los nimeros reales)

1. Las traslaciones. Deseamos ahora describir con preci-

sidén ciertas transformacienes pertenecientes a M, &stas intuiti

vamente corresponden a lo que comfinmente llamamos una traslacidn.
¢Qué propiedades deberia de cumplir un movimiento, para que co--
rresponda a nuestro concepto intuitivo de traslacidn?. Suponga-

mos asi que el plano transparente lo trasladamos. Entonces, si

P es un punto del planc transparente, durante el movimiento des-
cribiri una linea recta. Y cualguier otro punto describiria tam
bi&n otra 1linea recta paralela a la descrita por P. Y si con-
sideramos la transformacidn inducida por este movimiento, la rec
ta descrita por P, la transformacidn la aplica en si misma. Tam
bién si &' es cualguier recta su imagen es paralela a &' o igual
a &', Otra caracteristica de la traslacidn es que a todos los -
puntos los mueve. Asi, en primer lugar veros que tales traslacio

nes efectivamente existen.

Progosicién 1. Sean 23, %, dos rectas paralelas y ti, t2
Otras dos paralelas de manera tal gue &; intersecta a t; y tz en
Ayy By y %, dntersecta a t, en Az, B, respectivamente. Entonces

LLA:,B,] = L[A;, B1ly LLA1,A2] = LIB,,B:1.
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Demostracidn. Consideremos los tridngulos A1A;B:; y A;B:B;

entonces tenemos lo siguiente:

N
BsAjA, = A1B2B: (Alternos internos)
3
\ tl ‘tz
\ A ~
Ad‘ /BL Ang.‘h = B1A1 B,
Al ,
f \\ ; por consiguiente los trifngulos
/ \\ ; BiA;B2 y A2BzAison iguales (Prop,
\/
_A_J/ X Cap. I),
! I\
j I\
! { LIB1,A:] = LIBz,Az1 ¥
L[A;,A;]) = LIB,;,B:]
L.Q.Q.D.

Sea dada wuna recta &, y dos puntos distintos A y B sobre
£ . Como se vid en la demostracidn de la proposicidn 13 -Cap. I.

Existe una meM,tal que

i) m{(A) = B

ii) A la semirrecta que parte de Ay
pasa por B, m la aplica en la se
mirrecta que pasa por B y estd -
contenida en la semirrecta ante-
rior.

2

1 con m; en M

iii) m = m

Lema. Sea o el orden de &£,tal que A o B, entonces si P e§

ta en 2:P o m(P).



Demostracidn., Sea P en £ ocurren dos casos

i) P a A i1) A

Si ocurre el primero y m(P) o P-

m(P) &« Pa AaB

L{m(P),B1 > LLP,A]

entonces

57.

pero por otra parte LIm(P), m(A)] = L[P,Al, 1o cual no puede . -

Pam(P)

Si AoP  todavia pueden ocurrir dos casos:

a) AnPaB b) BaP

en el primer caso P estd en £y m(P) estd en m(L;) pero

por

ii) m(£1) = {Qet|Bag}
.. Pam(P)

b) Si m(P)aP entonces, como AuP:

Bam(P),

por lo tante

Bam(P)

L[B,m(P)] < L[B,P] < L[A,P], pero

LIB,m(P)] = LIm(A),m(P)]

lo cual no puede ser

m(P) w P

LLA,P]

L.Q.Q. D.
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Ahora usando el lema caracterizaremos la transformacidn que -
cumplen con i) ii) y 1ii) de otra forma y veremos que correspondep’

a nuestra idea intuitiva de traslacidn.

En primer lugar si t es una recta que intersecta a &, en T,

entonces m(t) es paralela a t. En efecto, si ties una semirrecta

» determinada por T, m{t,) es una se-
// mirrecta determinada por "m(T).
#_/
m (£
Sea &) la semirrecta en & que parte
de T y pasa por m{T). Entonces si ,
1>/ t{” P#T y P estd en &1, m(P) también es

td en £ (por el lema) .°. m(El)Cié
"~ ~
pero (ti,21) = {m{(ty),m{L;)) . . t

y m(t) son paralelas

(proposicidn 13 Capitulo I). Consideremos a t una vrecta
/ paralela a L, ¥y L un punto sobre &,

sea k la recta determinada por L y P

ML T (%
entonees m(k) ||k y esta recta pasa -

por m(L). Sea T la interseccién de

T T k con m(k). Entonces por la Prop. I
L{m(L),T] = LI[L,P].
£ + Por otra parte m{P) se encuentra en

mik).

Ademds P y m(P) esté@n del mismo lado con respecto a &3 T y P -~

también se encuentran del mismo lado con respecto a &, por lo tanto-
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m(P) y T se encuentran del mismo lado con respecto a L, por lo tanto

m(P) y T se encuentran del mismo lado con respecto a m(L), pero
Llm(L) ,m(P}] = LLL,P]
7. LIm(L),T] = Lim(L),m(P)]

T T= m(P)

Asi, si P estd en t m(P) estéd en t, por consiguiente si t||{2% en

.t4

tonces m(t)

Adem&s se puede ver que m(P)#P para toda P en el plano. En
efecto si m(P)=P para un punto P del plano, consideremos una recta t
que pase por P e intersecte a £ en un punto T, entonces m(t) es para-

-lela a t pero como P=m(P) estd en m{t) entonces m(t)=t.

= »

Asi m(T) estd en & y enm(t) =t _*, m(T) = T. Y como cualquie
punto de % puede unirse a P por-medio de una recta se tiene que m(T)=T
pasa todo punto T del plano, salvo quiz& para la recta que pasa por P
y es paralela a 2. Perc tomando un punto T no en esta recta como P
podemos ver que todos los puntos de esta recta quedan también fijos

.". m=I, lo cual no puede ser ya que m(A) = B y A=B. Asi que m tie-

ne las siguientes propiedades:

1) m¢A) = B

ii) si m(2) = 2 vy 2'||% entonces m(&') = & (& la recta de
terminada por A y B)

iii) m(P)=#P para cualguier P

iv) t]lm(t) & t=m(t)



Definicién. A una transformacidn que satisfaga ii) — iv) le

P P o

llamaremos una traslacidn, y a las rectas & tales gue m(L) =L les _

llamaremos trazas de la transformacién, a I, aunque no satisface -

las propiedades anteriores la llamaremos una traslacidn.

Propcsicidn 2. Si m es una traslacidn, las trazas es la fami-

lia de rectas paralelas a la recta determinada por A y m(A), en -

donde A es cualguier punto del plano.

Demostracidén. Sea A un punto cualquiera del planc, sea % la

-

recta determinada por A y m(A), entonces por iv) £]|m(2) & 2=m(L),’

pero m(A) estéd en 2 y en m(L), por tanto L=m(%&).

Ahora sea &; una recta con m(%;) =£;, sea B en %;, entonces -
sea L, la paralela a % que pasa por B, tenemos por ii) que m{f%;) =i,

* m(B) estid en %42 . Ra o= Q3.

* L d . *

Proposicidén 3. Sea m una traslacidn, entonces si para algin -

punto P y una orden « en una recta & se tiene Pom(P), entonces para

toda Q en £ Qum{(Q).

Demostracidn. Ver la demostracid®n del lema.

Proposicidn 4. Si 7; y T2 son traslaciones T:°T)es también una

traslacidn.

Demostracifn. Como T: Vv T2 € M entonces también 1;°T;eM. Si
w

Ty & T, = I la conclusidn es inmediata. Ahora bien si.tzoT1:=I, co®

I es una traslacidn, tendremos probada la proposicidn.

-Podemos suponer que T20t1=1.
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Caso i) 1las trazas de T2 y T; son distintas. Sea entonces AeP
t; (AY=A. Consideremos la recta %; determinada por A y T1:(A), esta -
recta es traza de T;, ahora bien consideremos Tz(T;(A))=B vy sea %,
la recta determinada por B y 1:(A) (B=1:{A)), entonces %£; es traza

de Tz » . Ry=2h, B=A o sea TaT;(A)Y=A.

©,(AY

"~

Ty

\\‘\gﬁzctdhﬂ

Caso ii) Las trazas de T3 y T, coinciden. En este caso si t

es una traza comiin a T, Ts

v entonces T29T:(t) = T2(T1(t))

il

T2({t)=t

1}

asi que ii) se cumple, iv) tambi&n claramente se cumple para
12°T; probemos ahora que T2°7T; cumple con la propiedad iii). Supon

gamos entonces que para cilerta A en P.

T2%11(A) = A

Sea R una traza comiin a T1 ¥
T, que pase por A. Considere-

mos P un punto arbitrario del

plano no en £, por P hagamos
pasar una recta £: paralela a
%2, asi que %, es traza para
t,°1,. Sea t la recta determi

nada por A y P. Tenemos asi -



que T21:;(t) y t tienen a A como punto comiln 1213 (1)

come Tz 13(L;) = 23 entonces T;T;(P) que estd en la interseccifdp

de T,T1(t) y 127:(2) que es la interseccidn de t y & es igual a p,}
Ahora tomando cualquier P fuera de & y tom&ndola como A, se demues

igualmente que los puntos de & quedan también fijos frente a 120113

Lt T2°Ty = I lo cual no es el caso

.

,°. T2T1(A)=A para toda A

_por lo tanto T,T) es una traslacidn.

Proposicidén 5. Sean A y B puntos del plano existe entonces

traslacidn Gnica T tal que T(A)=B.

Demostracidén. Hemos probado ya la existencia de tal T,
demostramos ahora su unicidad. Asil supongamos gque T y T!

son das traslaciones con

T(AY = T'(A) = B

Asi T '°T" es tambidn una traslacidn por la propiedad 4, y

rlort(a) = TT'(B) = A

g lerr = I

- Tt =T
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Proposicidn 6. Sean T; y T, traslaciones; entonces

T2°T1 = T1°T, .
Demostracidn. Descartando el caso trivial en que T; & T,=I.
Tenemos dos casos:
A} Las trazas de T, y Tz son paralelas.

B) Las trazas de T: y T, no son paralelas.

A) Sea PeP, consideremos £; la recta determinada por P
y T1(P). Sea L; 1la recta T;(&;) determinada por T2(P) ¥y
Tz(T1(P)). Entonces si llamamos &3 a la recta determinada por

Py Tz(P) T,(£3)|[{4s ¥y pasa por Ti(P).

Por otra parte la recta t determinada por Ti:(P) v T2(T:(P))

es traza de T, - . paralela a &;, por consiguiente t=T;{%;)
.f. T,T,(P) esti en t

pere T1T,(P) estd§ en £ . . en la interseccitn

pero T1T2(P) tambi&nestid en esta interseccidn; asi

que T:T2(P) T2T,(P)

L.Q.Q.D.

2. QOperaciones entre los puntos del plano.

De aqui en adelante fijaremos 0 un punto del plano. Una -
vez escogido este punto, definiremos operaciones en el planc, es
to es a cada par de puntos del plano le asociaremos otro nuevo -

punto.



Intuitivamente (o0 lo que a esto le corresponde en lapractica
escogeremos cierto punto O y por la accidn sobre este punto de las
traslaciones estudiaremos a é&stas (iltimas. Esto tiene sentida ya
que la traslacidn T queda completamente determinada por T(0), Asi
si Ty y T2 son traslaciones, T,°T, es tambi®n una traslacidn,

como se ha visto TyT:(P) queda completamente determinado por la

construccidn geométrica:
T, T,.(®P) Trazamos por O los segmentos de rec-

ta [0,P] y [0,Q] , entoncesporP

trazamos una paralela £ a larecta
determinada ') por yla
' : recta £ consideramos el punto R tal
T=P
J que LLR,P] = L[0,Q] . Este puntoR

0
estal que R = T,T;(0).

Asi pues a este punto lo denotaremos por:

P + Q

Tenemos asi la siguiente definicidn.

Definicidn. Si P y Q son puntos del plano, entonces

= o
P + Q T T0

0q °Top(0)

3

Tenemos entonces las siguientes propiedades:

S.1. P + Q = Q + P
S.2. P + (Q+R) = (P +Q) + R
S.3. P + 0O = P

S.u4 Dado P existe P' con P + P! = QO



Demostracidn.

S.1) Por definicidn

P+ Q= TOQ OP(O) perao TOQOTOP = TOPOTOQ

*.P+Q=T.°T (0)=Q+P

oP 0Q
. 8.2) P +(Q*R) = Toro °T pfQ)
pero q)QﬁR = TOBOTOQ por definicidn de ¢ + R
P+ (Q+R) = (qx;IbQ)- Typ (O)
= (Tgg® (TgoTyp) (0D
= T‘QR {T, P+Q) (0) = (P4Q) +R
S.3) P+0=T S°T (0)=IT (0)=T  (0)=FP
S.4) Consideremos ‘I’g; , entonces
Top (0) = P
Y P * Pl = T 9T ,(0) = Top "Top(0) = I10)=0

3. Los nilmeros naturales.

Consideremos los nimeros naturales {1,2,3...} v el siguien-

te principio de induccidn que nos serd muy Util para probar afir

maciones en las que intervienen los naturales.

Supongamos que para cada nimero natural n tenemos una cler

ta proposicidn P_» ¥ que deseamos probar P para cada nlimero natu-

ral n.



Ahora bien supongamos que para cierto nimero natural kgu

demos probar Pko’ asi gque ahora lo mas natural seria intentar de-~

mostrar P mediante cierto procedimiento; ahora ya en poses‘ion

kq+l

de la verdad de E:Sc;*i , tratariamos de agenciarnos alglin método para prose-

guir_adelante: esto es para probar %0+2,Exc.

La tarea a la que nos enfrentamos serd ciertamente ardua, ya
que el procedimiento que se usard en cada P podria ser distinto
al usado en las demas Pn. Sin embargo si tuviramos una manera f

ja de pasar de cualquier Pn a la siguilente, nuestra tarea se simpli-

ficaria enormemente ya que no habria m&s que probar Pk , entgnces
g

tomé&ticament odriamo obar P tc. i
automaticam e podriamos proba Pkc+1 s luego lo+2’ etc., asi
hasta llegar a cualquier PN' Asi podemos establecer el mé&todo

induccidn matemitica.

Supongamos que para cada natural tenemosuna proposicién B

entonces si la verdad de P implica la de P para todo natural

o+l

nzk y Pk es cierta, entonces Pn es clerta para toda nzk.

Ejemplo (I.S. Sominskii. E1 m&todo de la induccidn matema

tica. Misel&nea Matemdtica # 3).

Pn : n rectas distintas en un plano, pasando por un punto
dividen al plano en 2n partes.

Asi para cada nfimero natural n tenemos una proposicidn P

P, una recta divide al plano en 2 partes
P2 dos rectas div iden al plano en 4 partes
P tres rectas dividen al planoc en § partes

3



Probemos P1 pero esto es precisamente el contenido de la

proposicidn 8.2.

Pasemos a probar P2

£, la recta dada divide al plano en dos partes (por P;)

Ci; £ C",L1 . Ahora bien como es f&cil ver si & es una semirrec

£

ta distinta a &, una semirrecta estid complehtamente en alguna Ci
1

y la otra semirrecta en la otra Ci;' Cada semirrecta divide a la

»

1 - . L]
CJZ respectiva en dos partes, asi aparécen dos nuevas partes . . -

aparecen 4 partes.

Pasemos ahora a examinar el pasc de Pk a Fi+1. Entonces su-

pongamos que Pk es cierta, con el afiadido de que si C. es cualquie-

S
ra de las partes en gue se.divide el planc por las k rectas, enton-
ces si £ es una semirrecta distinta a las dadas que se inicie en T

(la interseccidn de las k rectas), entonces C3 contiene a toda & o

no tiene puntos en comiin con £. A esta nueva proposicidn denotémos
le por Pé Desde luego P; es valida. Probemos ahora que P; impli
c ! .
a P K1
Sean .Rdl,kds, xk_'_l
to T entonces porque se est2@ suponiendo PL

k+1 rectas distintas que pasan por un pun

Ryganes lk dividen al planc en 2k partes

Ci Cay..., Czx vy cada una de estas Cj tiene la propiedad de
gque si £ es una semirrecta #%:i,...,%; qQue se inicia en T, o bien %

J

estd contenida en C, o no tiene puntos en comiin con Cj‘

Consideremos £k+1’ T divide a esta recta en dos semirrectas

£ y &' la primera estd contenida en alguna Cj y ' en otra Cy A



divide a C, en dos partes y &' a C_ también en 2. Asi el plano

J
queda dividido en 2k+2 partes .°. en 2(k+l) partes .
Pk+1 es vAlida - - por el principio de induccidn

Py es vilida para todo natural N

4. Las potencias de un movimientq.

« = n
Sea m en M, y n_un nimero natural, queremos definir m , lo

definiremos de la sigulente manera:

m® = 1
m' ='m

y si n® ha sido ya definido
mk+1 = momk

Propiedad 4.1. Si n v t son enteros y meM tenemos losiguien.

te: .

Demostracidn. Sea t un natural fijo, demostraremos por 1

cidn sobre n que

i e e ea
m'y M = mem = m - (por definicidn)
- la férmula se cumple para n=i. -

Supongamos ahora que mkg m®= bt
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t

kg t (me mk) o m

antonces bl o I

3]

m o(m. % mt)

L

=}
B ket

1

mo

er J+t

L.Q.Q.D.

Ahora sea -m con m>0 un entero negativo, definiremos

n o= (mmHT
y tenemos:
Propiedad 4.2. (m®)~*' = mn
Demostracibn. Por induccidn sobre m
m= 1 (m)" = (m)" 1= m.(-z)

Supongamos ahora v&lida la propiedad para k y prob&moslo pa

ra k+1

mEt o pm Gt ) L ke o (m=tyk+!

£t

m ° o)k o)

m o (mk O(rﬂk)'ﬂl) o m"*l
=moTIom =1

-y o o (sH1)
@3’1)1 =

Propiedad 4.3. 81 m y n son naturales




Demostracidn. Supongamos primero que m-nz0, entonces

m-n . n M~n+n m
m @ m = m =m {(por 4.1)
a Meell n i}

multiplicando esta igualdad por la derecha por m = = {mn)"l

obtenemos

14 4 m -
Ahora si m-n < 0

mm-n (m— 1 ) n -m

-1

(m

)Il o (m—l)-‘m - (m—l)n-m

~-n m _ _M-n
m Sm =nm
-n m-n
. . mtom = m

L.Q.Q.D.
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5. Los enteros., los raciocnales.

Escojamos una recta & que pase por nuestro punte fijo O.

Sobre la recta &, escojamos otro punto fijo U = 0. Consideremos

TQU’ entonces TOU(O) = U, a este punto lo denotaremos por 1 y el

punto TOUDGD lo denotaremos . por n.

4 3 i b

G 1 2 3 4 .5

b
3

El objetivo de todo lo que sigue serd encontrar relaciones -
entre cualquier T con traza L vy Tbu,o lo que es lo mismo entre T(O;
y'TOU. Nuestro deseo es poder describir cualquier punto sobre la

recta en términos de TOU'

Por lo pronto ya tenemos algunos puntos descritos en funcidn

de Tbu’ esto es los puntos denctados por 0,1,2,....

Propiedad 5.1. Sea T una traslacidn = I,entonces T'#I para

toda nz1.

Demostracidn. Por induccidn sobre n.

Si n=1 T'=T y T=I, por hipbtesis.

Supongamos entonces que Tkil. Sea £ wuna traza de T, esto -

es una traza de TF. Sea A en %, escojamos el orden a de f,tal que

A% TE(a)
entonces

T*(a)aT (TR ()= T (A)
por 1lo tanto

AST (A

k+1 = T
T L.Q.Q.D.



Pensemos en P cualquier punto del planc, y m un entero,

por mP denotaremos a

m
TOP(O)

i

mP

asi que
oP = Q.

también por la propiedad 5.1 mP#0 para toda m=0 y P=0.

Tenemos también en virtud del parrafo 4 que

(m+n) P = mP + nP

también se tiene:

Propiedad 5.2. m(P + Q) = mP + mQ

Demostracién. Por definicidn

"

m A m
R(P + Q) = T,y (0) = (T Tp)™ ()

iy

o
0Q

™ (0)

OP.

H]

mP + mQ

Propiedad 5§.3. Si P es un punto cualquiera del planc y n

es un entero # 0 existe Q en P tal que nQ = P.

Demostracidén. Consideremos la recta %, determinada por O y P

Sea EI una recta distinta a £, pasando por 0, sobre &,
consieremos un punto Tz0. Consideremos nT, que estid en 2;
tracemds la recta t determinada por nT y P ahora por T tracemos
una rectdt! paralela a t que corta a £, en Q cierto punto de 2.

Afirmamos que nQ=P. En efecto



=3
N
O.
N
1"
g
L]

TgQ(O) est&d en la recta )

por otra parte la recta t determinada por TEQUE yﬁ%j@%QN) es pa-

ralela a la recta determimada por Q vy T, v nT estd en t
.- TEQ(O) = P . nQ = P por definicidn.

Ahora si nQ' = P ,entonces

nQ' + (—1)$Q =0
. n{Q'+(-Q)) = 0
. QN () =0 L. Q' =Q
Nota. De aquil en adelante A + (-B) lo denotaremos por A - B.

Observacidn (-Q) = (-1)Q.

-nQ = (~-n)Q.

Definicidn. Sea n un entero, y Q el punto,tal que nQ = 1,

denotaremos a Q por —%—~y a m(—%—) por

Proposicidn S.4. mn(nP) = (mn)P para entercs m y n cuales

quiera.



Demostracidn. Consideremos a n fijo y demostremos la afir-

macidn por induccidn sobre m. Para m20.

0(nP) = 0 y (On) P=¢P =20

-« la afirmacidn es vdlida para m = 0.
Supongamos la afirmacidn cierta para k

k(nP) = (kn)P.

(kx+1) (nP) = k(nP) + (nP)

(kn)}P + nP

(kn+n)Pp

={(k+1)n)P

.. la afirmacidn es vilida para toda m=z0 .

$i m=-m' ,con m'> 0, tenemos

(-m*) (nP) = - Im"(nP)}] = - [(m'n)P]
= (-m'n)P
L.Q.Q.D.
P - - » m - mt iy £ b 1 - 1
roposicion 5.5. . ¢ Tpt SV 5010‘51 mn' = m'n.
- . ! . . .
Demostracidn. 8i —2- = o7 multiplicando esta igualdad

n
por nn' obtenemos: '

-t
LBy - v 10
n'n( a ) nn (-jx-l-r)

t 1
O (BB s p( B

n n'

L.Q.Q.D.-



75.

Proposicidn 5.6

m s S
“no tnr osmn'l v s
Demogtracidn.
m _ mn'
n nn' .

. m'! - _m'n
n' nn°

. m_, _m' _  mn' + m'n

' n ' nn' nn'

- mn (L (L
= omt G +omtn ()

; = mn' + m'n
nn

Definicidn. A los puntos de & de la forma —-1;3- los llamaremos

racionales y el conjunto de estos puntos 16 denotaremos por {.

Definicidn. Sea .%.., un racional y P un punto deP , s1 Q es
el punto tal que nQ = P definimos

m -
- P =m

Veamos que esta definicién no depende de la pareja m,n elegi

. m
da para representar al racional e

m' m
En efecto, sea =T f = ,entonces m'n = n'my, denotemos

1
por Q' al punto,tal qué n'Q' = P entonces % P =m'Q.



tenemos que

nn' m'Q' = mm'n'Q’ = om'P
¥y

nn' mQ = n'mnQ = n'mP ,perc como m'n = mn',enton-
ces (nnM'Q' = (nn'ImQ

Semn'(m'Q -mQ) =0 7. m'Q = mQ

L.Q.Q.D.

Propoéicién 5.7 S1 q: y qz son racionales y PeP

(a192)P = qi(q2P)
Demostracién. Sean gq - B - m
— 1 n_ 42 R

t

- mm
91z = —Rr

Sea Q tal que nn'Q = P entonces por definicidn

mn' P = mm'Q
nn'

pero (nQ)-es tal que n"{(nQ) = P
.. Q2P = m'"(nQ) = (m"n)¢

y m'Q es tal que n(m'Q) = (m'n)Q = qzP

e q1(g2P) = mm'Q = (qig2)P

L.Q.Q.D.

Proposicidn 5.8. Si g, y qz son racionales y P, QeP, entol




ces

(q1 *+ q2)P = qiP + qP

. Q1(P + Q) = 4P + q1Q
1
Demostracidén. 8i qi = ReL s Q2 = —ET
n n
Q:r ¥ g2 = 'mn" + m'n
nn'

(q1 + q2)P = [mn' + m"'nYnn'lP

1

1 ' . .
= (' + m'n) (==r PJ = mn'(=y P + m'n [ P]

(14

man'/nn' P+ m'n/nn'p

i

m/n P + m'/n'P = 1P + 2P

Ahora bien

i

n(1/nP + 1/nQ) n(1/n)P + n(1/n)Q

il

P+ Q

L0 (A/n) (P + Q) = 1/nP + 1/nQ

It

.. m/n (P + Q)

.

m(1/nP + 1/nQ]

1}

m/nP + m/nQ

L.Q.Q.D.

6. El orden y las cperaciones en %.

Hasta ahora hemos encontrado cierto subconjunto de elementos
de %2 que tienen una relacién directa con la traslacibn TOU‘ Con

el fin de seguir adelante con nuestro anilisis es necesario in-



troducir el siguiente Axioma:

Axioma 12. Sea T una traslacidn con traza %, sean P y R
puntos arbitrarios de £, con PaR para cierte orden o« de £, exis

te entonces un entero n tal que RaT® (P)

/—" e 2w . o+ o

P 14 T (P)

Definicion.

81 & es una recta, escojamos an ella un orden o, sea P en 4,
entonces a la semirrecta %; Jdefinida por {q|PaQ} le llamaremos
la a- semirrecta determinada por P, a la otra le llamaremos la -

o'- semirrecta.

Proposicidn 6.1. Sea T una traslacibn de traza 2, en cierto

orden a, entonces si para un pur de puntos PeQ de & se tieneT(P)
o T(Q) entonces si R y K son puntos de la recta con RaK se

tdmhdén T(R) a T(K). Andlogamente si T(Q) « T(P) ocurre 1o mis-:

mo para cualesquiera otra pareja de puntos. -

Demostracidn.

Designemos por 2; la a- semirrecta determinada pdr P,entonces
T(21) es la a-semirrecta determinada por T(P). Ahora bien si -
R a P, la a- semirrecta £, d.-tirminada por R, contiene a £

. T(22)> T(2,) y T(L:) es también una a- semirrecta . . co-
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mo Kefz, T(XK)e T(Z;) T{R) o T(K)

Si PaR, T(L2)c T(L,), pero también T(L,) es una ¢- semi-
rrecta . . igualmente como Kef: , RaK. Un razonamiento andlo-

go prueba la otra afirmacidén de la proposicidn.

L.Q.Q.D.

Proposicidn 6.2. Si T es una traslacidn y % es una traza de

T entonces PaQ implica T(P) a T(Q).

Demostracidn: Sea A en £, B = T(A), entonces

T = TAB

denotemos por C al punto medio de [A,Bl, tenemos asi

- 2
T = TAC

.. 81 P a Q tenemosi) T,c(P) T (Q) para toda P y Q con

AC
PaQ
& 1i) T,,(Q) a T, (P}

Si ocurre i) se tiene
2 2
TAc(P) o TAC(Q)

VTR a0 T(Q)

81 ocurre lo segundo tendriamos

2 2
TAC(P) ] TAC(Q)

.°. en cualquir caso T(P) o T(Q)

L.Q.Q.D.



Proposicién 6.3. Si P,Q y R estén en una recta t, conorden

o y P a Qs entonces P+ Ra Q +R

Demostracidn

- - Q
P+ R=R+P= TOR TOP(O)

= TOR(P)

andlogamente

8]

Q + R TOB(Q) > como PaQ
TOR(P) a TOR(Q)
-+« P+RaQ+R

L.Q.Q.D.

Definicidn. Sea ael orden de la recta fija £,tal que Oal,

entonces pondremos - P<Q, si PaQ y P<Q si P#Q y PaQ. A los ele-
mentos de & tales que O0<P les llamaremos positivos y a aquellos -§

tales que P<0 les llamaremos negativos.

Proposicidén 6.3.. S1 P Q y R estdn en 2 y

P < Q, entonces P + R < Q + R
Corolario. Si P>0 , -P<0-.

Demostracidn. Si -P20,entonces

0 <P+ (-P) =0
e+ 0 <0

lo cual no puede ser =+ +« =P <0
L.Q.Q.D.
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Proposiciln £.4. 81 P a Q son puntos de una recta £; y q>0

es un racional: qPaqQ.

Demostracidn. Primero probemocs la proposicidn cuando g=m

.e$ un entero positivo, demostremos esto por induccidn sobre m.
Si m=1
1P = P a Q = 1+Q

. 1P a 1-Q

‘. la proposicidn se cumple para m=1. Supongamos ahora la pro

posicidn vélida para k-1 y demostrémosla para k.

kP = (1 +# (k-1)) P = P + (k-1)P

pero como k-1>0
(k~1)P a (k-1)Q
. P+ (k-1)P o (k-1)Q + P

perc P o Q
. (k-1)Q + P a (k-1)Q +Q

* kP o kQ

Ahora sea q = m/n con m»0 y n>0
.. mP o mQ

Ahora bien si mQ/n « mP/n

Tendriamos mQ/n a nmP/n

‘ mQ. ¢ mP



que no es el caso

.". qP a gP
L.G.Q.D.

7. Los racionales y su relacidn con los puntes restantes.

Hasta ahora hemos considerado ciertos puntos cuya relacidn
con TOU es clara (Son &stos todos los puntos?. Por lo pronto ng
podemos contestar a esta pregunta. Sin embargo veremos que dade

cualquier punto P en £ existe un punto racional arbitrariamente

"ecercanom.

Primero veamos el sigulente resultado.

Proposicidn 7.1. Si P estd en £ con 0<P, entonces

existeunpunto de la forma 1/n «[0,P]

Demostracidn. Por el axioma 12 existe un entero n talque

n _—
1< TOP(O) = nP

Ahora bien que
n(1/n) < nP

pero n>0 ya que sI n<0 tendriamos nP<0<1
s1 P< 1/n

- -

entonces nP<1 lo cual no sucede

por lo tanto 1/n €P y como n>0
0 < 17/n < P,o sea

1/n €[ 0,P]
L.Q.Q.D.
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Proposicién 7.2. Sea [A,B] un segmento de & con A<B, enton

ces existe un racional q tal que gel[A,B]

Demostracidn.

entonces
0 =A+ (-A) <B + (-A) = B-A
Por la proposicidn anterior existe un entero n>0,tal que
1/n ¢[0,B-A]
Ademé&s por el axioma 12 existe un entero m>0,tal que
A < m(1/n) (%)
fijémonos en my el entero més chico que cumple con (%), entonces
(mo-1) (1/n) < A
. me(l/n) + (-1)1/n < A
L. me(l/n) £ A+ (1/m)

pero 1/n < A-B

LT B+ 1/n < mga(1/n)

v (B + 1/n) + (~1/n) < me(1/n) + (~1/n)

g B < (mg~1) (1/n)

., B < (mp-1) 1/n < A
L.Q.Q.D.
Asi que dado cualquier P en %, hay puntos racionales tan cer

canos a P como queramos. Aprovecharemos en lo que sigue este re-



sultado de la manera siguiente:

Sabemos que entre los racionales hay dos operaciones lasuma

q: + Q2 que no es m&s que la suma de los puntos del planoyel
producto g:1*qz- Queremos ahora extender este progrugiecadodos
los elementos de L. Para eso vamos a definir de manera geométri
tal producto, veremos que esta operacidn para los racionales

ceinde con la original. Ademés se verd que si P; y P, son

elementos®; ¥ q; qQz son racionales "cercanos" a P, y P, entonces
qi1q2 es "cercanc" a PyP2. Esto serd muy importante ya que hari
que laspropiedades del producto para racionales sean validas

también plos elementos de £.

8. La definicidn de producto entre elementos de &.

Con el fin de poder trabajar con comodidad veremos algunasre

laciones entre traslaciones y cualquier movimiento m de M.

Proposicibn 8.1. Sea m un movimiento tal que m(0)=0, enton

-1 .. -1 _
ces mT m es una traslacidn y mT m ”j%mOMo))'

. » 0y -1 g X
Demostracidn. Probemos primero que mTm es una traslacids

en primer lugar es claro que mefl e M.
Ahora sea t una traza para T, tenemos entonces que

mTm o m(t) = moT(t) = m(t)

«. m(t) queda fija bajo mTm

Ahora si t'|im(t) m (") |{m ‘m(t)

CeomT et
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llamando t" = m ' (t') tenemos t"}|t y t' = m(t™)
«scomo t"|]t t" es traza de T . . igual que antes

. . . - 1
t' = m(t") queda fijo bajo mTm .

Ahora si
mTm' (A) = A
“leay = -1 o =1
entonces m (A m - (A), 1o cual no puede ocurrir . . mIn (A=A
Ademds si & es cualquier recta vy llamamos L' = m (L)
£ = m(e")

e mTmT (L) = omIm T (mCL')) = mT(R')

RTHIT(RY) & &'=T(RY) mT(L*) | [m(L")

m{Lt') = mT(L")

[

e ()] ]2 6 mTm~ (&) = 2

-1 .
. mTm es una traslacidn.

Ademfs comoc mTm “(0) = mT(0)

-1

mtm = = T oaio)

L.Q.Q.D.

Corolario 1. m(TOP(Q)} = Tom(P)(m(Q))

Demostracidn.

3]

-1
m T, pm (m(Q)) m TOP(Q)
pero por otra parte por la proposicidn

m Topni_](m(Q)) = ‘I’Om(P)(m(Q))




L. m(TOP(Q)) = 7hm(éﬂm(Q))

L.Q.Q.D.
Corclario 2. m{(-P) = - m(P)}
Demostracidn. =P = O; (G
m(-P)= m TS (0) = m T} m™'(0)
= -1 ) = ol = -
= (mTOPm ) (B) *Qm(P}(O) m{P)
L.Q.Q.D.

Proposicidn 8.2, Sea m un movimiento con m(0)=0 y P un

Ppunto de £, entonces m{(qP) =gm(P) para g racional.

Demostracién. Demostraremcs la proposicidn primero cuando

g=n un enterc >0, por induccidn scbre n.

Tenemos asi para n=1

m{(nP) = m(P) = 1+-a(P)
.". tenemos que la proposicidn se cumple para m=1

Ahora bien, =i suponemos que la proposicidn es valida
>

Para =l entero k demostromos que valz para k+1,

m{(k+1)P) = m(P + kP) = ;(T,,(kP))

1]

TOE(P)(m(k?))

= Tom(z) Ton(p) (0))
_ okl .
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Asi que

m((k+1)P) = (k+1)m(P)

.+ la proposicidn se cumple para todo entero n>0

"

i
)
N
o
o
3
v
o

Ahora si n

m(nP)

1l

m(-n(-P) = m(n'(-P))

n'm (-P) = n'(-m(P)) (Corolario 2)

1t

(-n'"Im(P) = nM(P)

Y s1 n es un entero
n m(1/nP) = m(nl/nP) = m(P)
.. m(1/nP) = 141m(P)

e . m/nm(P) mm<{l/nP) = M(m/nP)

L.Q.Q.D.

Definicidn. Sean p,q elementos de & tales que p20,q20. En

tonces si p=0 & q=0 qp lo definimos =0. Si p>0 y q>0 definimos
qp de la manera siguiente. Consideremos £; una recta distinta a

2, pasando por 0 fija. Entonces £, = m(%2), con m(0) = 0 y meM.

Ahora tracemos la recta t determinada por p y m(1l), ahora
por m(q) tracemos una recta paralela a t que cortarda a % en cier

to punto C a este punto lo denotaremos por qp.
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: m{q)

m()

0 F — £ P;ikx

Proposicién 8.3. Si g es un racional >0 y P un punto de 2,

entonces ¢p coincide con el producto definide en el pérrafo 5.

Demostracidn. Supongamos que q=m/n,m>0, n>0, entonces

n{q) = m(m/n<1) = m/nM(1)

.

Pongamos Ty = 1/n m{(l). Entonces por T: tracemos una parale-
la a la recta determinada por m(1) y P en la definicidn de produc--

to- la recta trazada corta a 2 en cierto punto T. Tenemos asi

pero

T3T1(05 = n 1/n m{(1) = m(1)

. _ qfln) mn -
. m(l? = TTTl (TOT(D))

n

perc la recta determinada por m(1) = T Tl(TgT(b)) y TgT(O) es -

T
traza de TTT1 .°. es paralela a la recta determinada por m(1) ¥
. P = n : .
P ., T  Tap(0)ses decir

nT = P



de igual manera

m _ m m
Tor, = Tpz,° Top
TC (0) = m 1/n ™1) = m/n m(1)
0T,
.. por razones andlogas a las anteriores

n - . —
TOT(O) =C.".. mT = ¢

. m/nP = C

L.Q.Q.D.

Corolario._ Si P =m/n y q = m'/n' entonces
qp = mm'/nn’'

Asi que nuestro producto coincide en los racionales con el
previamente definido, asi hemos cumplido la primera etapa de nues
tro programa. Ahora veamos que en cierta forma el producto qp de
dos elementos de & se puede aproximar con el grado de exactitud -
que uno quiera por racionales. Con este fin primero veamos nues-

tro producto como se comporta con respecto al orden.

Proposicidn 8.4. Si q y p>0 son elementos de & y qi1>q en-

tonces Q1P > qp

Demostracidn. Como 0 < q < qi

n(%

qef0,q;:]

. m(q)el0,m(q;1)]

. m(q) estd entre 0 y m(qg )



Ahora si trazamos por O m{q) y m(qg;) paralelas a
.recta determinada por m(l) y P estas rectas cortar@n a £ en

P4, pq: e« - por el Axioma 11:
pq €L0,pqil , esto es

0 < pq < Py
L.Q.Q.D.

Proposicidn 8.5. Si ps,qo Son racionales positives con

Po<P,Qo<q entonces qsps < Qp-

Demostracidn. Como- Pg < Py q¢ es racional

QoPe< qup y como qo<q

por 8.4 se tiene Qgp < qQp

+ o QaPos < ¢gp
L.Qq.qQ.D.

Proposicidn 8.6. Sea Ny un natural dado, p,q>0, existe

entonces una N>0 natural,tal que si q, es racional y
Qo €[p-1/N,P]l,entonces 0 <qp-qep<1l/Ng

Demostracibn. Consideremos ¢l elemento Nop>0, entonces

el Axioma 12 existe un natural N; con Ng¢p<N; y Nz otro natural
con

1/N, < q, sea N = max (Ni,N2)



entonces Nop < N; £ N
1/N £ 1/N, < q

- 81 qo¢ es un racional en [qo- 1/N,q]

Qo = q
y Qo -1/N<qe .- q<gqo+ 1/N

.7, ap < (gqo *+ 1/HN)P = gop + 1/N P

' 1 1 N

L.Q.Q.D.

_ Proposicidn 8.7. Sea q¢ un racional >0 y P>0. Sea N

un entero dado, existe entonces N,tal que si1 p, es racional y

Poelp-1/N,P] entonces 0<qop - q0p0<—%?

Demostracidn. Tomemos el entero N>0.,tal que

Nogo < N y 0< 1/n <P

Ahora sea pg¢ un racional en [P-1/N,P]

entonces P-1/N < Py < P

... P < Pp + 1/N
L qoP < qO(Po + 1/N) = (}_opo+ qo/N

£ Qopo * QoNo/NN, < gopo *+ N/NNy

= QoePoe t 1/No

91.



.« 0 < qeP - qopo< 1/Nyp
L.Q.Q.D.

Proposicidn 8.8. Dades p,q>0 vy N; un entero natural,

entonces existe otro natural N,tal que si po ¥ Qosonracio-

nalesen (p-1/N,P) y (gq-1/N,q) respectivamente,entonces

0<qp =~ qopo < 1/Ny

~ > » o
Demostraciém Por la proposicién 8.6 si1 tomamos el natural

N;>0 ,tal que

2Nop £ N3
1/ < g
entonces si qpelP-1/N,P] ¥ gy es racional se tiene
0 < gp - qop< 1/2Ng
y por 8.7, si tomamos el entero N;,tal que
ZNgyqp < 2Ngq < N v
0 < 1/N; <p
entonces para P, racional en [P-1/N;,P]
0 < Qop ~ QoPs¥ 1/2N,

«" < si tomamos N = méx (N;,N2)

y Qo estd en (q - 1/N,q)

y po en (P-1/N,q)

G <qp Qqepo = .gp - QeP *+ QoP - QoPo < ﬁﬁ L.Q.Q.D.
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Resumiendo, si tenemos dos elementos g>0 y p>0, y queremos
aproximarnos a qp por un producto de racionales go<q@ Yy Ppo<p de
manera tal que el error cometido, esto es la diferencia

- sea < _1_.
qp QoPo NO

entonces existe una N tal que sa
Q - Qo <1/N yp - po < 1/N
1
QP - QoPo < N,

Asil que basta que el error en qQ y en p sean menores que 1/N.

Proposicidén 8.9. Si p,q>0 entonces pq = gp.

Demostracidn. Supongamos que Qp # pQ entonces popemos Ssu-

poner qQp - pq > O .'. existe Ny natural,tal que
1/Ng¢ < gp - Pq
por la proposicidn anterior existen racionales pPgs < P, Qo < Q
con Qp - QopPo < 1/Np + 1
0 < qp - pPq = qp - QoPo *+ (pPoQo~ PQ)

i
pero Dg¢qe - PqQ < O

0 <ap - PO < yiv1 < I,

lo cual no puede ser -, qQp = pPq
L.Q.Q.D.
Prqggsicién 8.10. Si qi, 92, g3 son >0, entonces

910(9293) = (qaq2)qs



Demostracidn. Sea M un natural dado, existe entonces up

tural N>0, tal gue si
r, €lq:1-1/N,q:1]1 , r2elga2-1/N,qz]
rzelqa-1/N,qs]
¥ Tris; r2, rz son racionales,entonces
0 <g1(q2g3) - rrlrars) < 1%—

Por la proposicidn §.9. existe un natural Ni, tal que si i ¥ Iz, son

racionales con ri1elqaq3i~1/N1,9293]1, rzelqi~1/N;y,q:1]

1
q:1{g293) - 1vIi¢ < %

también por 8.9, existe un natural N;, tal que si rz ¥y ©r; son

racionales con ©r2 €[qg2-1/N2,q92] rielqs-1/N2,q3],

-~

entonces: - < _l_
gz293 r2rs N1

. si N=m&x (N;,N2, N3) v ri, r2, r; son racionalescon

ri elqy - /N , @11 , r2 elqz -~ 1/N ,qz23,r: elqs - 1/N, qs]

entonces
1

aqr(azqs) - Talrars) <

=

de manera completamente andloga se puede probar que si M es un
tural dado, existe N',tal que si r; r; y r} son racionales con

rlelqi-1/N",q1 ], rlelqs-1/N',q2],rlelqs~1/N",qs1,

entonces

0 < (Q192)qa-(rip3)v} < _%_
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Ahora supongamos que q;(q2qQs) = (Q1Q2)q3, entonces se pue-

de suponer que

q1(q2q93) - (qiqz)qs > 0

existe un natural Ny, tal que

1/No < qa1(q2q3) - (q1q2)qs,

pero por otra parte existen racionales r;, r;, rs, tales que

1
q1(q2q93) -~ ri(rars) 2N,
y
' )qs - (rars) .
(CIlqz q3 - mMmralrs 2N,
.. 0 < q:10q293) - (Q1g92)q: = 41(qQ2g93) - ri(rzrs) + (rr2dr;
- (QLQZ)QS
pero

. rirz < 419z

.". rirers < (Q1¢2)9s

-

.". .rirzra - (QiqQz2)qs <0

. . 1 1
.7+ 0 < @g1(g293) - (q1qz2)gs < Ny <'*ﬁ; < Q1(Qan)—(QIQZ)q3

lo cual es absurdo .°, q1(q293) = (9192093

L.Q.Q.D.

Una demostracidn completamente an&loga a las anteriores prue-

ba lo siguiente:



Proposicidn 8.11. Si p, q, v>0, entonces

p(g + r) = pq + pr

Proposicidn 8.12. Si p=0, p>0, existe q tal que pq = 1.

Demostracién. Tracemos la recta t determinada por m{1) y

P,ahora por 1 tracemos t'||t de manera que t' corta a %

. . -1 .
en cierto punto q', entonces si ponemos e=m (q') es facil ver

de ladefinicidn cue qp = 1.
L.Q.Q.D.

9, La multiplicacidn para todos los elementos de 2

Definicibn. Si p, q son elementos de & y p<0 q<GC
entonces -p>0, - q>0 y definimos pg = (-p) (-q), si  p<0
vy ¢>0 , -p>0 v definimes pg = - (-plg

Es fdcil ver que con esta definicidn todas las propiedades
probadas para los elementos positivos de £ se sifmeenconservan

do.

16. Longitud de segmentos. Semejanza de tridngulos.

Una vez teniendo una aritmética en 2 (esto es operaciones

suma y multiplicacidn) estamos en condiciones de definir la lowm

gitud de un segmento de recta.



Definicién.

57.

Sea [A,B] un segmento de recta en el plano,

sea t la recta que parte de A y pasa por B, entonces existe un mo

vimiento_m,tal que m(t) = 2 e m(A) = 0 y definimos

Proposicidn 10.

L[A,B]

= m(B) = p > 0.

1. Si[A,B] es un segmento de recta y

CelA,B] 4 entonces L[A,B] = L[A,C] + LLC,B].

Demostracidn. Sea t la semirrecta que parte de A y.pasa por
B. Sea m el movimiento que aplica t sobre &, esto es m(t) = &
Sean c1 =m(ec) , c2 = m(B), etnonces

cidn

como celA,B] ¢ ci1¢[0,C2]

Adem&s  L[A,C] = c1 , L[A,B] = c2
Ahora considerémos la traslacidn 'I‘O’__Cl , entonces
TO-Glo m[C] = T0-01[C1] =0
T0-01 m(B) =. TO,-Cl(CZ) = cp - C) por defini-
L[IC4B] = ¢c2 - ¢
-« L[AB] = cz2 = c1 + (¢, - c1) = L[A,C] + LI[C,B]

L.Q.Q.D.



Definicidén. Sean ABC y A'B'C' dos tridngulos, diremos

son semejantes si
n ~ ~ A
CAB = C'A'HR BCA = B'C'A’ ABC = A'B'C'

Proposicion 10.2. Sean ABC y A'B'C' dos tridngulos seme

jantes.

Supongamos que L[A,B] = q y L[A',B'] = q'q ,con q' un

racional, entonces L[A',C'] = q'L[A,Cly L[(B',C"] = q'L[B,C].

A ~
Demostracidn. Como CAB = CT'A'B' existe un movimiento

que aplica A' en A y a la semirrecta que parte de A' y pasa por
en la semirrecta que parte de A y pasa por B, de igualmanera
aplica también la semirrecta que parte de A' y pasa por C'en
aquella que parte de A y pasa por ‘C, componiendo m, con otromo
vimiento m: podemos suponer (los movimientos no alteran laslon
gitudes) que A = A' =0, B =g, B' =g'q y C y C'estanen
una recta £; que pasa por 0. Entonces como 0gC = 0g'qC' las
rectas determinadas por qy C,y gqq@' y C' respectivamente s
paralelas. Supongamos que q' = m'/n. Sea C; = 1/,C; por C1
tracemos una recta t paralela a la recta determinada por C y q.

Esta recta corta a £ en cierto punto L. Entonces

- o
TOC TLC1 TOL
® = n - D. £
-+ Toc Toc:™ Tre,® Tou
TEL(O) estd en £ y la rectadetermi:

d T (0 C= TP ‘a@
nada por T, ( )y TLC;TEL( :
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en traza de TLC1 . . paralela a-la recta determinada por q ¥

C . &

™ (0) =q .°.- L=1/ngq

n
oL

1]
. e TgL(O) =m' 1/n @ = m'/n q = q'q

[ 4 1 1
Tm = m o mn
oc; T Tpe,® Toy

y la recta determinada por T§£ (0) = q'q ¥y Tié;(q'q)

m!
TOC; = m'C, es paralela a la recta determinada por los puntos’

it

qy Cypasa por 9'q . . m'C; = C'

.. m'/n C=qC =C!

.°. L[IA',C']

it

q'LLA,C]

1]

andlogamente L[B!',C'] q'LIB,C]

L.Q.Q.D.

Proposicidn 10.3. Sean ABC y A'B'C’ dos triingulos seme-

jantes.

Supongamos que LLA,B] = q y LLA',B'] = q'q,entonces

L[A',C'] = q'L[A,C]l y LIB',C'] = q'L[B,C].

Demostracidn. Supongamos que LIA',C'] = q'LIA,C), enton-

¢es hay dos posibilidades:



i) L[A',C'] » g'L[A,CI

i1) L[A',C'] < q'LLA,C]
Igual que en la proposicidn 10.2 podemos suponer que
A=A' =20, B=q, B'"=q'q,

Tratemos el caso i) entonces,

- 1llamando L[A',C'l=zc, LL&,Cl=c,
¢ |
oo ¢; tenemos que q'cy <€ ¢
Q(///i 3‘ Feosd c3 es el punto, tal gue
e \ 4
\ \ \ L[0,Csd= g'Cy entonces
\ \\ ‘\‘
Y kS Cs e[C,C’] ,"
3 \
\ A o -1
e g o g9 d' <CC

. e §
- 3 prracional con q'<r < CaCy

#

= » q'Ci< rCy < Cy
. si Cy4 es el punto en 2;tal que Cy €lCa, C'] .
L [0,Cy] = rCy Cy GEC, c"]
Por C, tracemos una paralela t a la recta determinada pcr
y @ esta recta t cortard a & en cierto puntoc D .'.  como
L{0,Cs] = »Cy = rLLD,C] y 1r es racional y los

tridngulos oecq y 0C.D son semejantes entonces -

L{C,D] = rLlé,q]l =rq « - D = rq

Ademds como C,elC,C'1, por el Axioma 11
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D E[q,q‘q]

.°. rq <q'q .

perc por otra parte q' < r e
a'q < rq

.. rq < rq una contradiccién

’ i) no puede ocurrir. Andlogamente se prueba que 1ii) tam-

poco puede ocurrir .°.

L[A',C'1 = q'LLA,C]
anidlogamente se prueba que
L[(B',C'] = q'LL[B,C1]

L.Q.Q.D.

Definicifén. Un trifngulo ABC se llama rectingule si algu-

no ‘de sus &ngulos interiores es recto.

Proposicidn 10.%. Si dos triingulos rectlngulos tienen un &n

gulo igual, al recto entonces los tridngulos son semejantes.

Demostracidn. Sean los &ngulos (g;71,) vy (g;:g;) los que
- A ' »
son iguales;sea (£3584) ¥ (£3,84) y (2678s) = (23721) = rec

to, los restantes &ngulos, entonces

~ A s
(£1,82 ) + {(R3,8:) + {(Ru,Re) = 2 rectos



A 1A
(25,25) = (25,25)

A

CERS A . A ;. A . A
e (B1aR2) 4 (Ragku) 4 (Rs,R6) = (R1,%2) + (R3,24) + (L5,%s)

o)

. . sumando a esta igualdad (Re,Ls)

tenemos

A

A A ~ A ‘~ ~ A
(21,22)+( 23,00+ (Rs,06)+(Rg,205) = (2{,fz)+(f3,QL)+(25,25)+(25,

A ~ A

. A A . a~
(1,020 (R, R ) (Rs,0s) = (R1502)4 (R, R0 )+ (L, L)

~

~ PA .
e (R1,82) + (R3,04) = (R7,22) + (L3

N
2 2u)
. - N :
e igual que antes como (L;,22)= (£1,%2)
" 'A '
entonces (L3,04) = (R3,24)
.". los trié&ngulos son semejantes
L.Q.Q.D.

11. Las Funciones trigonom&tricas. Consideremos nuestrarecta

fija 2. Como sabemos & divide al plano en dos partes Ci
y C2 elijamos una de ellas y le diremos a ésta la parte positiva

la otra se le llamar& la parte negativa.

Ahora tomemos un par de rectas £: y £2 que parten del

mismo punto P, vamos a definir el seno de (2:,%2;) o sea Sen (i2 i)
de la manera siguiente. Sea meM tal que m(2;) = £ ym(P)=

Ahora tomemos cualquier punto Q de m(2.) y bajemos una perpendicu-
lar a %2, entonces esta perpendicular cortarid a 2 en cierto puntqg de

24definimos
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LLQ,ql
_ /L[Q,O] _si M(%;) estd en la punta

. N :J
Sen(Lz2,21) positiva del plano.

‘L[Q’q]/L[Q,O] si M(2;) estd en la parte

negativa.
y como es fdcil ver esta definicidn no depende del punto Q ele

gido sobre m(Z%2).

. A A
De igual manera el coseno de (2£2,2:) & cos(L2,2:) se defi
' A
ne como § cos(f2,21) = q/L[Q,01

oS ~ ~
tg(22,2:) = sen(L2,%:)/cos(22,2,)

COtg(lz ,2,1) = 1/tg(12,£1)

Definicidén. Sea qef, entonces por |q|, el valor absoluto

de q,entenderemos L[0,ql, o sea |q| = g si @>0 |q| = - q si

q<0.

12. El Teorema de Pitdgoras.

Consideremos un tridngulo Pectdngulo ABC con ABC &ngulo rec

to,entonces

|cosBfA|= L[B,C1/LLA,C]

L[B,C] = L[A,Cl|cosBCA|




Proposicidn 12.1. Sea ABC un tridngule rectlngulo, cop

ABC = &ngulo recto, entonces

L{B,Al? + L[B,C]? = L[A,C1?

Demostracidn.  Si prolongamos el lado BC hasta C' cop
- .
Be[C',C]. entonces C'BA es un &ngulo exterior .'.

~ A
C'BA > C&B

C'BA > BCA

) A A
pero C'BA = recto = CBA

. ~
CC. L[A,C] > L[A,B] .°. [cosABC] <| °
L3
andlogamente lcosBCA| < 1
Ahora por B tracemos una perpendicular a la recta tdetermi-
nada por Ay C sea T la interseccidén de la perpendicular cop

entonces L[A, T)= L[A,Bl|cosCAB] < L[A,B] < L[A,C]

LIT,C 1 = LIB,C]leosBCA] < LIB,C] < L[A,C]
,f, T «[A,C]

- L{A,C] LLA,T] + LET,C]

it

H

L[A,C] = L[A,B]|cosCAB| + LIB,C1lcosBCA]

... LEA,CJ?% = L[A,B] LIA,C]|cosCAB| + L[A,C] LIB,CI|cos BCA|

i

pero L[A,C]|cosCAB| = L[A,BI

il

y L[A,Cl|cosBCA| = LI[B,C]

.. L[A,CI* = LIA,BI? + L[A,C]® L.Q.Q.D.
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Haciende L[A,B] = 1 y L{B,Cl] = 1 obtenemos
L{A,C}?%= 2
.". existe p > 0 en & con p* = 2. Veamos que p no puede ser

un racional, porque si lo fuere p = m/n, con m y n NUmeros

enteros sin factor comin O

"« 2 divide a m?

.
=]
&
=]
[
M

« .« 2 divide a m

‘

'« k?4 = n%*.2 ..

n‘. ](209 '-:'I"I‘2

.

,°.2 divide a n?

.. 2 divide a n

lo cual no puede ser por consiguiente p ne es raciocnal.
Asi que no todeos los puntos de & son racionales. Asi que
no todos los puntos q de £ tienen una relacidn directa con TOUg

S1n embargo podemos enzontrar una coleccién de puntos racionales

q, una q, para cada n, tal gue



lq - qnl < 1/n

podemos reemplazar cualquier q por una q, racional con el

grado de exactitud 1/n que puede ser tan chices como queramos

Corolario Si 2; vy 2, son semirrectas que parten de

un puntc P, entonces

~ »
Sen(f;,02)% + cos(%;,2;)7 1.

it





