ASINTOTAS

JOSE LEONARDO SAENZ CETINA

.
1.- INTRODUCCION

En este articulo intentaremos aprehender la nocién de
asintoticidad superando las deficiencias de la clasica definicion
de asintota “La recta que se va acercando poco a poco a una Curva
y que en el infinito la toca”. Conociendo las limitaciones de
ésta, nuestras definiciones trataran de ; cubrir diversos e
importantes aspectos. E! primero de ellos efsté relacionado con la
posibilidad de decidir sin ninguna ambigiedad la asintoticidad.
Asi tenemos, por ejemplo, que entre la funcidn f{x)m(Sen x)/x y la
recta gxd=0 d(ver figura 1) no es muy ciar'-a, segan la anttgua'
definicién, esta relacién ya que la recta corta Iinfinidad de veces
a la curva "antes" del “infinito". Por otra parte, un segundo
punto seria el de permitir asintoticidad entre funciones en
general, =in importar =su grado de arbitrariedad, en Ilugar de
solamente entre “curvas" por un lado y rectas por otro. En este v
casc, tomemos como ejemplo el par de funciones hQO= [x'ﬂ)/x e
1GOmx®  (ver figura 2> las cuales pueden considerarse como
asintoéticas entre sf aunque ninguna de ellas es recta.
Finalmente, pero no de menos importancia, seria el poder proveer
de métodos ofeci.ivos de calculo para tipos relevantes de

asintotas.
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2.~ GENERALIDADES

La teoria de asintotas gque desarrollaremos a continuacién sera

para funcicnes reales de una variable real.

Definicion

+

F = {(f:AR|AdR y existe aeR tal que (a,+wo)cA)
Este sera el conjunto de funciones para el cual tendra sentido

definir la nocién de asintoticidad por la derecha.

Definicion

Sean f, g en F'. Se dice que f es asintética por ia derech# a
.g, en simbolos . 8 sl y sélo si

xl_i’rpm [£Cxd-glxd] = O

Nétese que en esta definicién no existe la restriccién de que
las asintotas, en este caso por la derecha, deban =ser rectas;
cualquier f qncién en F’ que cumpla la condicién podra serlo. Por
otro lado, el uso del- limite al +w da solidez a nuestra definicién
y formaliza las ideas de “acercarse poco a poco" y "tocar en el
infinito".

Analogamente, para precisar los conceptos de asintoticidad por
la izquierda y de asintoticidad en general vienen las sigulentes

definiciones.

Definiciones
F~ = (F:A—>R{AcR y existe aeR tal que (-w,adcA)
Sean f, ¢ en F . Se dice que f es asintética por la izquierda
a g, en simbolos I 2 st y s6lo =i

1im [FOO-g<x>1 = 0
ey



.-

F” = F'rF
Sean f, g en F*. Se dice que f es asintética a g, en simbolos
r ‘; g, si y s6lo si ‘; g v T _g g€, es decir, =i f es asintética

tanto por la derecha como por la izquierda a g.

De esta forma quedan totalmente delimitados todos los tipos de

asintoticidad que consideraremos.

Eiemplo 1

Efectivament.e tenemos que
Ya que

y también

1im en X 0] =0 .
Xx—3 -0 x
Asi pues <(Sen x/x = 0 con lo cual nuestra intuicién queda

confirmada por la definicién.

Efemplo 2

Asimismo tenemos que

x * 2
~ X
X ®
Ya que
3
iim [Xﬂ-xz]- 11 [x+1x] tim_ l=o
X~ + 00 = X—% + 00 X X—d+@® X
y también

De donde que la funcidén [xa-ri]/x tiene como asintota a la
funcion cuadratica v , representada graficamente como una

parabola, y asi queda probado que funciones no lineales pueden ser

asintotas.



Ejemplo 3

De manera mas general, si £ es una funcién racional, es decir,
f=P/Q con P, Q en RIxl yv Q#0, v € en RIxl] es el polinomic cociente
de la divisién "entera” de P entre Q entonces tenemos gue siempre
se cumple que f e C.

Demostracién

Por el algoritmo de la division tenemos
P = CQ+R

con C, R polinomios y R=0 6 grado de R < grade de Q.

En cualquiera de los casos para R se cumple
R(x>

iy Qoo = ©
Asi pues
Lim [(FCO-C(xD1 = {iim Pixd _ Cixd
3~ +.00 x—r+ 00 [QIxD

= lim

Usando los mismos razonamientos se obtiene también que
lim IfC(x)~C(x>) = O
K= - 00
De donde f ~ C.
®©
Nétese gque en este ejemplo, como en el anterior, la funcién
asintética a f puede no ser lineal.

Este ejemplo ilusﬁ,ra un métode a veces usado, pero sin

justificacién alguna, para encontrar asintotas lineales.

Antes de continuar, puede observarse gque las tres defirﬁc{ones
para asintotas dadas son muy parecidas, es decir, que existe un
clare dualismo entre ellas, algo como un cambio de diccionario. .
Por ello, cualquier proposicién que se establezca para una de
ellas tendra un equivalente, una proposicion dual, en las otras.

Asi pues, seria innecesario dar, por ejemplo, tres demostraciones



analogas para teoremas que son claramente semejantes. Para evitar
esto, en lo que' sigue dnicamente trabajaremos con la relacion de
asirltot.iciaad por la derecha y asumiremos que las proﬁosiciones
equivalentes sén validas para lus demas casos.

Es evidente que una relaciéon de asintoticidad por la derecha
del tipo tan general como la que hemos definido deba ser, en
particular, ‘independiente del orden en gue sean ;iadas las
funciones de EF*.‘ Asi, f g debqré ser equivalente a decir
g .5 f, esto es, que la simetria tiene gque ser una propiedad de la
relacién s En realidad ésta cumple algo mas gque eso, é saber,
es una relacién de equivalencia en F* Esto se establece

formalmente en el siguiente teorema cuya demostracién se omite por

ser muy simple.

Teorema 1

Sean f, g, h en F . ©S una relaciéon de equivalencia en F*,
o sea, que tenemos
i r e f para toda f en F',
ild> st ¢ P entonces ¢ e fy

11> =i f SEYE 5 h entonces f - h.

Asi pues, en adelante diremos ‘simplemente que dos funciones en
F* son asintéticas por la derecha sin tener que mencionarlas en
algun orden.

Como relacién de equivalencia en !7-", 4& descompone a l}" en
clases de equivalencia de funciones asintéticas. Vale la pena
definirlas y darles, tanto a ellas como a su conjunto, una

notacién particular.



Definiciones
Dada f en [  definimos la clase de equivalencia de f bajo e

como .
"
{t‘]’; - {gd}‘ it‘ - g}

Fiv m {m ~'felr’}
0 +0D

Ahora que sabemos que la relacién ~ s de equivalencia
conviene averiguar a continuacién cémo se comporta ante las
operaciones comunes entre funciones de F'. Bajo la suma se porta
adecuadamente como se afirma en el siguiente teorema de

demostracién trivial.

Teorema 2
N
Sean £, g, h, 1 en F . Slif‘&gyh&iantonces !’+h’agﬁ.

Con la multiplicacién no ocurre siempre lo equivalente como se

muestra en el siguiente contraejemplo.

Contrae jemplo
Claramente
Lo,
X +00
y
vex ~ "
+00
Pero
x 1 X -x
e = e ‘e
x o
ya que

ex
x ot

Para conseoguir casos positivog de la proposicién emperada
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necesitamos introducir un conceptoc auxitiar.

Definicion
Sea t en F© Se dice que f es acotada por la derecha si

existen numeros reales M y N tales que si XN entonces !F{x)|<M.

Es inmediato de las definiciones que si dos funciones son
asintdéticas por la derecha v una, por lo menos, de ellas es
acotada por la derecha entonces ambas lo son. Asf pues, en este
caso podemos decir simplemente que el par de funciqnes aéln(.ét-;lcas

por la derecha es acotado por la derecha.

Teorema 3

Sean f, g, h, 1 en F*. sir *;gyhﬁ;’i v ademas cada par es
acotado por la derecha entonces fh . gi.‘

Demostracién

Sea M0 una cota comdn para. las cuatro funciones. Asi, dado
£>0, existe M tal que =1 XN entonces, a la vez

P =
| F<x)—-g<xD| < M

ol €

Dada M, existe N2 tal que =i XNz, a la vez
GO < M, |g<xd] < M, |h(xD>| < M, [i<x)] < M
Tomando la identidad

£OOhGO-gGOLGD

= R~ RIIChOOH ROIFChGO-1 OO +g {xID]
2 h

obtenemos la desigualdad

| £GOhOXI~g OxIxD |
£ HFCO-g) | ThOO [+{1<xD | 2H hGO-1GD [ F0D |+ gl D]
2 .

de la cual, si »2Max(Ni,N2>, tenemos
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[ CFhIGO-Cgid | < l[f-ozn + -*ivm] -

2{2M M
De donde
1im [EhGO-C(giNxd) = 0
P ) .
Es decir .
h 5 et
]

Un caso ligeramente distinto se da en el siguiente teorema.

‘l‘eorém 4
Sean f, g, h en F'. Si ¢ S &Y hes acotada por la derecha
entonces fh - gh.
Demostracion
Sea MO una cot.# para h. Ast, dado £>0 existe M tal que siv
xNs entonces
| CCR-gCxd| < ;
Para la cota M existe Nz tal que si XNz entonces
Ih<id| < M
De donde que si 3OMax<{Ni,N2d tenemos
ERGO-CghX(xd | = [hG | [FGO-gGO| < M*% = g
0 sea
xl_i‘l!lm [<FhX<x-CghX{x)] = 0
Luego

fh oy ech .

Notese que en el teorema anterior sélo se ije pide la

acotabilidad por la derecha a la funcién multiplicadora.

Corolario 4.1
Sean f, g en F° y k constante real St f ~ g entonces

Kkf ~ kg.

+0
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Pasemos ahora a la operacion de composicién. Para ella se
presenta un caso en cierto sentido opuesto al de la

multiplicacién.

Teorema 5

+*

Sean f“, g, h en [F. Sif e &Y xl_i’lf‘lm h(x)=+n entonces
feh ~ goh. |
Demost.racién

Dado £>0 existe M tal que si y>M entonces
| £<y>-g<y>| < &

Ahora bien, para esta M existira un N tal que si xX>N entonces

h(x> > M
Asi pues
| Foh)(x)={g-h)(D| K ¢
Luego
1im_ [Fahd)OGO=-C(g-hXXx)] = 0
X~—> + 00 )
Es decir
foh .- geh
=

La diferenciacién no conserva a veces la relacién de
asintoticidad por la derecha como se muestra en el siguiente

contrae jemplo.

Contrae jemplo

Clarament.e

pero las derivadas
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Para la integracién tampoco se logra que la asintoticidad por
la derecha se preserve siempre como se observa en el siguiente

contrae jemplo.

Contrae jemplo

Claramente

X -

pero las antiderivadas

!nx’ék

para toda constante k en R.

No profundizaremos mas por el momento en los i:ro’bl‘emas con la
diferenciacién e integracién. MAs adelante veremos un clerto caso
positivo que sera suficiente para nuestros propoésitos.

Finalizamos esta seccién exponliendo un resultado clave de

unicidad entre pollnomios asintotas.

Teorema &

Sean P, Q en RDA. P - Q si y s6lo =i P=Q.

Demostracién
h)Eé una consecuencia de un teorema anterior.
=)Supongamos quo PxQ. Entonces P-QmR>0. Ahora bien, como R es un
peolinomic no cero se tiene

u}_l‘!:\w R(x) = 0

lo cual es una contradicecién.

Luego P=Q. .'

Corolario 6.1
Sean f en F~ y P en RIx). Si f .5 P entonces P es el unico

polinomic gque es asintético a £ por la derecha.



3 - Carcuro

Nos proponemos ahora  calculayr mecanicamente tipos  particulares

de asintotas. Para esto es necesario aclarar dos cuestiones
basicas. La primera es, c¢por gqué hemos definido las diferentes
formas de asintoticidad como 1o hemos hecho? Y la segunda ex.

cqueé tipos particulares de asintotas son importantes de calcular?

Estas preguntas tienen respuestas analogas y que sé- relacionan
directamente con el teorema 6 y su corolario. Este nos garantiza
que exist.eb a lo sumo una asintota polinétmica en cada clase de
equivalencia de 1}‘2; Asi pues, tomando en cuenta esto, Ia
respuesta a- ia primera pregunta serta la siguiente: estamos
acostumbrados a que en el caso de curvas. gue tienen por asintotas
rectas se da que para cada rama de la curva, tomada por separado,
y cada direccién se tiene a lo mas una recta asintética. Como
nuestras definiciones nos llevan de la mano al teorema 6 que
asegura esto, tenemos entonces que aquéllas han sido, hasta ahora,
adocuadag. Por otro lado, Ila rosi:ueeta a la segunda pregunta
seria la sigulente: si queremos hallar un método de calculo para
asintotas temﬁos que asegurarnos de antemano que las asintotas
que encontraremos tengan unicidad en su clase para que asi el
método sea deterministico. Eso es precisamente lo que nos dice el
toorema 6 acerca del caso polintmico. Pero, ademas, los
polinomios no son nada indeseables de obtener en casos de
aproximacién como el que nos ocupa y son, por otra parte, la
generalizacién mas inmediata de la asintoticidad rectilinea. Por
todo est.b, un método satisfactorio seria aquel que se centrara en
el calculo de asintotas polinomiales.

Para reforzar la importancia de los argumentos anteriores
examinemos de cerca la posible definicién rivat de asintoticidad

. por la derecha: ‘xi_i‘l’nm X/ gCxOmy, En ésta, bastaria que dos
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polinomios tengan el mismo grado y coeficiente inicial para que
sean asintoticos, lo cual da al traste con la unicidad aun en el
caso mas simple de rectas. Llegados a este punto, uanicamente
faltaria demostrar que este desarrollo que hemos venide haciendo
nos permite también encontrar facilmente asintotas polinémicas. = Y
éste es precisamente el propésito de- esta seccion. .

El teorema 7, base de nuestro método, valdra anicamente para un
subconjunto de F', el de las funciones derivables y cuya derivada
Se encuentre a su vez en F'. Definamoslo.

F'* - {rdr"t'dr’}
En general, para n21, definimos
F™ - {rd_.olf(md'_.o}
Nat.ui-ahnonbe, se tienen las sziguientes inclusiones
F o *oF **>...

Enunciando informaimente ei teorems 7, éste dice simplemente
que si una funcién y su derivade son asintéticas por la derecha a
dog polinomios entonces éstos se hallan relacionados de una .mmr.
inequivoca, a saber, el segundo es la derivada del primero.

Teorema 7

SoanfonF"yP,QenR[x]. Slt";Pyt‘";Qenboma
P =Q.

Demostracion

Dado £>0 existe N tal que =i >N entonces, a la vez

& £

ECO-POxd| < 3 | POer1d-F et | < g, [£° CxD-QCxD} < 3
Tomemos un polinomic R tal que R’ =Q. Por el teorema de! wvalor
medio existiré un punto t del intervalo Cx,x+) tal que /
FOHI~RXHMDI-FOGOHROD = £ (LI-QCL)

Es decir
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| £CxHI-REHI-FGOMRGO | = €7 CLI-QCL) | <§-

Sumande la desigualdad anterior con

| £C-PCx0O | <§ y | PGAHDI-FC+) | <§
obtenidas antes obtenemos
| POMHO-RAXFDO-POO~ROODI| < &
J{P=-RICxHDI—-(P-RXMX)| € =
Es decir
xl_l}]:,m [KP-RYx+1D-(P-RXXx>1 = O
De donde '
P-RI(x+1> - P-RGO
Por lo que por el teorema 6 obtenemos
P-RI(x+1) = (P-RYCGO
Ahora bien, como lo=s polinomios reales no constantes
funciones periddicas tenemos que la igualdad anterior

posible a menos que P-R sea constante. Asi

P‘-R‘-Q.

Corolario 7.4

no sSon

no es

Sean £ en F'" y Q en RIx. Si f* ~ Q y si para todo P en RIxl

tal que P’'=Q se tiene que f’g? entonces para todo R en Rixl se

tiene asmimizmo }é R.

Corolario 7.2

Sean f en F'* y P en RIxl. Si f ~Pyf ’éP' entonces para

todo Q en RIX] se tiene que £’ ’éQ.

Corolario 7.3

Sean £ en [F w

™ o Po,.,Pn en RIxl. Si f

+C0

entonces Péi’-Pi.

~ Pi para toda i
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Probablemente e! lector esté familiarizado con el calculo de -
asintotas, por medic de ciertos truéos, para alguan tipo especial
de funciones, como, por ejemplo, el de las funciones racionales
presentado en el ejemplo 3. El método que emana del teorema 7
requiere, ademas de suficiente diferenciabilidad de la funcién
dada, de int.egraciones sucesivas sencillas y el calculo de Ilimites
y prescinde de cualquier otro truco adicional particular, lo cual
permité aplicarlo a un conjunto muy grande de funciones que
incluye nat.ural.ngent,e a las ya mencionadas.

El método én su forma mas simple parte de un polinomio
constante. Es decir, supongamos que tenemos una funcién £ que e=s
muchas veces diferenciable y que una dé sus derivadas, digamos la
n-ésima, es asintética por la derecha a una constante an.
Entonces, por el teorema 7, el uGnico polinomic que puede ser
asintotico a la n-1 derivada debe ser del tipo lineal anxtan-1, o
sea, una antiderivada de la funcién constante an. Como sdélo
conocemos por el momento a an, para hallar an-1 debemos calcular

{n—-1)

el limite, si existe, Iim £ (x)-anx]. Si no existe, por el
®—> +

corolaric 74, fT Y no puede ser asintética a ningin polinomio

por lo que no se puede concluir nada al respecto de f por este
medio. Por el contrario, =i existe, este limite es &l escalar
an-1 buscado vy £ es asintética por la derecha a anxtan-1.
Ahora bien, para la n-2 derivada puede decirse lo propio;: si tiene
algan pelinomio asintético por la derecha éste debe ser de la

forma an/2° xz+an~sx+an—z funcién cuadratica antiderivada de

anxtan-1. Se calcula asimismo el limite
xl—‘o?ao fm-”(x)-an/z"x"-an-sx] el cual, de existir, nos darad Ila

constante an-2 buscada o, por el contrario, nos indicarad la
ausencia de polinomio agintota a la derivada n-2 truncando el

mét.odo. Y asi sucesivamente, pueden seguirse aplicando los

-
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razonamientos anteriores a las demas derivadas y, si el método no

falla en alguno de los pasos sucesivos, concluir en el hallazgo de
n .

un polinomio de la forma Y ai! x' asintético per la derecha a la
izo 11

funcién original f.
El método puede igualmente aplicarse, con las. modificaciones

adecuadas, a los demas tipos de asintoticidad.

Corolario 7.4

Sea f en F’". Si lim £ OOmas entonces £ ~ asx¥ao sl y sdélo
x + +00

si Llim {f(xd~asxlmaoc.

Como puede versé, este corolaric no es sine uno de los casos
mas gimples dei método expuesto antes. Si lo enunciamos es porque
puede ser que el lector lo reconozca como otro de los recursos mas
usados, pero también mi.ly pocas veces justificado, para hatiar

asintotas lineales.

Efemplo 4
Hallar las asintotas polindmicas, tanto por la derecha como’ por
la izquierda, de cada una de las ramas de la hipérbola general
S ¢S
b2 a?
con a, b, h, k en R y a,b>0.
Solucién

Lags dos ramas de la hipérbola son

£G0O = kbVix-hdZ+at

2
y
€GO = k-bY<x-h>*+a®
. a

Hallemos las asintotas de f.

Derivando f obtenemos
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£f'¢x) = h[__..._...’tb——.—]
-

Ye-ndZ+a?

Nos interesa hallar la asintota poz; ia derecha. Siguiendo el

método, tomemos el limite a +x de f’.
b

tim_ £GO = 2 1ym [—XhR ] .
xX—> +00 . a x—+m - 2
NACe-hd> +a
Existe, luego podemos aplicar el siguiente paso del método.

] - It{m [k+g¢<x-h>2+a’ -Qx] = k-bh
X—> + O
a a a

8o

tim_ [£GO-bx
x—p + 00 a

Por lo tanto
£ - k#%(x—h)

En otras palabras, la recta (y-k)/b-(x-h)/a=0 es asintética por
ia derecha a ia rama superior .de la hipérbol.ﬁ
kD -Ge-h)? satat,

Hallemos ahora la asintota por la izquierda de f.

tim £°GO = 2 1im =h
X—b -0 a x—»-m 2 2 &
’ (x~-h>"+a

Apliquemos ahora el segundo paso.

N3 LW ["Cx)ﬂ;w] = m, [H?“(x-h)’n’ +§x] = ksph

De donde
£ i k=b<{x~hd>
a

asintética por la

(y-K)/D+(x-h)/a=0 es
de 1a hipérbola

Es decir, la recta

izquierda a la rama superior

Cy-kOZ D - e-hd ratmt.

AnaAlogamente se demuestra que
£ .5 k-b(x-hd
a

b4
6 3 k+b{(x-h)
a

O sea, que las rectas (y-kd)/b+(x~hd/as0 y <{(y-k)/b-{(x-h)/a=0 son

por la derecha y por la izquierda a

asintéticas, respectivamente,

la rama inferior de la hipérbola (y-k)z/bz—-tx—h)z/az-i.



A veces es mas facil calcular un limite dividiendo previamente

la funcién dada por x gue  tener que derivarla antes.

Cuando

tenemos la certeza de que una cierta funcién tiene una asintota

lineal por la derecha el siguiente recurso puede ser usado con

venta ja.

Copolarioc 7.5

Sea f en F'". si f asxtac y  lim £’ Go=mas
*—d + GO

'
+0
1im_  £QO/wmas.
—d + @

Demostracién
Por la regia de L’Hospital

aem lim £'Cx> = ltm 92
X==p + 0O - »x—p + 00 X -

entonces

Invitamos al lector a repetir el. ejempilo 4 usando el corolario

anterior.

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 5

Hallar las asintotas polinémicas, tanto por la derecha como por

la izquierda, de la funcidn
£oo = ¥
Solucién

Derivemos f una vez.

=

' = ._.—..g—’s-—-—

)

Intentemos hallar primero la asintota por la derecha.

entonces si existe el limite a +m.

2
x's-l'i]
No es finito. Siguiendo el método, derivemos £ otra vez.

Veamos



Tomemos de nuevo el limite a +m

<1 45x*
Ifm "GO = lim 2j——| = 2

X3 + 00 s
(%)
Existe. Luego podemos aplicar el siguiente paso. _

S
lim_ (£ Go-2a = 1im | —2X—— ol = 0

xX—> + O X—% + 00 2
(%)

De nuevo existe. Aplicamos por esto el paso final.

2
1im [f(x)-—zl"] e 1im  [roo-] = 1im [x‘ﬂ -x’] -0
x—> + 00 2 X~ +00 X—3+ @
Por lo tanto
£ o~ %

+®
Cabe notar que en los desarrollos anteriores da lo mismo tomar

el limite a +o que a -® (o cual no ocurrié en el ejemplo 4). Ast

pues, tenemos asimismo que

{ver figura 3).

Estrictamente hablando, para explotar en su totalidad al
teorema 7 no necesitamos el que alguna derivada de la funcion dada
deba ser asintética a una constante ya que bien podria serlo a un
polinomio en general. Sin embargo, este caso es mucho mas dificit
de detectar que el presentado debido a que no parte de una base
simple, facil de calcular. De todos wmodos, debera aplicarse

siempre que el polinomio en cuestién sea facilmente distinguible.
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+-10
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4.~ ACLARACIONES FINALES

Para terminar, presentamos a continuacién algunas aclaraciones
y conclusiones finales.

Como se habra podido olSservar, hemos omitido, deliberadamente,
el tratamiento de asintotas verticales; esto por varias razones.
f.a primera es gque hemos trataﬁo de apegarnos siempre a la
definicién mas comunmente usada de funcién <(ver, pbx- e jemplo, [4],
pag. 265 y las asintotas verticales mas importantes no pueden ser
funciones. Tal es el caso de las rectas. Por otro lado, el casc
méas interesante, que seria el polindmico, pierde su dificultad ya
que las asintotas verticales polinomiales son necesariamente las
rectas. Por daltimo, este tema suele ser tratado con suficiente
extensién en la mayoria - de los libros de Calcule <(ver, por
e jemplo, (31, pécs 118-119).

Los conjuntos F', F  y F~ pueden ser, en realidad, mas grandes
de lo que los hemos definido, basta con tomar funciones cuyos
dominios no sean  acotados en las direcciones necesarias.
Preferimos, sin . embargo, no complicar excesivamente las
definiciones.

Intentamos que, entre otras cosas, el ‘art.iculo fuera una
recopilacién de definiciones y recetas sencilias para las
asintotas. Asi, el corolario 74 es la definicién de asintota que
se da en (2], pag. 161, Por otro lado, el corolario 75 es un
método dado sin demostracién en 1], pag. 285 La diferencia
esenclial con estos tratados es la de que nosotros deducimos todo a
partir de una ratz comun.

St el lector se ha : tomado La molestia de caicular
detalladamente los limites de los ultimos dos ejemplos =me habra
dado cuenta de que =son bastante largos. Tuvimos que recurrir a

ellos ya que los mas inmediatos, las funcicnes racionales, fueron
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préct.icémenbe exterminados desde el ejemplo 3. 'Greemos que el
ejemploc 4 tiene particular importancia ya que aunque és probable
que muchas personas conoceran culles sén las asintotas para las
hipérbolas Seguramente muy‘pocas habran construido o  demostrado
matematicamente que son las que efectivamente se dan. Aun asi,
podri# pensarse v que debe existir algin otro método menos
complicado para calcular las asintotas de los altimos dos
e jemplos. Tal método existe y esperamos exponerlo con detalle en

una publicacién posterior.
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