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Secci6n 1. 

Introducci6n 

El concepto de convexidad se puede definir en cua�quier 

espa�io vectorial, asi como los hechos que aquí se presenta­

rfn tienen su debida generalizaci6n al caso mls general en 

el que el espacio vectorial se le da una e&tI'\i'ctura. topol6gi­

ea (espacio vectorial topol6gico). Sin eabargo en el presen­

te trabajo se tratar& solamente con el caso muy particular -

de R2, que de todas maneras nos da la informaci6n coapleta -

para poder obtener generalizaciones. 

Ya que no s6lo nos interesar& la estructura vectorial de 

R2 , sino tambi6n su estl'Uctura topol6gica, introduciremos al­

gunos conceptos que nos son de utilidad. 

1.1. Definici6n. Sea xtRn y r>O, al conjunto

se le llama� (disco si n=2) o vecindad abierta de radio r 

con centro en x. 

1. 2 . Definici6n. A un punto x en un conjunto E e P.n se le lla­

ma punto interior de E si existe r> O tal que 



a un punto y se le llama punto exterior de E si es interior �e 

su complemento Rn-E; si un punto z no es ni interior ni exte­

rior > se le llama pimto frontera. Al conjunto de los puntos 

interiores de E se les denota por 

al de los exteriores por 

y al de los frontera por 

int E 

ext E 

fr E. 

1.3. Definici6n. Se dice que un conjunto E es abierto si 

E =  int E, y se dice que un conjunto F es cerrado si Rn - Fes 

abierto. 

Problema 1.1 Probar que para todo punto frontera x de un 

conjunto E > Br(x) intersecta a E y a Rn - E para toda r>O.

Problema 1.2 Probar que int E y ext E son abiertos. 

Problema 1.3 Probar que fr E es cerrado. 

1.�. Definici6n. La cerradura de un conjunto�, denotada por E,

es Cint E) U (fr E). 

Problema 1.4 Probar gue 'f es cerrado. 

Problema 1. s Probar que E es cerra.do s l. y .:.610 si E = E

Problema 1. 6 Probar A) que el m!nimo conjunto cerra.do 1u.e 

contiene a E es r, y B) que el m�ximo abierto 1ue �stá con 

tenido en E e� int E.

Secci6n 2. 

Conjuntos Convexos 

2.1. Definici6n. Sea.n x y n y dos puntos en R ,  definimos al

== 

• 



mento que une a x  con y como el conjunto 

xy = { ax + ( 1- a )y; O '- a 41} 

2.2. Definici6n. Un conjunto SC:Rn se dice que es convexo si 

dados cual�squiera dos puntos x y y en Sel segmento xy estl 

contenido en s.

2.3. Definici6n. Un conjunto SC:Rn es asteroide respecto a 

un pii.rito x, si para toda y en S, el segmento xy est& conteni_ 

do en s.

Problema 2.1 Sea S' ={X : Ses asteroide respecto a x};

probar que s• es convexo. 



2.4. Definici6n. Al conjuntos• del problema anterior se le 

llama el núcleo convexo de S. 

A partir de aquí, nos vamos a concretar a situaciones s2 

lamente en R2 , aUllqUe vale la pena repetir que �odos los he­

chos que aqu! se enuncien tienen su debida generalizaci6n al 

caso de cualquier espacio euclidiano. 

2.5. Definici6n. Los conjuntos 

( 2 .{ X ,y) E R 

{ (x,y) t R2 :

{ (x,y > t R
2

:

2 
{(x,y) t R : 

y <mx 

y >mx 

X <a} 

>a}

+ b}

+ b}

son los semiplanos abiertos en R2 • Los semiplanos cerrados en

R2 son las correspondieQt�s c·erraduras.

Nota: Cabe aclarar que ·10s semiplanos cerrados tienen una ex­

presi6n an!loga a la mencionada en la definici6n 1e los 

semiplanos abiertoo �astando para esto escribir las de­

sigualdades no estrictas. 

X 

• 



Problema 2.2 Probar que todo semi.plano. es un conjwito 

convexo. 

2.6. Definici6n. Se dice que un conjunto es acotado si exi� 

te un c!rculo con centro en el origen que lo contiene. A un 

2 conjunto en R que es cerrado y acotado se le llama compacto. 

2.7. Definici6n. A un conjunto PCR2 se le llama pol!¡ono S:.2!!,­

� si es la intersecci6n de un nwnero finito de semiplanos y 

es acotado. A las rectas que caracterizan a los semiplanos co 

rrespondientes se les llama lados del polígono. 

Problema 2.3 Probar que la intersecci6n de cual�uier fa­

milia de conjuntos convexos es un conjunto convexo. 

Problema 2.4 Concluir del problema anterior que todo po-­

l!gono convexo es un conjunto convexo. 

2.8. Definici6n. PCR2 �� un polígono si es la uni6n de un nGme

. .. 



·: ... 

ro finito de polígonos convexos y es conexo (i.e. no existen dos 

conjuntos abiertos cuyas intersecciones con P son no vac!as y -

-ajenas, y cuya· uni6n contiene a P). Nuevamente diremos que las 

rectas que caracterizan ·a los correspondientes polígonos convexos 

son los lados de P. 

Problema 2.5, Probar que el polígono que tiene mínimo nGme­

ro de lados es el triángulo. Hint: Demostrar 1ue la inter­

secci6n de dos semiplanos es vacía o es no acotada. 

Problema 2.6 Probar que todo polígono es acotado. 

Problema 2.7 Probar que todo disco es convexo. 

2.9. Teorema. Sea S un conjunto convexo, entonces su cerradura 

� es convexo. 

Demostraci6n: Esta demostraci6n se basa en el hecho de que 

los puntos de la cerradura de un conjunto quedan caracterizados 

por la propiedad de que todas sus vecindades intersectan al CO!!,

junto, i.e., est!n en el interior, o est&n en la frontera. 

Sean x, y t: s, y sea z=cxx+By con a>O y fS>O, u+8 = 1. Sea 

B2 un disco arbitrario de radio r y centro en z. Veremos �ue

�ste intersecta al conjunto. cti�co� con centros 

respectivamente en x y y y radio r, y sean X1cBxns, Y1EByns,

ya que son no vacías. Sea z
1

=ax
1 

+ay
1

. Veremos que z1, qu�

por la 

así que 

+ at/1 -

convexiqad ·de s está 

B fl·S 
z 

YI <ar 

.� 0. 

+ ar

·Pero,lz
1

= 
I' JI 

en s, también estcS. en B probando 
z 

- zl=lcxx1 + 8J -

1 ax - By l,��l - xJ+



Con ayuda del teorema anterior es tamos en pos•ibilidades1 
de demostrar el siguiente 

2.10. Teorema. Sea S un conjun�o conv,xo, entonces es cier­

to que 

i) Si x, y pert,necen a intS entonces xy est& conteni�

. do en intS (i_ntS es convexo) 

ii) Si x est& en frS y y esti en intS entonces xy est&

contenido en intS U { x}

iii) Si x y y estb en frS entonces xy esti contenido en

intS U { x,y} o xy está contenido en la frS. 

Demostraci6n: 

i) Sean x, y cintS, sean Bx y b
y 

<lÍ$cos de ra.aio r y ce�

tros respectivament1:: en x y ¡ de tal mant:ra ,iue E:st,n conteni­

dos en S. Sea uxy y Bz el disco con centro en z y radio r.

Proba.remos que BF5. 1ft::ct.iva.mente, z es de la forma u x + a y

con� >O, a+ B= 1. s�a �• cBz un punto arbitrario, sean

x • : x + z • - z, y' = y ♦ z • - z. As!, 1 x' - "I '= j y• - 'J 1 = 

• lz' � zl< r así, tanto x' como y• est&n en dx y B
1 

respectiva­

mente, y por lo tanto en S, pero



ax' + By' = <1x--..-··ry··+·( a+ a> (z' - z) = z' 

y por ser S convexo, ·Z'c S, así BzCS � ��Ci.ptS.

Hemos demostrado por lo. tant9'i·que si un conjunto es con 

vexo, su interior ��iEn lo es. La siguiente figura ilustra

la demostraci6n. 

ii) Sea xEfrS y ytint::;, demostraremos ;ue -coaos .Los filn­

tos del segmento xy a exce�ci6n de x pert��ecen a intS. 

Sea z = a. x + S y, cona> o "J a:.�, a.+ a= 1. Sea d
'/ 

un disc0 con

centro en y y radio r cont�nido en S. Pro�Qr�mos 1ue el dis­

co con centro en z y radio �r estA contenido en s, llauLémoslo 

B z • Sea z 'e B z y s �a y ' = y + ( 1 / 8 ) ( z ' - z ). 1 ; ' - y 1 =

=(1/6) 2.'-zhr.Así y' cB es y como z' = '-'x + ;:.J't S tE:nemos 
y 

:}Uó= �• tS y por lu L.J.Jilv u CS. As.t z t.lnt.:.;z 

000 



ProbleJU 2.8 Probar iii) 

Problema 2.9 Probar la caractarizaci6n mencionada en el 

teoreaa 2.9, i.e., un punto está en la cerradura de S si y a6-

lo si todo disco con centro en él intersecta a S. 

Considerando la idea intuitiva de conjunto convexo. ea f! 

cil ver que todo conjunto convexo es necesariamente conexo. y 

utilizando algunos _argumentos analíticos es pósible demostra:r 

rigurosaaente este hecho. Por otro lad�, en el caso de subcon 

juntos rectilíneos, o sea, subconjuntos de una recta, tenemos 

que basta con que un conjunto sea conexo para que autoajticamen 

te ·sea convexo, as!, podemos concluir que en Ro en cualc:¡uier 

l!nea rect�, un subconjunto es convexo si y s616 si es conexo. 

Ya que los subconjuntos conexos de R son los intervalos (incl� 

yendo en ellos a las semirectas, a R misJftO y a los �untos), te­

nemo$ que los subconjuntos convexos de R son precisamente los 

intervalos. De una manera an,loga tenemos que los subconjúntos 

convexos de cualquier recta LcR2 son: L, toda semí,recta de L. 
1 

todo segmento de L y todo punto de L. Todo estv nos facilitar&· 

·la demostracidn del si_guiente 

1 



., 

i l '.l Teorema. S_ . CR - e::, . compacto ( cerro� :.io y acot ai.lú) , y � i 

ºdos puntos. 

Demostraci6n: 

Sea SCR2 convexo compacto y x E intS. Si L es una recta yor 

x,Lns es convexo, acotado, y consta ae m,s de un punto por es­

tar x E intS (por qué'?). Por l? tanto L(\S es un segmento, dig_! 

mos, el se�ento zw. Tenemos que z e frS, ya que s,i z ·E intS exis 

tiria una bola B(z), con centro en z contenida en S y z no podríQ 

ser el extremo del S<á!gnlento Lí) ::;. Análogamente tenemos que w� fr;:, . 

. En el transcurso de la dt!mostl"d-:ión del teorema enterior vimos 
. . 

que si un segmento tiene sus extremos en la fronte�a de un con-

junto convexo y .con-ciene un punto interior, entonces todos su.si 

puntos a excepci6n <le los extremos, 5on puntos interiores. As! 

podemos asegurar que Lns contiene solamente co�o puntos fronte-

ra de S a sus extl"emos, y por tant') L(\ fr3 ;; { z ,w} , z,w. 

Para demos t ral" � l · inverso vere1.-1os que s .i S es compactQ y M, 

convexo, existen x l'. int� y una :recta L pas_a.ndo por x tales �ue 

LO frS. consta dt: rná.; ut:: C.o� puntos. 

Si S no es con ve:{o , e�i s ten x, ZL:;; t,ü�::. ; �t:: hay un punto 

W&XZ nsc (Se es el co mplemento de S). S�em¡:,re se puede tomar 

alguno de los dos puntos, digamos x, en el int�rior de S (por 

qué?). Sea L la rect�.quu contiene a xz; eAist�n y1c xwflfrS y

y2�wzf'lfrS. Ademi_s existe_ y en Lnsc no µ�rteneciente a xz ya

que S es acotado, así tenemos que nay un punto y3 & yx(\ frS. Por



tanto tenemos · que y 1, y 2 , y 3 � LA frS. Hemos pues demositrado

que isi ?a.ra cualquier punto interior de: un conj_unto ,. cua.l�w.er­

recta que ?ase por �l intersecta a ia frontera del -conjW"&to en 

exacta,mt.;r,te dos puntoj, �ntonces el ·conj UJlte, E::�� c,.,n·,�xo .. "Ce.in 

tal di:; ,1 lw dicno conj,,mto s1..:ct compacte. 11·

2 • 12. JE:! f inici6n. Sea. ACi<. 2• Al conjunto S A - { .., : � 1::s corae­

xo 'J ÁCJ} se le llcu1a el casco convexo de A. (/..l�· .. m6:: ,;11Jt_crt::s 

lo lla.lf:...ln también c�rr•a.dura. convexa de A o t.nvol·,11::r,t-E: c;on'J-::xa. 

.::e A) 

.. ..

-
, 

... 

..... ... 

-.... -. 
X 



2 .1 �,- _. -T,sgi-fJJ!d· _!;ieétn x.1 •. �
2'

,_.-i.,_.� .XnE.<'.:.�2
1 •. _ Entone.es i3n = { �1x1 t ..

+ �n�n: ,Cl..i- �,o .Y. ·1.·•t e& i: . = · l 1 f:'S. e:l .CdS(I' :convexo _de { X1 ,· ••• •"
ri

} (ú�
- ... 

v��€;nt� :_e.l ca;;;c_o pon.��J<O ele� un .conjunto es 'c�..1nve;¡co).

Demostraci6n-:· 

Veremos primeramente que Sn es convexo J �osteriCJrmente .. 11J(: 

es el mínimo convexo que contiene a { x
1, .... ,xn} en eil sentido d�

,1·ue Sn est! contenido en todo convexo �ue c�M�O¿� a {x
1

, •••• x}.• ·, ra 

i) 
.

«.n�n� 81� .. +. • .
+
¡s x •-;:. ·, - .,,. n n n 

Pero si (l > O ,B >'13-.. t .. 
ca ♦¡s :; 

........ , __ . 

toda l.' y que 

= u+ ji ,¡-· 1 

• . .. -J' . es. convexo n - .... . . 

iii.). · Sn es t:l ruíni1110: Sea � convex0 tal 1�0 "-1' • • • , X�
- •

• l 

Sea 

(A • + , 
l. o# 

( .() (11 + fi Pl)+ ••• +(a u + ~S )::- ,_..(,"1+ ••• + ·1. )+ ;S(.:;1+ ••• +;:. ,,. n n n ~ 

., ii.l :. Sh ~ontienc claramente . a { . .<1 ¡ .... ,xn}-



Ahora. 

+ ..... + 
"k-1 
i-ak 

Cll ªk-1 As!, i-4k ·x1
+ .... + f..u

k 
xk-l' Sk-l�3 y como xkc S y Ses convexo,

teneJ110s _que ca1x1+ ••• + cak�c s. por lo que skc.s si k = 1, ••• ,n.

Prollileaa 2.1a 

.. . en par1:icular S e: Sn 

Sea F: K2 + R2 lineal y sea sc.12 convexo. 

Probar que F(S) es convexo. 

Probleaa 2.11 Sea S'C:R2 convexo y F :  R2 � �2 lineal. 

Probar que F-1(S') = {xs R2 : F(x)c s•J es convexo.

N6tese que las dos afirmaciones de los problemas anteriores 

nos permiten asegurar que un conjunto es convexo si y s610 si 

su imagen bajo una funci6n lineal inyectiva es convexa. (Qué 

pasa si no es inyectiva?). 

2.14. Definici6n. A una re�ta L se le llama recta soporte de 

un conjunto S si Ln��I y S est4 contenido en uno de los dos 

semiplanos cerrados determinados por L. 

-�

Aat supon¡amos que. 11-k ~1. 

Cll1 
y~ . k 

_________________                  _______________________

_______________________

♦ • • •



Problema 2.12 Sea L una recta soporte de un conjunto S. 

Probar que L n intS = fl 

Problema 2.13 Sea L una recta soporte de un conjunto ce� 

vexo s, y sean x1 y X2cLnfrS. Probar 'iUe x
1

x
2
cLn�rS.

2.15. Teorema. Si S es acotado e int S � 1, entonces para ca 

da direcci6n hay exactamente dos rectas soporte. 

Demostraci6n: Para probar esto consideremos las intersecciones 

de todas las rectas paralelas a la direcci6n dada que interse� 

tan a S con una perpendicular a dicha direcci6n. Ya que �l 

conjunto es acotado, dicha intersecci6n est� contenida en un 

se6mento. Sea ab el mínimo aegmento que contiene a dicha ínter 

secci6n 

•



Sean La y� rectas paralelas a la direcci6n dada y por a/ b

respectivamente. Obviamente�. y� son rectas soportes de �

(por quE?); ya que intS, ••�
.,�(por 1u6?) y cual1ui.er

otra recta paralela a ellas y distinta de' el.las ne,•• recta . sopoL 

tE: (por qué?). Por lo tanto. L4 y� son las Gnicas rectas s2

porte en esa direcci6n.JI 

Problema 2.14 Sean L y L 1 dos rectas soportes paralelas 

de un conjunto dado tales que su aistancia es m&xima. P� 

bar que existen ac LnfrS y b� L 1 0 frS Gnicos tales que 

abes perpendicular a L y L 1
•

2.16. Teorema. Si S es cerrado e intS, •• y si paN todo xcfrS

existe una recta soporte L pasando por x, entonces S es convexo. 

Demostraci6n: 

Supongamos que S no es COAvexo. Existen x y x•� S tales 

que nc2y un punto 

Y I_XX' (l Se . Sea z LintS tal que z cxx• (esto es posible oeti-

do a que intS /. fl). As! ·tendreaos que eJCÍste Wl ¡:,unto xfc fr�¡z.,.
'

y obviamente xf /. Y > y xf, z; por lo tanto xf estari en el iE

terior del tri!n0 ulo xx'z. Sea L ·cualquier recta �ue contenga 

a xf. L intex-secta a alguno de los lados de xx•z en a.l¡Gn PU!l 



to distinto de los· v,�tices (por qu,?), dejando ast a uno &n 

cada semiplano abierto determinado por ella, por tanto, no �ue 

de ser recta soporte •. Así, si un conjunto cerrado no es con-

�vexo, entonces existe un punto frontera por el cual no pasa nin 

gW1a recta soporte. (D6nde se us6 la hip6tesis de que S es ce­

- .- rrado? ) • 11

Problemas suplementarios 

Problema 2.15 Probar que si A es abierto entonc�s su cas­

co convexo SA es aoierto. 

Problema 2. 16 P roLar· ::¡ ue si A es cerrado entonces su e¿¡ s­

eo convexo �A e� cerrado. 

Sección 3. 

Teorema de Helly 

Antes de formula?' el teorema de Helly, demostraremos un ca 

so particular de él, que es �i siguiente 

3 .1. Teorema: Si cada tres de cuat-ro conjuntoé:i convexos tienen· 

intersecci6n no va�ía
h

_enionces los cuatro ti�n�n intersecci6n 

no V..icÍa. 

Demo:.;trdci6n: 

Se:an s1, S 2, :� 3 y S 4 dichos· conjuntos, y con:; idf.:r'"=,; .... .;;

xl e s
l
n ;.;2n:,3 

x2 E S1fl'_;2n:.,4

x 3 E:_ s 1 n s 3 n :: 4 
X4 E S2 {):33f'l;:j4 



Por. lo tanto tenemo_s que ·��.SU� 7 Jl.¡f"�';-}JS4.. �

x
1

x/\x3x
lf 

/. 11, entonces s1A ¾Cls3As_.. , l ..

Por otro la�o. si .x1JC2ft ztt,.. 
= •• entOJlces ,¡;,ued� .Sl.&Ce�

dos cosds:Que tomando utro� ��me.A�os, digamos ��3 7 �lJC� l$tG� ��

3€; intersecten (t.i6 .. 1} (;Jl cuyo C!ilSO ya. {;�tario;t rE::su�ltt;i .uu<::.s-

¡¿�---·--"' 
.. f ig. .. 2 

tro problema; o que ?at>a cuale�quiera. dos sE:6r:,�1tos 'J.�(:: tGimE;r.:os 

con extr>emos distinto�, é::.tos AO se iDter�E::cten. eJl cu.Je ccAso 

alguuo de los e.xtrt:mos, digamos x
2 

esta conteni® en el triángu­

lo x1x3x
lf 

que a su vez E::;;tá co.ntenido en ::;3 (fi6• 2,. Así t�ne

II10S que x2 f; s
l
n <Jl' �3n :::4 .1

los cuatro conjuntos par',..1 la. Véilide.z del tf-Ol'emd af ftE:r·ior,. yo. 

:¡ue, como lo muestra la   fig ura. la afir1:i:2cioo podr!a re:s;.ltar· 

!-.• �. ' .,.i alguno de los   conjuutos na fUf::l'Gl V.1!1VL;XO.



Ahora s1 'pro'cederemos ia Ji·c1emostraci6n del teorema gen!_ 
.. .... , .

ral, cuya formulaci6n es la siguiente: 

3.2 Teorema (de Helly): Si cada tres de n conjuntos convexos 

tienen intersecci6n no vac!a, entonces los n conjuntos tienen 

intersecci6n no vacía. 

Demostraci6n: 

La demostraci6n de este teorema se llevará a cabo por in­

ducci6n sobre n. El caso n = 4, que es el ds simple, qued6 

demostrado en el teorema anterior. Ahora haremos el paso de in 

ducci6n. Supongamos que el teorema es válido para n-1 conjun­

tos convexos, y sean s
1

, ••• ,Sn, n conjuntos convexos 1�� cumplen

con la hip6tesis del teorema, y definamos s' 1 : S 1n S; S' 1n- n- n n-
es convexo, y así, s1, ••• ,s 2 ,s• 1 cumplen con la hip6tesis deln- n-
teorema ya que 

gracias al teorema anterior (para cuatro convexos tales �u� ca­

da tres de ellos tienen intersecci6n no vacía). Así, por la hi­

p6tesis de inducci6n 

de donde 

como se quería d�mostrar.l 1

El teorema de Helly es v��j,do a_ún parsd familias infinitas 
 

de conjuntos convexos tales -q.lle cad� tres de ellos tienen in-

s1"• .n ~l~ 2('\s 1 1 '111! .i- n-



tersecci6n no ·vacía• ag�ando ·la hip6.teei� de que los conjug: 

tos sean compacto•,·· (�J\tcho· e11 éufi9iente con q\le al meaos 
• ••• :◄ .. �; 

H- • 

uno sea compacto• pero· -'1011�1,._.: tienen que. sen cerrados-). Si

no se incluye la compacidad de al meno$ uno de los conjuntos

puede fallar la afirmaci6n del teorema oomo se puede apr•ciar

en el siguiente ejemplo: consid4rese la familia de semiplanoa

cerrados limitados interiormente por rectas horizontales con or_

denaéas n, natUI'ales; obviamente cada tres de ellos tienen in­

tersecci6n no vacía, a saber, el semiplano de mis arriba; sin

embargo la intersecci6n de todos es vac!a, ya que si no lo fue

ra, la ordenada de algún punto en ella sería mayor o igual que

cualquier nwnero natural!!!

Ln el ejemplo anterior falla la hip6tesis de ;ue los con­

juntos sean acotados, (r-.:.:cuérdese que un conjunto es compacto 

J 2 . 
d ) en , si es cerra o y dCotado. .Daremos otro ejemplo más para 



ai0atrar que si los conjuntos no eoa oerr•dos, aunque 6stos sean 

acotados, la afirmaci6n del t�orema puede ser falsa. Considere­

mos la familia de discos.abiertos con centros en el eje horizon 

tal del plano cartesiano en puntos con abscisas 1/n, y radios -

1/n respectivamente. Es deQir, discos abiertos con centros co­

lineales y tangentes todos en un mismo punto. Esta familia de 

discos abiertos tiene la propiedad de que cada tres de ellos tie 

nen intersecci6n no vacía, a saber, el disco de menor radio de 

los tres, sin embargo, la intersecci6n de todos es vacta, (por 

qu6?) 

Para la demostración del teorema de Helly en el caso in­

finito se necesita echar mano de un teorema sobre conjuntos 

compactos, del cual omitiremos la demostraci6n, y que afirma 

lo siguiente: 

3.3. �: Sea f' una familia de conjwitos compactos tal que 

cualquier subfamilia finita tiene intersecci6n no vacía. En­

tonces la intersecci6n de todos es no vacia. 



   

P.i-. una d8110straci6n de.•ate 1-· Nillitiaoa •l lector al 

libro de w. Rudin, Principles of Matheaatie&l Analysis (HacGrtir­

Hill), o a cualquier otro libro de ADllisis aatealtico al. aisJm 

nivel • 

. De la ·veracidad del leaa anterior. podemos obtener del ca.­

so finito del teorema de Helly· el 

3.�. Teorema (de Helly en el caso infinito): Sea F una faailia

arbitraria de conjuntos convexos coapactoa tales que cada tres 

de ellos tienen intersecci6n no vacta. Entonces la intersecci6n 

de todos los miembros de la familia es no vacta.

Demostraci6n: 

ConsidArese cualquier subfamilia finita de F. Los elemen­

tos de esta subfamilia finita satisfacen las hip6tesis del teo­

rema de Helly en el caso finito• y por lo tanto la intersecci&i 

de todos ellos es no vac!a¡ as!, aplicando el lema obtenemos la 

afirmaci6n del teorema.11 

Parte de u importancia del teorema de Helly radica en las 

m�ltiples consecuencias y resultados quti de 61 se pueden obte­

ner. Como un· ejemplo de ello tÑtese de resolver el siguiente 

Problema 3.1 Sean x1, ••• ,xn• n pWltos tales que cada tres

de ellos est.ln contenidos en a.lg<in disco de radio 1. Entonces 

existe un disco de radio 1 que los contiene a todos. 

Otra consecuencia del teorema de Helly es el siguiente: 

3.5. Teorema (de Jung): Sean x1, ••• ,xn n puntos tales que

d(�j,xk>, 1 (La d representa la distancia). Entonces existe

un círculo de radio 1/ n' que contiene a todos.



Demostr'aci6n: 

Tenemos que demostrar la existencia de un punto cuya dis­

tancia a cada uno de los· puntos del conjunto es menor o igual 

que 1/R, (ya que así, el disco con centro en ese punto y 

- �dio 1/ li' contendrá a todos los puntos del conjunto), es de 

cir, un punto común a todos los círculos cerrados con centro en 

xk, k = 1, ••• ,n y r�dio 1/(3' ,_ llamémoslos Ck respectivamente.

Bastar� probar que cada tres de ellos tienen intersecci6n no va 

eta para obtener la afirmaci6n del teorema. Así, consideremos 

Ci, cj, y Ck, y pensemos en el tri&ngulo xixjxk. 3i el tri4n6u

lo es obtuso, (i.e. tiene un ángulo obtuso), sea x el punto me­

dio del lado opuesto al ángulo obtuso, digamos del lado xi"jº

Si pensamos en el círculo con dihetro x.x., éste contendr� al 
]. ) 

triángulo y su radio será menor o igual a 1/2 y así 

d ( x, x . ) < 1 lfi', 
1 

1/2 < 11/'i' 

ya que 

Ahora bien, si el triSngulo es aguao (l.�. todos sus ln� 

gulas son agudos), habrá algún !ngulo de él que sea mayor o 

igual que 60º, digamos el ángulo Q que corresponde al vertice 

Por lo tanto, X& c.n C. n Clc. 
l. J 



le la ley de los cosenos al trilngulo x.xx.:. ' 1 J 

( 2 _ 2 d(xi ,xj)) - 2a ( 1 - cos2Q) .t1·, pero

. . 
• • 

. . 

• • 

120º � 2Q � 180º 

-1 � cos29 �.-1f2

1/2 � -cos29, 1 

3/2 <E 1 - cos2Q 

As! obteneD10s por un lado que 2a2(3/2)� 2a2(1 - cos2Q) y­

por la aplic•�i6n de la ley de los cosenos 2a2(1 - cps2Q)� 1 

(primera expresi6n de la serie anterior). As! tene.JnQs que_
3a 2 � 1, o a � 1 / li'

As!· vemos que 

donde a ea el radio del circwictrculo. 

d(x,xi )_ � 1/ 13 , dh,,xj >, 1//j',

por l.o que X tCÍíl cjn Ck J /

3.6 Definici6n: Sea s un conjun-to _acotado. El diámetro de 

ses 

sup { d(x ,y) : x;y , S} 

Problema 3.2 Pl'Obar que todo conjunto de diúietro 1 es-

Xi<:· Sea x el circuncen~ro del ~iúgulo xixjXac• y apliqubos-

• 



tt. contenido en un c!rculo de ��cp_o ·1/./i' (Hint: Apl!que-

•• el teoreiu de Helly en •·l:. . .:caao .. infinito a los círculos ce-
. . ..... . . � 

nadoa de radio 1/ l'i1 

Cdnju.nto). 

"•-� . . .

con centros·eÍa.�odoa loa puntos del -
r .•· :' 

��-7. Definici6n: Sea S un co�junto arbitrario. El ancho del

conjunto es la .rúniaa dist.ncia entre recta& soportes parale­

·la• (» •i útas exiaten� Si ne 1 diNmOs que el anchó es•.

a.a. TeoNJDA (de ·a1aachk•>: Todo conjwrto convexo compacto de 

ancho 1 contiene un ctrc�• 48 radio 1/1 • 

I>em.os trac;i6n z 

S.& S IAft oonjwito conv••o co■pACto d• ancho 1. A cada re� 

'ta. ,oporte d• S, & , •soci�al• el conjunto s, = {x e S: d(x,.t)�

> l/3} ., (d(lJ,A) denot• la distancia perpendicular del punto x

_ --�_]a __ Neta 1,, ·.atoa· conjuntoe S • &atiaf«cen;

i) S1 es co111pacto (La intersecci6n de un CE:rrado con un

OQllp&CtO es COllp&Cta) 

ii) Se , •(Silo fuera, el ancho del conjunto sería menor

• 



que 1/3) 1 y 

iii) S1 f'I Sm" Sn °' •; dem.ostrar&110s esta �ti.aaa afiraaci6n.

Si t, m, n, forman un triángulo T que contiene a S,

tenemos que el ancho de T es mayor o igual que 1J y

así 
I las a.l turds del triángulo T son mayo.r·..::.:, o igua.les 

que 1. Si x es el punto mediano del tribgulo, d(;,c,t >•

� 1/3, d(x,m) ➔1/3 y d(x,n) ➔1/3. As! 1 x � S., ti S f'\ s • 
� m n 

Si no suc1::J� 1u� T conten,¡¡.a a. S, o que 1 , rn "/ n formen un

n 

"' 

fig. 1 r l.&• L 



triángulo, es clara la afirmaci6n como se puede ver en las fig�­

.ras f y 2·. Asl· ·tenemos que los conjuntos s,. satisfacen las hip2, 

tesis del teorema de Helly en el caso infinito y por- lo tant9 

existe x
0

·e (\{S1 :t ·es recta soporte de S}. Claramente d(x
0

, y):,,

1/3 para todo punto y� frS, d.SÍ el círculo con C4j.ntro En x0 y

radio 1/3 está cont�nido en S. Si s6lo pedimos que� sea acotdd·, 

ba.sta.1•� tomar su cerradura y tomar el círculo at,iertc., con c�ntr-·.,

en x
0

• 11

El siguientx teorema es.,;también una consecue:ru.;;: ..1 dt:l tt0r·<..:-

ma de H1:.lly. 

3.9 Teorema: .
· ' S ecd1 X l , .•• , ).'.n � r: , Entoiwt:. ,/.:. ,.. .·. (.... :.

la propiedad de que toda recta que pase por él detc·1.1ir,a dos se:

miplanos tales QJ,e en cada uno a.e ellos :tiay al menv..i n/3 ;iur1t·�· ... 

del conjunto x
1

, ... ,xn •

Demostración: 

• Sea Cu� círculo que contiene al conjunto. ccn:�der�a�� �

todas las ,rectas 1 que .cortAJt al círculo y ·llamemc:.: 'i. :.;.l aer.ipl., ··

no determinado pcr la recta <i_ue cQZ1tenga ;r.á,;;; de 21 1 J puntu�-.

del conjunto. Sea Se = • tf\ C.

Aprovecharemcs el teorema. de Helly para Vt::r �L..:: t;:.;;to:;; con-

j un'to�.- S t ti e nen intersección no vacta, ya que c,�2. lq,áer puntr

x
0 

�n esa intersecci6n tendrá la propiedad que buscamos. (Por

qué?). 

�,.Sean S  , S m. y S n ,tres de los conjuntos antes definidos. Bas-
. • '�·- . ' ¿j 

ta cemostr�r-que •stos tienen interseccion vacia. Obviamente

� 1 () . .Sm contiene a más de n/ 3 de los puntos ya que cada uno con--



..... ·-�

tiene m!s de 2n/3. As� .
tenemos que s 1n Sml\ Sn , 1 11 ya que si

S t f'\ S.J' S
n 

= t. tendr-{aaos que Sn �t�-eae aeaaoa de 2n/3 de -

los puntos del conjunto. oontNdicie.aclo esto a la definici&i• de 

S 1• Ast obtenemos lo qu.-e quer!aaoa �. l l -1 

Problema 3. 3 De una aanera an!lo¡a • l& de. la demostra­

ci6n del teol'effla anteri.01'9 probar que .dack: f Se R2 compacto (no 

necesariamente conexo), con !rea A� exíst-e ua punto x
0

c R2 tal 

que toda recta que pase por x
0 

�ivide. a Sen dos partes tales_ 

que ca.da una de ellas tiene u� ,rea mayor o igual que A/3. 

Demostraremos ahora un teol'e!Da que. además de su inter6s 

·mismo en el sentido de que nos afi.naa que �n cier·ta f Ol'Ina 1:ie- ·

nen algo. de sim�tría los.conjuntos c<>nveJtOs, nos va a penaiti�.

obtener como corolario el teorem� de Blaschke, que ya anteriGr�

mente fue demostrado.

3 .1 O. Teorema: Sea S c. R2 un conjunto convexo compacto. Enton-.

ces existe x e S tal que toda cuerda de S (una cut:rda de ún cefoo -

junto convexo es un segmento que une dos puntot. de ou frontel'a)�

pasando :¡;or x0, tiene la propiedad de estar divi<lid.:1 ?ºr x0 df:·­

j c1nJo ...i. c�,1.:1 l,.i.-1, u¡.i...; de una. tercer-a par-t-e de su 101,¿ i-cud.

:�cct x e frS. h�n�emos en todas las cuerdas ;ue parten de: 

x, y t:.:n c.:ida unt.1 t.le E=llas pensemos en los puntos cuya distancia. 

a x e:., menor u i gua. 1 que dos terceras partes de lct longitud de 

dich<1 cuerda. El conjunto de todos esos puntos dr; todas las 

cud·dus es un conjuntp compacto semejante: a S cor1 r•az6n de se­

mejai,z.:1 2/J, al cual llamaremos S. Si probamos �UE; todos es-x 



tos conjuntos s para todos los puntos de frS tienen un punto 
X 

en común, tendremos que este punto satisfarci la a°til'maci6n del
° 

teorema. (N6tese� que. Sx C S para toda x e frS). Procedt:reUlOs a

demostrar ese hecho con el teorema de Helly probando que Jx•

S
y 

y Sz tienen intersecci6n no vacía para cualesquiera x, Y•

zcfrS. Pensemos en el triángulo xyz, y sea w su punto mediano.

Si a, by e son los puntos medios de los lados opuestos et x, y

y z respectivamente, es un hecho bien sabido que w divide en ra 

z6n 2:1 a los seimentos x�, yb y zc. Ya que la� cu�rdas por x, 

y· y z que pasan por w son mayores o iguales que los segmentos xa, 

yb y zc respectivamente, por ser convexo el conjunto S, tenemo& 

. "'' n ,, ¡· 1 qUt.: W � J ..., .;, • I 
X y Z . 



n

T6mes!I' un -c!rculo COJl ·_c,,;it� •»vc-1. punto .. Xº y ra�o· 1/31 F 
A continu ación 

• 
enunciaremos 

• 
un 't 

. 
eorea.. lrl"l,Y 

1 
. in'teresan�e · y

•

.muy bonito, el teorema de Krasnosel 'ski.i- ·.del .. cual da u·na. intér    

pretaci6n muy simpática el libro de Ya¡J.o.111. y. Bol tyansJci-i ,· -CQn� ·. 

vex Figures , 
 

y es la sigui ente: Si nos �nco.ntramos   en una . .g�-.

ler!a de pinturas y �sta ea.-ta_l que _siempre· q"e consideremos 

cualesquiera tres cuadros de.• ella hay un lugár de. 1� galer!a 
' 

desde el cual se· pu�den ver los tres, entonces hay algtln lugar-

desde el cual se pueden ver todos. La formulaci6n del teorema 

es 1� siguiente: 

. 

3 .12. Teorema (de �rasno sei 'sJdi): Sea S un, p�l!go�o cer?'ado

tal que par-a cada tres punto!; x, y, x c.frS, exi�tE: un p�to p

tal �ue px U py U pz-c.S, �ntonces existe un·punto �0ES c�n res-. 

pecto. al cual S es asteroide. (En otras palaLras, el nµcleo - · 

convexo de S es n0 vacío)·.,. 

Demostra.ci6n: 

P�ra cdda �e&m�n�o c�ntenido en una re�ta �u� �ea lado d� 
' 

S consideremos el semipla.no 11, digamos a la iz;ufE:rda del la-,

; 

' 

y 

rrron¡¡,,-,111111,,1,,1. ,,¡m 
""' . 

' ' . . 
·. "'. , 

         3,11.      Corolario:    Teorema de Blaschke.
Demostración.



do-suponie9do que éste tiene.el sentido dado por ei sentido -

contrario al movimiento de un I'eloj -a la frontera de s. cvt�­

se la figura anterior). 

P�b&J"emos que la in�ersecqi6n de tres de estos seJQ.i.pla­

nos es, no _vacía.
,, 

Sean t 1 • 'm y 'n, y t:res .pWltos x, y y z en

1., m y n respectivamente pero en f,rS y que no SE:áll v6rticE:s. 

As! tenemos que existe pe S tal que px, py, pzCS. Por lo tan-

to p E: '
,. 
n ,. () 'In. ( por q u&? ) •

As!, apiicando el teorema de Helly, tenemos que 

Sea p
0 

e () 1 • tenemos qu_ e necesariamente p'
0

c S • yd que si no i=l t . 
estuviera bastaría tomar el lddo mls cercano a p

0
, y tendr{dmos

que p
0 

estaría a ld derecha de dicho lado
)

en contradicci6n 'cún 

_que esti en el sc1niplano u la_ izquierda de didi0 lado. 

ast�roide con resp�cto a p.o Sea ..,, .. .  , , 

. 
C; Supon6amofi lo contrario• y St!ci v e w� 0 � ,

(., 

copsidert:mos Wl 1,untv en ',O nt r<:i, necesarici.JM:�ntE::, esa t"l C,!.� 'j, 

' 
p0 estc:1r!a a la der>echa d�l lc1do en e¡ cual es t.S die;:10 pll1,t:0 •

Contrddicci6n ! As! tenemos que Ses asteroid� con :-&sp�cto � 



Cabe aclarar que este teorema sigue siendo válido aún cuct:. 

do S no es un polígono sino cualquier conjwito compacto;bastará 
1 

aplicar entonces el teorema de Helly en·el caso infinito a las 

intersec�iones de los seai.planos soportes de S con s.

Problema 3.4 Probar que si n segmentos paralelos son·ta­

les que para cada tres de ellos existe una recta que los 

intersecta, entonces existe una recta_que los intersecta a

todos. 

Problema 3.5 Sean n segmentos cerrados contenidos en una 

recta t, tales que cada dos de ellos tienen intersecci6n 

no vacía, probar que todos tienen intersecci6n no vac1a. 

Obsérvese que el problema anterior nos da la formulaci6n 

del teorema de Helly para la recta. Cuil serl la formulaci6n 

del teorema de Helly para pl espacio? cu,1 será para Rn? 

Problemas suplementarios: 

Problema 3.6 Mostrar por medio de ejemplos que 1/fi' �s 

el mínimo radio del círculo que contiene a todos los conjuntos 

convexos· de di!metro 1, y que 1/3 es el ,mtximo radio del círc• .... 

lo contenido en todus los conjuntos convexos d,:: ,c,1.,d1 )' 1. 

Problema 3. 7 i'roba.r que Wi conjunto c�rra.do S es astt:f'c.-� J;.; 

· respecto a x si y s6lo si xyc. S para toda y E: frS. (N61:ese qut:

este problema nos ju¡;¡ ti f i ca tanto la demos traci 6n del t: eoru1 •. e1 

de Krasnosel'nkii como la interpretaci6n prévid).



Sección 4. 

Propiedades Geométricas de las Funciones Continuas. 

Analizaremos en esta parte algunas propiedades de las fi­

guras planas que se pueden obtener a partir de consideracior1t:..:: 

relacionadas con funciones continuas. Primeramente consider�­

mos la siguiente 

4.1. Definición: Una funci6n real definida en un int�rvalo C(;

rrado es continua si su gráfica es conexa. ( Recordamos q ut: UI, 

conjunto es conexo si no existen dos abiertos que lo intersec-
. 
ten cuya uni6n lo contenga y cuyas intersecciont::s con él S(;c..ri 

ajenas; i.e. S es conexo si no existen A y B abiertos tales �ue 

StlA -1- 0, Sf\B -1- "' SCAU.13, y (A1'B)f'\S = 11). 

4,. 2. Teorema (ctel Valor Intermedio): Sea f: [ a ,b J --.. R cu, 

tinua. Suponga.mas que f (x
0

) < f(x1). Entonces pd.l'd Lvdu. :-í t,.i.i

que f(x
0

) <M <t(x1), existe x entre x
0 

y x1 con la propieddd de

que f (x) = M. 

Demostraci6n: 

Si para alguna M entre f(x0) y f(x1) no exi3tier·d tdl ,. ,

,.;J1t0nc�Ll lu� .... H . .:J,1.ipla.nos A = { (x,y): y ;,,J1 J J :; ..: : � .. ,/): J 

< _; ) J. ........ t� .J...�J f..,f•_j_i_ .... 
• 

de f no sea conoxd 111 
• 

-� A

-�I 

b 

-- ··-- ·-- - - --e,. ---+-..1 _______ -•• 



Ahora sí , ya es tamos en pos ibi li dad es de a pre v� ch e r .:.. , __ 

ciones continuas para demostrar propiedades rt.1 :.ici, n J.,ic,, 

las figuras planas. Demostraremos el siguiente 

14-.3. Teorema: Sea Sc:.R2 acotado y .e.0 una recta ar:iitraria. En

tonces_existe Wla recta .e. paralela a 1
0 

con la propiedad de

separar a Sen dos partes de igual área. 

Demostraci6n: 

1. 

\ 
\ 
\ 

·. 
'·

\, 
\ ; 

\ 

-----4--..;---- ---i-
l 

Si Area(S)=O, no hay nada que probar. Supongamos qu� Area (�) 

>O. Consideremos cualquier recta no paralela a t
0

, y en ello 

consideremos el punto de intersecci6n de una par..::i.:.e;l<'J. ,3 .e. , '-�-
e, 

m.inei·ct ·1ue S e::-; ci (.;unten.ido en uno de los ::;i.;;ai¡:;lanc.,,, ,�,;I"c.r:r1_:,, 

dos por dicha paralela; llamemos O a ese ¡:,unte '/ . .,:, L'.je or �� ·..:,: 

consideremos, en la primera recta, un eje de coord�nctdds; a cQ 

da coordenada x en ese eje le corresponderá und r-�ct� t, lu 

cual, a su vez, dejará en uno de los semipldnos dE:terminad.c:·· 

ella una fracci6n de S cuya área será A(x). ::ii ll6J.:·n .,-, r. ,1 

Apea(S), tenemv--; que A(O) = A, y si ajustamos nUf.:!é:. tré:l.s Cú:Jj- 1,,., � 



das de tal forma c1ue A(1) = O, aplicando el teor·�::.ia 1t::l valcL· 

medio sabemos que existe x
0

& (0,1), tal que A(x
0

) = (l/2)A 1 ¡

Problema 4.1 Probar ::¡ue la recta del protl• .... ;r¡a antf:rior,• i·· 

única si int S es conexo. 

f'roblemd '+. 2 Probar que dada una curv� ace,t¿¡cJ,;a :1 ur,a H::S:_

ta t
0

, existe una recta 1 ¡..,ar<1leld

que sep.u'a. a la curva. en dos curvas dt.: i6u,::d l0r,�i t �-J.

�.4. T,:;!orcmd: 8etJn s
1 

y s2 dos conjuntos c2cotaa0¡;, €:uton�t- ._;.<.·,

te una recta �ue corta a ambou partiendo sus Ar��� � 1� �.:t-� ..

Demo::;tración: 

Consi<lérese cuctlyuier dirtcción fija en el f,ldnv. r.:tr·r.1 c,;<.1da :.'J 

mero x consi<leremo.;i una. ?'(:;eta .t.(x) que torme un :'in�ulo x :.:c..n .. 

dir-,�c�ión r-i; i, J ·1ur-: part.i d la mitad a :..;
1

. '., .· ... .-··.(.-:); .-·.•c ✓.J 

las áreas d la iz,·1uieI'da J a la derect,a d<.: t(x) r·•-=:..,�E;Cti·1�: ... :,•.•:. 

Su;ion0amos qui.! A(x)• A'(x). Corn;i<lE:remog l(léi0" + z); c.;Sto. e-..• • .• 

tiene sentido oput�to d l(x), dsÍ A(180º + x) = �•(x) ¡ �(�o:�•�)= 

= A(�), por lo tunto, 

AL:.) - A'(x) < ú 

A(180 ° + x) - A'(180º + x) >



La aplicación x � A(x) obviamente es continua, por lo tanto 

existe x tal que x < x < 180 º + x con la propiedad de que o o 

A(x
0

) - A'(x
0

) = O, o que A(x
0

) = A'(x
0
).I 1

Problema 4.3 Sta SL K2 acotado y xc R2 • Probar que exis

te una. recta que pasa por x y que parte a la mitad a s. 

4. S. T1;or1a;ma: Sea ScR2 acotado. Entonces existen 1 y .t • per­

p�m.liculdres tales que cada cuadrante que determinan contiene 

una cudrta parte del lrea de S. 

Derno:.; t r . .1c i ún: 

4.brl 

As'1i) 

---
----

-

/l'.4bt\ 

1'1CA 

!k : .. .;.1.n1�l'',.1 <lná.loga a la demostraci6n del teorema dnterior, con­

., 1..J�J.•-..:iu-,., ld. r·ecta. i(x) en la direcci6n x, tal '1Ut: 1(x) bis! 

Sea i'(x) una perpendicular d 2. (x) con la

"·' ... ,�, ,;J."vi.Jiuda.d de Liseca.r al A.rea de S. Sean A1(x), A2(x),

.:._ -: (:: ) : : . i¡ l .d , las !reas en cada uno de los 4 e uddra.n tes. Tene 



A1Cx) + A2(x) : A3(x) + A4(x) y

A1(x) + A4(x) = A2(x) + A3(x)

restándolas 

o sea t\
2

(x) = A4(x), y análogamente, A
1 

(x) = A3(x). :iu¡,onga.-

mos 1uc; A1 (x) < A/:,.:), o ::;ea. qut.: A
2

(x) - t.
1 

(..-::) ,, 'J. C<:Ur.biar,-

do x por :•: + 'J 0° , oi.>t<..:n<..:n.uJ 

A (x 2 
+ �O º ) = /.J ( x) = A

1
(x) 

'/ A1(x + �O º
) :: A/x) ,

� 
A

-i 
( X ♦ YO º ) 1�

1
(x ♦ 90°) < o.a::a 

así tcnemo::; q11c exi�t� x 1.. (x, x + 90°) tdl 1u1..: ;,.2(x ) - A1( .. �,)
Ú Q V 

;; ; • !\:; l , 

cuaJradu. ( ;jG <lic\.,; ·--1 ue uu <.:cmj unto e,; tá in:::,cri L·.., -�H ur. ;. r.:..lí, . ..:.,_ 

1,0 ::-i todo-> lu-> l...1 lo.; de.: �:.;te son !:ioportéS -J\.:l -_::,:.j ..:r,t:v). 

• 1  , .l 

� : . : 1 •: •. l., .�L'•�C .::. •• ,··., -.:I1ui<.:ul-.a·, ! .• ,· 

..J..,L._1•1.,t: •. .1.11 u1. t·� ... L:. ..... ul,, .-.111 aLd ·¡ L,(,;) l u ·_; 

1 i .. 1 .J.:..; .• ;:. .,, :;u ,1!11 . . ,,1· 
1
U\.: ._1{;..:) · t,(.:) l·-•· 

-- L ( :d , J .. , , . , :/ . . " · .. C-: • ) Qú ) :: L L: ) ; ; ( t .' · , 

·- : ... . l-4: .. ,I >

• � [. � •..i ' j ·• � 



a(x + 90°) - b(x + 90º) > O. OtM �•• .pin' el :te� del va­

lor intermedio tenemos que éxiate x
0 

a ,<x. x + 90°) tal que 

a(x
0

) ;; b(x
0
).I I

4.6. Teorema: Sea S convexo acota4o. Entonces existe un e.112 

no equiangular con dos de sus lados 0P.ie9toa iguales circunaQII! 

to a s.

Demostración: 

P.1r'w. <.;.�,1., LJ.ic,_ . ..-.:-�: i 6n x, inscribamos S en Wl ed,gono equi.:.Ln¿,;.ular

(1�0 ° ), tal que uno de sus lados sea paralelo a dicha direcci&..

-- · .( d. ( :..: ) l-1 l on�i t ud de di cho lado y b(x) . la de a14 lado opuas�

l-J. :.,1 

Y.J. y_Ul.:

y 

ten¿mos qu1.; 

. fJ . 

a(x) - b(x) > o.

a(x + 1811') ■ b(x) 

b(x + 1800) • at-Jd, 

a(x+180º ) - b(x��q-) · e Q. 



Así, existe x e (x, x + 180º ) 
o 
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tal que 

Problema 4.4 Sea S convexo acotado, probar que existe 

un exigono con si.metría axial que se puede circunscribir 

a s.

4.7. Teor�ma: Si S es un conjunto de diúetro 1, existe un -

ex&gono regular de radio 1/ fi que lo contiene. 

Demostración: 

•• 

I' 

Sean A, B, e, D, E, F, los vértices de un ex&gono circunscri­

to a. S tal que es equiangular y AB = DE. Sean A'B' para.lela. a 

AB y D'E' paralela a DE, tales que la distancia de A'B' a Af:s 

es la misma que la de D'E' a DE, y que la distancia de A'B' � 

D '!:' ._ - , 1. . ••.:. forma. análoga construyamos b I e• , l. 
1

• 
1 

, E' r 1 

F'A'. ProLa.remos que este nuevo ex!gono A'B'C'D'L'r'', �� .1.•.-.;¡1 1 .. l-�· 



(equilátero y equiangular). •. -Los lados A'b 1
, C'D', .r:

1 r' dt.:tt.:.rn.> 

nan dl triángulo PQR, y los lados a•c•, D'E', F'A' al tri&ngulc 

TUV, y dffibos son equil4teros. Los triangulito� A'TB', B'QC', -­

etc. son todos iguales debido a que las dist�ncias éntre lo�_ld­

dos opuestos del exágono son todas iguales y a qu� A•�• : D'C'. 

AE!, el exágono AIB'C'D'E'F' es regular, c1.1nti..:1.,. él S y su N,aic, 

f.!S 1/ /"j-: 11 

4.8 Corolctrio: Problema 3.2. 

Pi·, >ll l <:1n . .1 4. 5 Probar la Última af irmaci6n <ltl tt.:c.L·ema, o '....t .J 

qu..: 1.:J. r<-1dio del exágono es 1/li'. 

4. D. Ti...:or<'fn.J: Sed S convexo y .t una recta drbi t:c.:..c·ia. Ento1,�c:...

(AB es una· c11f-.rc!a d.:: $ si A, 

. D�rui:,�. l 1·, •• � i ,�.f1: 

�oport�s �n la dirección de t. Supong<.JI, ,:. 

_. i ' u .. ,· v

! j' 

') .... 1, 
_, .l ,.,1 ' :·,e�- h, :i¡;,J recta paralelu .... ..

.J. 

;. t 

.. , ·' ' l .. ;., . , d,: 1. ,.d i, . . riur-<.1 qut las cut�r·d<..:. :.. , 

; •• ' • J •• 

.. ! l, ... a•.�,.".!.., ,,úl:'0 Jl¡ , ::,¡ <.1{1..1) C.S ló. 1-.,·l,:_, ., 
. 

'-' 

t ' 

1.. Í' ; ....i,C • ) 

',.I, i 

y'-l.'•.

1 :. 1 
. ,, 

/ • 1. r 

' -



y b(m1) la de A 1 B 1 
o o' 

la función 2a(m1) - b(m1) es una funci6n

continua de la distancia de m1 al soporte 11; 
ya que a(.t,1) =

;;; A1B1 y a(r.2) = A2B2 si 12 es el soporte restante, tenernos

que 

Habrá un momento en que m11 m
2 

y m0 coincidan, digamos en n; 

así 

2a(n) - b(n) = a(n)> O 

así tenemos que existe una recta m1 entre 1
1 

y n tal que

2a(m
1

) - b(m1) = O,

así m1, m2, y m0 determinarin las cuerdas que buscamos.! 1

Problema 4.6 En un tri(ngulo, cuál es la terna de cuer­

das del teorema anterior paralelas a_ uno de los lados? 

Problema 4. 7 Probar que en todo conjunto convexo s·e pue­

de inscribir un exlgono cuyos lados opuestos sean •parale­

los y paralelos a la diagonal que une a los vGrtices que 



no est!n·en esos lados. ¿Puede este exágono ser equiangu­

lar? 

Problema 4.8 Probar que en un conjunto convexo siempre 

se puede inscribir un conj�to centralmente simitrico cu­

ya &rea sea mayor o igual a 2/3 del área del conjunto. 

Hint: Probar que el ex!gono del problema anterior tiene 

·esas propiedades.

PI'oblema ... 9 Probar que el conjunto centralmente simétri­

co de máxima h-e� que se puede inscribir' en un tI'iángulo

es un ex,gono cuya &rea es exactamente 2/3. de.l área del :_

tri�gulo.

Vamos a probar ahora un teorema análogo al resultado del

problema 4.8 • 

... 10. Teorema: Sea S un conjunto convexo acotado, entonces exis 

te un conjunto convexo centralmente sim,trico cuya área es menor 

o igual que el doble del &rea de S y que contiene a S.

Demostraci6n: 

Sean 1 y 1'• rectas soportes paralelas y x y x' puntos de co� 

tacto de ellas con S. Sean m y m' rectas soportes paralelas a 



xx' y� y�• p�tos de contacto de m y m• con S. El área del 

cuadrilátero determinado por x, y', x' y y, A(xy'x'y), es me­

nor o igual que el área del conjunto, A(S), la cual a su vez 

es menor o i6ual que el área del cuadrilátero determinado por 

1, m•, 1' y m, (A(1m 1 1 1 m). Por otro lado, el doble del �rea 

del triángulo xyx', A(xyx') es igual al área del cuadrilátero 

determinado por xx' , t ' , m y• 1 , A(xx' 1 ' m 1) , y analogamente 

2A(xy'x') = A(xx' .1.1 m• 1 ) , así, 

y por lo tanto 

2A(xy'x'y) = Aú m• t'm) 

A(tm' 1'm) � 2A(s>..I 1 

4.11. Definici6n: El centroide, centro de gravedad o gravicen­

tro de un triángulo es su punto mediano. 

4.12. Definici6n: El centroide, centro de gravedad o gravicen­

tro de un cuadrilátero es un punto en el segmento que une a los 

centroides de•los triángulos en los que lo divide una de sus 
. '· ' 

diagonales, de tal manera que si x� es el centroide del triáng� 

lo T', y x" es el centroide del tri�gulo T", el centroide del 

cuadrilátero'T es x tal que x = ax' + bx" donde 

a +  b = 1 y a/b = A'/A", siendo A' y A" las áreas de T' y T 11

respectivamente. 



4.13. Ucflniclón: El cent1'0ide de un pol6gono se puede defi­

nir l>o1· in(lucción como un punto en é1 segmento que une a los 

ccntroiJes <le uós subpol�'->onos que formen al polígono, y ,¡ue 

satisfa6a l..i misma relación que en el c,:1so d�l cuadrilátero. 

Automáticamente surge la pregunta de si está bien definido de 

esta manera el centroide de un polígono, es decir, que si se 

descompone éste de otra manera, el centroide no cambia de po­

sición?. Aunque esto es cierto, la demostración no es simple, 

y se invita al lector a probar este resultado, al menos en el 

caso del cuadrilátero. 

4.14. Definici6n: El centroide de un co�junto convexo es el 

límite de los centroides de los polígonos inscritos cuando Lis 

longitudes de sus lados tienden a cero. 

Problema 4.10 Probar que el centro de gravedad de un con 

junto convexo de ancho 1 dista a lo menos 1/3 de cada rec 

ta de él. (Nótese que un. corolario de esta afirmación es 

el teorema de Blaschke). 

Problema 4.11 Sea S un conjunto convexo con área A. Supo� 

gamos que un segmento ab de longitud 1 forma parte de su 

frontera. Probar que el centro de gravedad de S dista·de 



aba lo mas (2/3)A. 

·4.15. Teorema de (Winternitz): Sea S convexo acotado· y� su

Lravicentro. Si t es una recta que pasa por x, entonces 

!divide al conjunto en dos subconjuntos s 1 y s 2, con

áreas A1 y A2 respectivamente tales que

Demostración: 

Sea 1 una recta arbitraria por x, y construyamos sobre S, 

como indica la figura,·un triángulo ABC con la misma área de 

e 

A 

s, y tal que t lo divida dejando a cada uno de sus lados las 

mismas áreas que en S. Sea x' su gravicentro, tracemos una 

recta !'paralela a t por x' y asignemosle un sentido. Esta 

recta t parte al triángulo ABC en dos partes. Sean Ai el área 

de la regi6n a la izquiera de .e.' y A2 el área a la derecha de 1 1
• 



., ..,

Ya que x' es el gravicentro del triángulo, es decir" su punt.:.., 

mediano, si AB es paralela a itenemos qcs si A es el área de 
o 

ABC (y de S), Ai = (5/9)A
0 

y A2 = (4/9)A
0 

(por que?), así, 

A2 /A1 = 4/ 5. Pero x' está a la derecha de L si a t. le asignamos

el mismo sentido que a t, esto es claro ya que, llamando A1 y 

A2 a las áreas de las partes del triángulo a la izquierda y a 

la derecha de 1 respectivamente, el gravicentro de A1, x1 está 

a la derecha de x1, el gravicentro de A1, así mismo, x2, el

gravicentro de A"2, está a la derecha de x2' 
el gravicentro de

A2. 
Así obtenemos que A' 

1 
� Al y Ai �

A
2 

y por lo tanto 
A2/A1 > A'/A' - 4/5.,.... 2 1 -

Así, obtenemos W'la de las desigualdades deseadas, e invirtiendo 

los papeles de A1 y A2, obtendremos la otra.l 1

�.16. Definici6n: Definimos la distancia de un punto x
0 

a un 

conjunto S por d(x
0

,S) = inf(d(x
0

,x):x e S). 



N6tese que si S es compacto, d(x
0

,S) 

decir, existe x1 �s tal que d(x
0

,S) =

= mín ( d ( X , X) : X � s) ' eGo 

Aprovechando este concepto de distancia de un punto a Wl 

conjunto, podemos dar una caracterización de la convexidad de 

un conjunto en el siguiente 

4 .17 Teorema: Sea Se R2 cerrado. Entonces S es convexo si y

2 s6lo si para cada x
0 

t R existe un punto único x1 E: S con la

propiedad de que d(x
0

,S) = d(x
0

,x
1

). 

Demostración: 

Supongamos que S es convexo, y supongamos que existieran 

2 
XO ER ' x1,x2tS tales que d(x

0
,x1) = dC:

0
,x2) = d(x

0
,S). Sea 

-¡. x1,x2,
I tenemos d(x0,x3)<d(x0,x1> x

3cx1x2, 
X3 as1 que =

= d(x
0

,S) ' t ' por lo tanto x
l 

:: x2.• • •  t 

Ahora supongamos que S no es convexo; probaremos que exis-

2 ten un punto en R y dos puntos en S tales que la distancia del

primero a S es igual a su distancia a los otros dos puntos. 

Sea S' el casco convexo de S, tenemos que S es diferente 

de S' y fr S es diferente <le frS'. Sea y�frS' - frS, sea i 



"T , 

una recta soporte por y. 

Sean x
1 

,x
2 

t frS" t tales que y E x1 x2, y tales que ya no

haya puntos de frS n t mas cercanos a y. Sea d = d ( x
1

, x
2

) , 

con centros en x
1 

y x2 tracemos círculos de radio d/3. Sean

y1 y y2 los p�tos de intersecci6n de los círculos con x
1

x
2

•

Así, y1y2cs c y así, d(S,y1y2) > O. Consideremos una banda de

ancho 2h que contenga a y1y2, de manera que no intersecte a S .

Tracemos perpendiculares a t por x1 y x2 con longitudes ct 2 /2h

cada una, y sean w1 y -w2 los extremos de dichas perpendicula-

res. Sea w Ew1w2, si pensamos en un círculo de radio

d(w,x1} con centro en w, éste pasa por la banda de ancho 2h ya

,que 



Así obtenemos que el único punto de S más cereano a cada 

punto de w
1
w

2 
está necesariamente en alguno de los dos circu-

los de radio d/3. Si llamamos t a  la distancia de w a w1, P2

demos- definir una funci5n continua f(t) de la siguiente mane­

ra, el valor de f en t es la distancia de x1 al punto de S

más cercano a w (que es único por hipótesis); así, f(O) = O 

(el punto más cercano a w1 es x
1

), f(d) = d (el punto más cer

cano a w2 es x
2

), así, ya que f es continua, existe t E (O,d)

tal que f(t) = d/2, lo cual es una contradicción ya que los pu� 

tos más cercanos en S a cada 

x2 más que d/3. La contradicción surgió por suponer que el

punto de S más cercano a w es único. Así tenemos que hay por 

lo menos dos para alguna w E w 1 w 2 , I J

Problema 4-. 12 Probar que si 1 es una recta soporte de S , 

entonces lo es de su casco convexo S'. 

4. 18. Definición: Sea { S.} , J. = 1, 2, ••• ,n una. familia finita
l. 

de conjuntos, la distancia de un punto x_.a la familia, llamémos

la E, se define por

d(x, ! ) = máx(d(x,S.): i=1, 2, ... ,n) 
l. 

En principio parecerá un poco sofisticada esta definición; 

por qué no definir esa 'distancia como el mínimo y no como el má 

ximo?, sin embargo esto quedará claro en el siguiente 

4.19. Teorema: Sea ! = {Si: i= 1,2, •.• ,n} una familia finita 

de conjuntos convexos compactos, y sea x cR2 . Si d(x, t) = d 



2 es mínima,. i.e. no existe x' en R tal qué d(x',E) es menor 

que d, entonces existen i, j entre 1 y n tales que si x,. y x.l. J
son los puntos en s. y S. respectivamente tales que sus dis-

i J 

tancias a x  son d, XEXixj; o existen i, j, k, talN qua ai. 

xi' xj, xk son los ¡untos en Si, Sj' Sk respectivamente tales 

que sus distancias a S son d, Kt:Xixjxk (el tviing\llO fQtmad() � · •

por ellos); o, en general, existen i1, •.. ,ik entre 1 y n t«les 

que a,i, x
i1

, x
i

t 
... , x

ik 
son los pu:µtos en Si1

, S
i 2

,. ,. , S
1ic

respectivamente tales que sus distancias a x  son�, xcx. x . ... 
1 1

x. (el caso convexo de ellos).
ik 

Demostraci6n: 
2

d = d(x,r), d(y,t) para todo y e::R Existe s. tal que l. 
la distancia d(x,Si)

° 
= d; supongamos que d(x,Sj)< d para toda

j 1- i. Sea-y &XX. ' 
l. 

o o 

tal que d(x,y) = (1/2) (d - Jllá>t d(x,S.)); así, d(y,t)< d
ilJ J 

Así tenemos que existen por lq menos Si y Sj tales que

t 1 1 
. . .

d(x,S.) = d(x,S.) = d. Claramente X&x,x. si d(x,S
)c

)< d(x,S.) 
1 ) . 1 J 1 

para toda )e� i, j,_ya que de no ser así podríamos tomar un pu� 

to y más cercano a x.x. que x cuya distancia a sea menor que
1 J 



Supongamos ,¡hora que S. , S. , ••• , S. son tales que 
l.1 1 2 .i.k 

d(s,s. ) = d(x,s. ) = • • •  = d(x,S. ) = d == d(x,x. ) :: d(x,x. ) ;; 
11 1 2 1 k ll 1 2 

= • • • = d ( x, x . ) con x . e S . , .t = 1 , ••• , k. Si x e x . • •. x . ,
1k 11 i.t 1.1 1.k

basta tomar y e int xx. x. si x. x. es el segmento más cerca
l.1 .l.2 .l.1 2 2 

no a x, para tener que d(y, E) <d !!!I 1 

Para terminar esta parte correspondiente a funciones conti 

nuas y justificar la utilidad de este Último teorema considére­

se el siguiente 

Problema 4,13 Probar el teorema de Helly utilizando el teo 

rema anterior. 

.. 



Secci6n 5 

EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO 

Esta sección de los presentes apuntes será dedicada a un 

problema muy antiguo, conocido como el problema isoperimétri­

co. Dicho problema plantea la siguiente pregunta: de todas 

las figuras planas con perímetro dado, cuál tiene máxima área? 

El problema tuvo su origen hace muchos siglos. Su histo­

ria se remonta a la época de la fundación de la ciudad de Car 

tago. Cuenta la leyenda que, navegando frente a las costas de 

Túnez, al norte de Africa, la princesa fenicia Dido con un gr� 

po de ciudadanos compatriotas de ella, tuvo un naufragio. Ha­

biéndose logrado salvar ella con su tripulación, y no habiendo 

sido posible regresar a su país, pidió al jefe de la tribu que 

habitaba cerca de la zona donde naufragó, que le concediera una 

-fracción de terreno para fundar una ciudad donde vivir. El je­

fe de la tribu accedió, pero, tratando de probar la astucia de

la princesa, le dió una piel de buey y le dijo: "ser¡s duefia

de la fracción que, en la costa, puedas rodear con esta piel".

La princesa, quien era muy sabia y muchas matemáticas sabía,

cortó la piel en angostas franjas, las uni6 por los extremo5

formando así una larga tira con la cual rodearía su territorio.

Una vez habiendo formado la tira, se planteó la siguiente pre­

gunta: "qué forma deberá tener la fracción de terreno que de­

limite para obtener la mayor superficie posible?", -así nació

nuestro problema- y la hermosa princesa supo qué for,na darle,
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a5Í obtuvo una gran zona de terreno :;o�;re la cua.) f ..md;, lc1 ci.u 

dad de C�rtago de la que fué la primera re�na. 

Ahora seremos nosotros quienes nos enfrentemos a este pr� 

blema. Empezaremos planteándonoslo para situaciones menos ge­

nerales. Consideremos el siguiente teorema. 

5 .1. Teorema: De todos ,los triángulos con dos lados dados, el 

que los tiene mutuamente perpendiculares tiene área máxima. 

Demostración: 

Obsérvese la figura: 

Seguiremos considerando teoremas particulares, los cuales, po� 

teriorrnente, nos servirán de una manera u otra para obtener el 

resultado general. 

S.2. Teorema: Si dos triángulos no son iguales, pero tienen

iguales bases e iguales ángulos opuestos a dichas bases, enton­

ces tendrá mayor área y mayor perímetro aquél en el que menos 

difieran los otros dos lados. 
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Demostración: 

Pensemos en nuestros triángulos inscritos en un circulo 

como indica la figura. (Por qu� es posible?) Sean ABC y ABC' 

sus nombres. Construyamos D y D' en AC y AC' respectivamente 

de forma tal que CB = CD y C'B = C'D'. Tenemos que tCAB >

>•C'AB, de donde tenemos que la altura de ABC es mayor que la

de ABC', y así el área de ABC es mayor que la de ABC'. Veamos

que lcA - cal < lc•A - C'BI y que también CA+ CB> C 1 A + C'B

(i.e. el perímetro de ABC es mayor que el de ABC').

,tDAd > ,t D ' A.a , as Í 

y aplicando la ley de los senos 

así 

y 

sen ( DBA 
DA 

!CA - CBI

< DBA < < O' BA < 9 Oº 

sen ( D'BA 
< D'A 

< 1 C'A - C'BI 



SI+ 

Dejaremos que el lector tenga. el placer de termir.ar la de 

mostraci6n resolviendo el siguiente 

Problema 5.1: En el teorema anterior, probar que ABC tie­

ne mayor perímetro que ABC'. 

Antes de seguir adelante en la teoría, para ir obteniendo 

entrenamiento, resolveremos el siguiente 

S.3. Ejercicio: Dado un ángulo a <180 ° , cuál es el triángulo

de mayor área tal que uno de sus ángulos es a y los lados adya­

centes, a y b son tales que su suma a+ b =pes fija?

Solución: 

El área A del triángulo está dada por 

A = (1/2)ba sen a = (1/B)(p 2 
(a 

2 - b) )sen a 

ya que ab = (1/lf )( (a + b) 2 (a - b) 2). Así, vemos que el área 

m!xima la obtendremos precisa.mente cuando a= b = p/2. 

5.4. Corolario: De todos los paralelogramos con ángulos dados 

y perímetro dado, el de mayor área es el rombo. 

Antes de seguir adelante consideremos el siguiente teorema, 

muy antiguo, que nos servirá como un lema muy importante, así c2 

mo también tiene la virtud de ser de swna utilidad en general. 

S.S. Lema: (Teorema de Her6n de Alejandría) El área de un 

tri!ngulo cuyos lados son a, by e está dada por 

A = (1/lf) r�a 

O por A = (1/lf) / p(p 

3i p: a + b + c. 

+ b) 2 -

2a) (p

c2 ] [e 2 

- - - · -· _.,. ---

- 2b)(p -

- (a b) 2] 

2c) 



Demostraci6n: 

Consid�rese el tri!ngulo cuyos la<los son a, by c. Si A, 

By C son los vértices opuestos a dichos lados, tracemos la al-

tura desde A y sea h su longitud. Si e es la longitud del seg­

mento que une a la base de dicha altura con C tenemos: 

así 

por lo que 

así, 

2 
- e :: e 

2 2(a. - e) 

b 2 _ 2 2 + 2 - e - a ae,

2- e 

:: a 2 ( b 2 - __ (_a_2 +_b"""!2-...---º-2-)_2_)
4a2 

16A2 = 4a2b 2 - (a2 +b 2 -c 2)2 :: (2ab - (a2 +b 2 -c 2))(2ab + (a2 +b2 -c 2 )) 

y por tanto 16A2 = ((a+b) 2 - c2 )Cc2 - (a - b) 2 ). 

Desarrollando un poco más la f6rmula anterior, que es la 



primera que se quería demostrar, obtenemos 

16A2 = (a+b+c)(a+b 

= p(p - 2c)(p 

c)(c+� - b)(c - a +  b) 

2b)(p - 2a) .11 

Gracias a este lema podemos demostrar el siguiente 

5.6. Teorema: De todos los triángulos con base común e igual 

perímetro, el isósceles tiene máxima área. 

Demostración: 

Basta observar la primera fórmula del lema anterior que ya 

que a +  b permanece fijo (por qué?) el área alcanza su valor má 

ximo ·cuando a - b = O o sea cuando a =  b./1 

N6tese que de la misma f6rmula utilizada en el teorema anterior 

se ve claro que si dos triángulos tienen la misma base y el mis 

mo perímetro, aqu,1 en el que menos difieran los lados será el 

que tenga mayor área. 

Problema 5.2 Probar que de todos los trapecios cuya base y

per!metro están dados, el is6sceles tiene máxima área. 

Problema 5.3 Probar que si dos tzifulgulos tienen la misma 

base y la misma área, aquél en el que menos difieran los la 

dos tendr� menor perímetro. Concluir de lo anterior que de 

todos los triángulos con la misma base y la misma área, el 

isósceles tiene perímetro mínimo. 

En toda la discusión previa se ha visto que a mayor simetría 

mayor área, leído sea sin ningún mal entendimiento. Todo eso nos 

hace pensar hacia dónde dirigirnos pdra buscar las soluciones a 

los problemas isoperimétricos, y digo los, ya que podemos plan-
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tearnos el problema isoperimétrico para triángulos: De todos 

los tri!ngulos con perímetro dado cuU tiene lrea máxima?, o 

el problema isoperim.6trico para cuadriláteros: De todos los 

cuadril,teros con perímetro dado, cuál tiene �ea m!xima?, así 

sucesivamente, antes de plantearnos la pregunta principal, te­

ma de esta secci6n. Creo que resulta claro que e�a dirección 

a la cual nos ha enfocado la discusión anterior, va hacia la m� 

yor simetría, y así se verá claro por. qué el siguiente teorema 

nos dará la soluci6n al problema isoperimétrico para triángulos. 

5.7. Teorema: De todos los triángulos con el mismo per!metro, 

el equilátero tiene la m!xima &rea. 

Para la demostración de este teorema necesitaremos utili­

zar el siguiente 

5.8. �: El producto de n números positivos cuya suma es fi­

ja, es máximo cuando todos ellos son iguales. Es decir, s1 

a.> O, 1. 
1 

= 1, ..• ,n, P a. = nk, k fijo, entonces 
. 1 1i= 

y fa. = 
. 11 l.= 

kn si y s610 si a1 • a2 = • • •  = ªn = k.

llama la media aritmética de a1, ••• ,an)

Demostración: 

n n 
tª• �-k '

i=1l. 

(a k se le 

Supongamos que las ªi están ordenadas de manera que 

a1 < k y a2 > k, digamos que a1 = k - h, y a2 = k + t , con k, 1> o.

definamos a1 = k, y a2 = k + t - h de manera que tenemos que 

ªi ♦ ª2 = ª1 + ª2· 
Por otro lado tenemos gue 

a1a2 = k(k + t - h) = k2 + (t-h)k 

n



h)(k + t) = k
2 

+ (. -h)k - ht<

< k 2 - (1,-h)k = a'a' 1 2

Aplicando ahora el mismo proceso a a2, •••• ,an tenemos que

su producto será mayor cuando a2 = k, etc., así, después de n-1 

pasos obtenderemos el resultado d�seado .• 11

Demostraci6n del teorema 5.7. 

Ya que 16A2 = p(p - 2a)(p 2b) (p 2c), y ya que

(p - 2a) + (p - 2b) + (p - 2c) = 3p - 2p = p 

permanece fijo, aplicando el lema tenemos que A es máxima cuan­

do 

cuando 

p - 2a = p 2b = p - 2c, 

a = b = c. 11

o sea

Problema 5.4 Probar que de todos los triángulos con área 

dada, el equilátero tiene el mínimo perímetro. (Hint: Pro 

bar que si ai
> O, i = 1, ••• ,n, y 

n h ' 
•' ¿ a. � n,- Y . t1 a• = n si y sólo
1=1 l. l.= 1 

hint al hint: usar el lema de la 

n a. = 1, entonces
.. tl l.l.= 

si 
ª1 

=
. . .

= ªn'

página anterior). 

Problema 5.5 De todos los triángulos circunscritos a un 

círculo fijo, cuál tiene área mínima, cuál perímetro mí­

nimo?. Probar las conjeturas. 

Problema 5.6 De todos los triángulos inscritos en un 

círculo, cuál tiene S�ea m!xima, cuál perímetro máximo? 

Probar las afirmaciones. 

Problema s·. 7 De todos los triángulos con área dada (perí 



metro dado) , cuál tiene el mínimo cir-cuncírcul 0.:? ( Hi.n t: 

Utilizar el resultado del problema anterior). 

Después de toda esta discusión relativa a triángulos, vea­

mos ahora algunos resultados concernientes a polígonos de más 

de tres lados. 

5.9. Teorema: De todos los polígonos con n lados inscritos en 

un círculo, el regular tiene área máxima. 

Demostración: 

La formulación de la demostración de este teorema será pa­

recida a una de las dos formulaciones que daremos a la solución 

del problema isoperimétrico, y es la siguiente. Supuesta la 

existencia de un polígono con n lados inscrito en nuestro círcu 

lo, cuya área es mayor o igual que la de cualquiera de los otros, 

veremos que éste sólo puede ser el regular ya que demostraremos 

que para cualquiera no regular hay otro con mayor área. Así te 

nemes que de�ostrar primeramente que dicho polígono de área má­

xima existe. Por lo pronto utilizaremos un resultado de análi­

sis para demostrar dicha existencia. El argumento es el s1gu1e� 

te. Dado el polígono inscrito, éste está caracterizado por las 

coordenadas de sus vértices, de manera que su área será una fun­

ción de 2n variables sin es el número de lados (y vértices). 

Ya que ésta es una función continua claramente y las 2n varia­

bles están restringidas a un compacto (digamos, el círculo), t� 

nemas que existen coordenadas tales que para el polígonu corre� 

pondiente el área es máxima, ya que toda funci6n real continua 

en un compacto alcanza sus valores extremo3. 



Ahora sí estamos en posibilidades <le terminar nuestra d1-: • 

mostración. Sea P un polígono con n lados inscrito en el �Írc·.i 

lo y no regular. Sea A su área. Ya que no es regular podemo: 

encontrar lados adyacentes que no son iguales, digamos a y l,. 

Uniendo los extremos no comunes de dichos lados, obtenemos •m 

tri�ngulo que no es is6sceles. Sustituyamos a y b por otros 

dos segmentos a' y b' iguales de tal manera que el_ nuev9 trián­

gulo es isósceles y tiene la misma base� el mismo_ángulo opues

to a dicha base que el triángulo original, así, por el teorema 

5.2, tenemos que este nuevo triángulo tiene mayor área, y así, 

el nuevo polígono P', en el cual se sustituyeron a y b por a' y 

b' tendrá una mayor área que P. Así tenemos que para cada polí 

geno irregular inscrito en un círculo hay otro inscrito en el 

mismo círculo de mayor área, y ya que por otro lado sabemog que 

necesariamente hay uno que tiene área máxima, a éste no le que­

da otro remediv que ser precisamente el regular.J / 

Para abocarnos a la solución del problema isoperimétr•ico 

para cuadriláteros, demostraremos primeramente el siguiente le-



ma que E.x�·;. _:.;a p<.11..J . ' . 

, ... ...... .  J 

los expresa el lema�-�· 

5.10. Lema: (Teorema de Her6n pdra cuadrilá-ctros inscI'iptibles 

o cíclicos). Si a, b, e y d son los lados de un cuadril1tero -

inscriptible, entonces su área está dada por 

A = (1/4) /cp - 2a)(p - 2b)(;-=·· icHp - 2d>1 

donde p =a+ b +e+ d. 

Demostra.ci6n: 

En el t:rayecto que s.iga.nos pa1•a la deraostraci6n de este le­

ma tendremos oportunidad de demustrar útrc resultado d� cru�ial 

importancia en nuestro desarrollo �ue dice lo siguiente� De to 

dos los cuadriláteros con lados a, b, e, d dados, el inscripti­

ble tiene lrea mAxima: 

2�. = ab sen a + cd sen 8 si a y a son los ángulos determinados 

t1ol' a y b, y por e y d respectivamente. Así, 

i¡A = 2a.b sen a +· 2 :d. sen 6 , 

( � } l SA2 _ 4 2b 2 2 + 4 2d 2 2 a + e I d _ .•...•....•. - a sen a e sen ., �aoc s�nast!:16 

Por otro lado, si fe� la diagonal oµuest� a a o a 8 , apli 



cándoles la ley de los cosenos a los triángulos abf y ctJÍ, 

de donde 

2ab cos m = f 2 = c2 
+ d2 - 2cd cos S

2 2 2 2 a + b - e - d = 2ab cos a - 2cd cos S , 

y elevando al c::•.Jadrado 

2 2 2 
(2) ••••• (a + b - e 

-Sabed cos a cos B

de donde, sumando (1) y ( 2 ), obtenemos 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 (3) ••••• 16A + (a + b - e - d )  = 4a b + 4c d -

-Sabed cos (a + 8). 

bl 

Ahora tenemos, observando esta igualdad (3), quede todos los 

cuadriláteros con lados dados a, b, e y d, el que m�s área ten­

ga será aqu�l para el cual el miembro derecho de la igualdad 

sea máximo, es decir cuando cos(a + B) = -1, o sea, cuando 

a +  a= 180 ° , es decir, cuando el cuadrilátero sea inscriptible.

Dada esta circunstancia y ya que el lema que estamos queriendo 

demostrar es para cuadril,teros inscriptibles, la igualdad (3) 

se convierte en: 

16A2
= 4a 2b 2 + 4c2 ct2 + Sabed - (a 2 + b 2 - c2 - ct 2 ) 2

= 4(ab + cd)2
(a2 + b2 - c 2 d2 )2

= (2(ab + cd) + (a2 
+ b2 2 - e d2 ))(2(ab + cd)

2 2 2 2 
- (a + b - e - d ))

= (a + b + e - d)(a + b - e +  d)(c + d + a b)( 

Ce + d - a +  b)



= (p - 2a)(p - 2b}(p - 2c)(p - 2dlli! 

Ahora pcdremos demostrar �l

5.11. Teorema: De todos loa cuadriláteros con perímetro dado 

el cuadrado tiene área máxima. 

Demostración: 

Ya que dado un cuadrilátero no insoriptible el inscripti­

ble que tiene los mismos lados tiene mayor área, podremos con­

siderar el teorema de Her6n justo como en el caso del tri!ngu­

lo, y tenemos que el área ser, máxima precisamente cuando 

p - 2a = p - 2b = p - 2c = p - 2d, o sea 1 cuando a =  b = e =  d, 

y como además se trata de un cuadrilátero inscriptible, tenemos 

que es un cuadrado! 1 

Enfrentémosnos ahora al problema isoperim�trico más gene­

ral. La idea de la resolución de dicho problema será la siguie� 

te. Veremos que para cada figura distinta de un círculo hay otra 

con el mismo perímetro y mayor áre•. Despu,a demostraremos q·.Je 

necesari�nente hay una figura can !rea �hima 1 que por tanto ten 

drá que ser el círculo. 
1 

Probemos el siguiente 

5. 12. Teorema:. Dada cualquier figura distinta de un c!rculo,

siempre existe otra de igual perímetro y mayor lrea. 

Duno::;tración: 

Primeramente consideremos el caso en el cual la figura no 

es convexa. Las figuras hablan por sí mism&s:



, 
, 

Ahora supongamos que la figura es convexa. Xa que no es 

un círculo, podernos encontrar cuatro puntos A, B, C y D er. su 

frontera tales que no sean concíclicos. Pensemos en las c,icr 

das determinadas por ellos y en los segmentos del conjunto �or 

ellas determinados. Ya que el cuadrilátero determinado pcr �i 

chas cuerdas no es inscriptible, podemos. construir otro aue 

tenga los mismos lados y mayor área, basta deformarlo ila�t¿ -

que los ángulos opuestos sean suplementarios. Si pensamos en 

los segmentos del conjunto de los que ya previamente habld:r.os, 

rígidamente fijos a los lados del cuadrilátero, y deformdmos a 
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5ste como articulado r:-n los vértice�, a rr1antra de o:..t-_1: ... ,: 

cuadrilátero cíclico, la nueva figura que obtenga.�os tent.ir � �'. J. 

mismo per1metro que la dada, pero �ayor área, que era precísa­

mente lo que había que demostrar. 

Antes de seguir adelante y para justificar lo que sigue ve 

remos ün ejemt-lo en el que se ilustra por qué lo que se demos-

tr6 en el teor�ma anterior no es un argumento suficiente para 

que podamos afirmar que el círculo es la soluci6n del problema 

isoperimétrico. 

5 .13. Ejempl�: Consideremos el concj unto { 1 - ( 1/n)} . Vere­

mos que para cada fracción tal que n # 1 (n es natural), exis­

te otra tal que es mayor que ella: consid�rese precisamente la 

fracci6n 1 - (1/n 2 ), que claramente es mayor que la fracci6n 

1 - (1/n); sin embargo no �s cierto que la fracci6n correspon­

diente a n :  1 sea la máxima: 1 - (1/il = O. 

Para poder probar entonces que el círculo es la solución al 

problema isoperimétrico, es necesario 1ar argumentos para probar 

: , ..... i..., t<.:!nCid Jl! '-lJ1J :.;;ulu...., _¡_ón c.1.l pt•vblt:n;a. - El r; r·ol,l-:.;; .. ¡ .:.h: Je··•·· -

trar dicha existencia no es un problema sencillo. Par-a lograc· 

,k d.a·v .... :..; pu.rtif.mdo d<.:! la siguiente 

:.>.14. D,:!íinic.ión: Sean K1 y K¿ dos curvas convexéis. Si C ( x)a 

J...:nuta. al círculo cerrado con centro en x y radio a, considert­

,.,v� los sigui�ntes números 



Definimos la distancia de K1 a K2 por

La siguiente fi_gura ilustra el por qué no necesariamente 

a1 y a2 son iguales y tenemos que tomar su máximo.
"' 

T
-------·-

�-a�--1 

N6tese que la definición es consistente con la de d1stanc1a en 

tre dos puntos, ya que si las curvas están degene·radds el\ p"Jn­

tos obtenemos precisamente su distancia. 

. .,,S.15. Definici6n: Sea K1, K2,. • • , -Kn, • • . una suces1on ae

curvas convexas. Decimos que esta sucesi6n converge a la curva 

convexa K (puede ser Wl segmento o un punto), si dada c>O, 

existe N natural tal que sin� N entonces d(��> K) < � •

Probaremos wia generalizaci6n del teorema de Bolzano 

Weierstrass usando curvas éfl vez de puntos. 

5.16. Teorema: (de Bolzano Weierstrass para curvas convexas) 

Sed F. wia familia infinita de curvas convexas, c_ontenidas toddS 

ellas e� un c!rculo C. Entonces se puede selecionar una suce­

si6n { Kn ) En F que sea convergente. 

_t ____ ········OK•
_____



t) / 

Demostraci6n: 

Sea Q0 un cuadrado de: lado 1 tal que C c. ·.Je, ( �vdE:I::.0$ aj ,1·:.-

tar nuestra unjdad de modo que esto suc·eda). Sur.dividamos a r� en 4 
r, 

6Ubcuadrados de lado 1/2 y llamémoslos Q 11, Q12, Q13, Q14•

Definamos la siguiente subfamilia de F: 

F(Q1. Q1. ) = {KEF: K e (jQ1. , y KI\Q1. 'I <11, "= 1, ... ,k)
l.1 ' " " ' ' J. k i.. = 1 1). 1 A 

�;.; decir, la subfamilia de:: F' tormada por las curvas contenidas tn 

la uni6n de los subcuadrado� correspondientes y que tocah todo� 

�llos. (Por ejemplo, F(Q11, Q13) es la familid de las curvas con

tenidas en Q11 U Q13 y que intersectan a ambos. La curva �equ�­

tiita de la figura pertenec� d dicha familia) 

El número de estas L..1.11, ili <JLl <:s finito, y ya que cualquier· 

elemento de F está en a.lgun<:1 <lt'..: estas familias, det,e existir al� 

guna que contenga una infinidad dt elementos. �l9mémosla r
1 



Si continuamos subdividiendo a Q
0

, digamos en 2 2n subcua­

drados de lado 1/2n podemos definir por inducci6n una familia 

rn de curvas de Fn_1, de tal manera que interstcten a todos y

estén contenidas en la unión de todos de cierta colecci6� de -

subcuadrados de la subdivisi6n. 

La idea de lo que estamos haciendo es ir seleccionando el� 

mentos de F cada vez más cercanos. Los elementos de la familia 

Fn distan cuando mucho fl l2n , que es la longitud de la diago­

nal de los subcuadr�dos de la subdivisi6n. Nótese que podemos 

hacer esta selección indefinidamente gracias a la cardinalidad 

infinita de F. As! habremos construido una sucesi6n 

••• ":>F 
1
"'::) F-:> 

n- n 

. ' lC c:F , 
n n

. . . a cada 

asociémosle una curva K' de la siguiente manera. Pensemosn 

y 
n 

en todos los círculos de radio 1/2n-t con centros en los pun-

tos de K, de manera que estos formen una banda alrededor den 
n-1 Kn de ancho de 1/2 • K� ser! la frontera exterior de di-

cha banda. 
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Nótese que si 

por lo que la curva K' 11 rodea" a todos los mü.:::,;_ ros d r: la.n 
. . :a:-:-.l-

lia F n y por lo tanto a Kn+l' Kn+2, _... . Si llamamos :n al c< ... n

junto convexo cerrado acotado por K� tenemos quEi s1-::, s 2 .:> • - .:,

,"\ S -1- 0 C ·,amos a probar ;,r·!':_n n :, S 1::, S -:::> • n- n Probaremos que 

cisamente el teorema conocido como teorema de �ncaje. Rudin). 

Sea i1 una recta soporte arbitraria de s1 y SE:a tn una recta so-

porte de Sn paralela a i 1. Llamemos t al semiplano determinadon 
por tn que contiene a Sn. Sea • ;; í;) • n que es no vacía por SE:r 

s 1 acotado y por tanto es un semi plano, 'J sea 1 la recta que lo

caracteriza. Reduzcamos ahora nuestro problema a probar que 

n M 1 0 donde M es el segmento l Sn. Sea mn la semi recta 
n n n 

a la izquiera del extremo derecho de M (cerrada). Tenemos quen 
m :;; O m es una semirecta. Sea x su extremo. Claramente x e Mnn n 

para toda n, y por lo tanto x , sn para toda n, ast., Q Sn -1 '1. 

Sea S = ll S y sea l< = n n 
frS. K es claramente una curva conv��a.



-;t-o 

Probaremos que K es el límite de la. sucesión : f } • n 
un polí 6ono circunscrito d K de tal manera �ue: �(?,Y)� E/4,

donde E es w1 nfunero positivo arbitrario. Se��• otro polí­

gono cuyos lados sean pardielos a los de P y a una distancia 

E/4 de ellos. Por lo ta1to d(K,P') < t/:.

Sedn R.i, 

pletas), 

, R.k los la.dos de P' (pensadcs como rectas com 

Por lo tanto existen N., i = 1, •••• , k tales que si 
1 

n ,;, ;-.
i.

, Sn está a la izquiera de tl. Si n ? ,náx(N1, ••• , N
k

) te:n

dremos que S est� r)deado por P 1 como se ve en la fi6ura a.nte­
;1. 

rior. 

Ya que K t K� a P' (donde K1 a

cerrada o rodeada po!' K2 ) , d ( K�, 1:)

K2 significa que K1 es�! eu

<r./2. Pe1•0 diK' ,t: j � '=-l2n n 

sin o� sufi6ientemAnt� gr�nde. As! t�ndremos ��= a(K ,K) < tn 
si n ee ..:vi,ln "�r!'iba. ?or ::..o tan.to, 

lj¡nK = K n

corno ri•· .., •. -"'m"" rln--,v--s� •• . .=,:-. ! : 
"'1. ·•·· • .. -··"'- ·--�. 1 . 

5.17. �•��•·J.::.r.i.:l: �T�o:�1;.1mc:' <.1 e .�o.l�a.no w.=:5erstrc::t:-:-s paro? pu:'ltos) . .. - - -
<; - • � 
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Demos 1;rdción: 

Los puntos son <.:.. �.:·"'es� convexas ( :ieb •=n�rad--,), y 1a. ·-i u� �J. 

conjunto es acotado podemos pensar que todas e:as "cur,1a." €:5-

tln contenidas en un círculo.! i

Ahora ya estamos en 1,c;sitii).idad dE: demostr-a.r• i.a. e:X:::_ster,e;i .:.i.

de una figura convexa c0r1 un per·Í.rnc.:tro dadei •1U'-= ten6a área. 1:1áxi 

,fid • 

�.18. Teorema: De todas las figuras convexas con perímetro d�­

do, existe una que tiene á.red. máxima. 

Deu•.os tración: 

Haremos la demo::. tr·.:..c i --Sn ··: n e 1 caso en e 1 � -1.� � 1 ; 

!if!!'.i. mtt:!"G

sea 1 • Sea F la f ami 1 i a Jt.; todas J_as f i g UI'as con"'? x,B at; p e:r· í -

metro 1. Consideremos la si�uiente aplicaci6n 

A: F 

tal que :.\(S) ·. Area (S), 

.. R 

La ima�en de �sta funcipn �� 

e laramente un conjunto acotaao en R, ya que , , .::s una cota f.Ui)e•­

rior pues todos los conjuntos de.? estln contenidos en un círcu 

lo de radio 1 (digamos) y su3 áreas serán mP-nores que la de �s­

te circulo. �ed 

m ::  $Up A(F) 

donde A(F) es ld imag�n de F. 

Tenemos que m - ( 1 /n) es menor que m para. tocio nat�ral r •• 

Así tt:.nemos quf! existe � L F tal que A(Sn) � m - (1 1n).
. n 

Si pP.nsamos en las fronteras K de cada S tE:IH:mos qué c.;c,n 
n n 

curvas convexas encerradét.; en un círculo y adt:.más una irdinida.-.:i 



(por qué1). Por el te.:>rE:ma de: bolzan:, Weierstra�:c.. t";nemcs ".J.ü.E:

existe una suosucesí5n .K de la. suc::E.:sión t..,, 1·.1 º- c.::;�-ie:rg�.
nk 

Sea K = lím K 
k -+ ... nk 

Sea S el conjunto acotado por K. Tenemos �ue la sucesión de 

perímetros de S es una sucesi6n constante i6ua.l a 1 ":tUe conv&!:_ nk
ge al perímetro de S, qu� por lo tanto ser� 1, es decir, S, ;. 

La sucesi6n de áreas conv�r6e a m ya que 

m - (1/nk) <E A(S ) " m 
nk 

Así tenemos que el área de S es m. Por lo ta�to A(�) � h(S 1)

para todo S' e r.l 1

Hemos pues demostrado la existencia de una f.i.6ura de 

tro 1 y área m!xima., o más en general, de una figura de ¡:,erh.�­

tro dado y irea máxima (semejante a S); puesto que sabemos 1ub 

siempre que ten¡amos una figura distinta de un circulo, podt�o� 

hallar otra con el mismo per!metro y mayor !rea, tenemos qut n�­

cesariamente la figura de m&xim& Srea, cuya existencia acabéi!,10� 

·de mostrar, ea el c!rculo. L• h•mos pues resuelto a lA bella

princesa Dido su problema.

Ya que el proceso r�sulta ilustrativo 1 daremos una dem��tr� 

ci6n totalunt• diferente a 1• •�t•rior d• qu� el círculo �s 1� 

soluci6n del probl•�« isapa�im,trico. La demostraci6n queda �r�s 

-

�.19. Teorws De todos loo- ¡;iol!i.onos con n lc:1'10:::, ár,6�ilos t .i.-

jos • í¡ua.l p•tt!utt'o 1 aqu,1 que•• .,uada circunscribir a un 

círculo ten.di'& dxíu ,�8••



Demostra.ci6n: 

Hdremos la. demo::. trQc..ión pr.)r· ir,ducciO::n, en ·.iE:r·t� ... 3€:n-tidc,. 

Di i,O cierto sentido ya que pudiendo E:m¡.H::zar .. cor, e:l C:130 tre:3 

que es trivial empezare con el caso cuatro, y ��3�u�s ilu3tr�­

ré el paso de inducción �asando al CdSO cinco. 

La primera parte de l<..1 demostraci6n sE:rá ¡;r•ot.,ar la cer·ti­

dumbre del teoremd pard �l cuddrilá�ero. La ia�a será probar 

que l;i.l dos cuadriláteros :;on talts ·qut ti(;;raen �u-; lados f¡aral<:-

los (digamos), siendo uno U'.! (;;llos circunscriptible y el otre, 

no, la razón tntre el ár�d y el cuadrado de su perímetro para 

el circunscriptible es mdyor- que para el otro. Basta hacerlo 

así porque si tenemos do:; f i¡;,ur 1s• que son ::emej ant�s, la razen 

mencionada es la misma pdr·<:.1 amLas, y la propiedi:1d de ser circur,s 

criptible la comparten todus las figura� que S�élll semejantes a 

una que es circunscriptiLl�. A este tipo de ?ropiedades se 1�� 

llama. de semejanza, es dec..ir, si una figura la tien,s, entonce2 

todas las semejantes a ella también. 

Sean ABCD circunscriptible y A'B'C'D' no circunscriytibl�. 

Queremos demostrar que 

Area(ABCD) 
(Perímetro{ABCñ))2 

;, 
Area(A'B'C'D') 

(Per!metro(A'b1C'D'))2

s�an ci, 15 , y , 6 lo:; ángulos correspon�ie:ntE::s a le,;;; ·.¡fr·-

tices A, B, c. i>. respectivamente (y a los vérticE-:S A', Es', r•
- ,

D', también, ve:.:·dad?). :..;i u +  6 = B + Y =  ·1 + 6 = t + 'J : 10.:, <:. , 

nueatros cuadrilAteros serían pardlelogr�nos (�0� 1u�?) 1 y si t� 

primero es circunscriptible se tratar! de un rombo (por quf?), 

____________________ ____________________________



"F 

así por el corolario 5.4.tenemos lo que queremos. 

Supongamos ahora que � + B < 180 ° ; de e3ta manera podemcs 

pensar en nuestros cuadriláteros de modo que el 
1

lado AB coincida 

4• ,.., 

con el lado A'B' como se ve en la figura (recuirdese que no nos 

importa el tamaño de las fi6uras sino su forma). Prolonguemo3 

los lados AD y BC a que se corten en F. Definas�os P y p por 

2P = Ali +  BF + FA 

y 2p = CF + FD DC 

As!, podemos escribir al perímetro de ABCD en términos de 

P y p como

-



\ '(; 
"" )" . 

?er( ,·,nCü) 
,._ .. 

� A� 1· dC '-t C:) � DA

-::-(AB .:,. ·ar + Fh 

.:: 2(P - p) 

( Cf -!' fI 1 - e D } 

Por otr9 _l�do, tene�os que ACFD tS sém�j�te a 
........ ... + ,.. 1 

&e• ro•. 

Si. llamamos k .a la ra.zór .. d� semejanz.:i., r: I 1, tenemos que 

c•r + FO' - D'C' = 2k� 

por-lo que Per(ABC'D') = ¿(p kp) 

Ya· hemos escrito loB perímetros de nuestros <los cuadrilát,e­

ros •�in términos de P y '.). Hr1.6amos r:1.hora lo mi�mo con sus áreas. 

Si O e:.; e1 centro -...:..�l e� ··.::.�.lv i:.: c:•::t.o :1 AE!Cl.J / i{ es ,·a, radio. 

tenernod ·que· el área. d,:: 

ti.BOF 
' ' AFOA, que ,_..-)n triángul(,;,. con bases AB I BF y FA res 

pectivamente y todos ellv·: con al tur.:i R. As! 

Area(ABF)= (1/2)(AJ + BF + FA)R = ?R 

razonando an&loga.ment� 

Area(FDC) .:: {1/2)(Cf + ro - DC)R = pR 

y por la semejanza de FLC con FD'C' 

Area(FD'C') -= i<'\,¡\ 

por lo ·tanto 

Area(ABCD) .:: Ar�a(Alif) Area(FDC) = PR-'pR=(P-p)R 

y Area.(ABC'D•) = Í\.l'td(Alff) - Area(FD'C') = PR-}-.2pR=(P-k. 2
y )R

Considerr,mos ahora lc1 ;:.;i g uiente diferencio. 



ele donde 2 2 ( P - kp ) > ( P - p) C P - k .. P) 

y de ah!, m\,lltiplicando·ambos mieinbros por 

tenemos 

Area(ABCD) _·(p - p)R 
'(Per(ABCD)) 2 - '&J(P - p) 2

(P - k 2
p)R

> 4(P - .kp)
2 

R 

2 
> º·

�(P - kp) (P - p) 

Area(ABC'D') 
; 

(Per(ABC'D')) 2

que es precisamente lo que se quería demostrar .JI

Ahora ilustraremos el paso de inducoi6n pasando del caso

n = 4 al caso n = 5 ya que el caso general sería muy laborioso

y la��so de escribir, y no tiene ninguna diferencia te6rica -­

con éste. 

�ense,nos en dos pentágonos con sus lados paralelos, AliCDE 

y A'B'C'D 1
�•, tales q�e el primero !& circunscriptible y el se­

gundo no. Pl•obar�mos la desigualdad correspondiente como en el 

caso antex"ior. 

Supo_ngamos qu,'! los ángulos interiores en B y C suman ús de 

180° Y.prolonguemo� los lados AB y DC a cortarse en F, an&loga­

aente prolonguemos A'B' y D'C' a cortarse en rt.

Defin�.mos P y p por 

_________________

____________



que 

2P = AF + FD � DE +  EA y 2p ; BF + re - ce

Supongamos_ .q,µ.e nµestra� f iguX'.as est&n construidas d• lftanera 

�P = A'F' + f'D' + D'E'+ E'A' (este no nOfi hace perder ge­

neralidad}. 

�- �anera análoga al caso anterior tenemos 

Per(ABCDE} = 2{P - p) y Per(A'B'C'D'E'): 2(P - kp) 

donde � e,s otra � z �a rc:1.z6n de semejanza entre BFC y B' F 'C • • 

Por otro lado, ya que el cuadrilátero AFDE es circunscrip­

tible y su perímetro es el mismo que el de A'F'D'E' .,tenemos 

Así Are:a:(ABc'IiEf - Area(AFDE) - Area(BFC) :: PR pR a (P - p)I<

Area(A'B'C'D'E') = Area(A'F'D'E') - Area(B'F'C') = Area(AFDE) -

- k2.Ar_e�Jªrcr = C>.P - k2p)R. 

Ahord bi�n, (P - kp) - (P - p)(AP - k2 p) = P2 - 2kpP + k2p2 -

>-P 2 + k 2pP 

>.pP (1 -:..)pP :: 

: (1 - k) 2 vP + (1 -�)(P - p)P � O 

J, Jonde de una manera análocd al caso ante�ior, s� c�tiene la 

Jl.;..:>.i.�ualdd.d deseada 11 

Ahora. s.í estamos en posibilidades de dar la demostraci6n dE:l

5 .18 'Teoremc:1: De' todas lr:t.s figuras con perímetro dado, el c.!rcu _.

lo ti�ne mbima área. 

D�mostraci6n: 

Sea C un c!rculo de p�rímetro P y C' cualquiér figura con-



;rq 

•1exc:1. con el. r:iismo pcrÍmf:!tro. Las áreas 7 lo:5 �ir:!'!:n�trps df: C J 
� 

C • e cr�n los límites "'de laJ áreas '/ lo3 pE:.!'.f:rt!::tt'o.:, :lE: pol!6onos 

cirQunscritos a ellas cuando el nwnero de lados tiende a infini 

to -!y� s�s· �nÍulós 'interfor�s tienden a 180º. 

Sea P · un polígono con n lados circunscrito a C y P' o.tr·o 
n n 

poljgono con n ladc>s � los mismos ángulos qut: p, y circunscrito Cln 
e t, . •, 

AreaCP
0

) 

'Area(P�) 
, - r 

· Per'<-P �>

Pcr(P' �--

➔ 

-+ 

� 

-• 

Area(C) si.n 

AI'ea(C') 

Per(C) .: p

Per•( C').:; p

...... 

tt 

" 

,, 

y sus cSngulos ... 1aoe

" " 

" " 

rt •1 

yá ,que\· Area(Pn) / ( Per( Pn)) 2. � Area(P �) /( P�r( P �)) 2 ten(.;.>;r.cs ,.;r.

el i.ii111te 

Area(C) ;..,. A.rea(C') 
p2 p2 

pero si e• no es c!rculo, t.ay otra figura de igual perímetro J

mayor !rea. Así: Area(C) > Area(C') como queríamos demostrar. 

    -------------------                 ----------------
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