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Seccibn 1.

Introcuccién

El concepto de convexidad se puede definir en cualquier
espacio vectorial, asf como los hechos que aqui se presenta-
rén tienen su debida generalizacibén al caso m&s general en
el que el espacio vectorial se le da una estructura topolégi-
ca (espacio vectorial topolégico). Sin embargo en el presen-
te trabajo se tratar8 solamente con el caso muy particular -
de R2, qQue de todas maneras nos da la informacién completa -
para poder obtener generalizaciones.

Ya que no s6lo nos interesari la estructura vectorial de
R2, sino también su estructura topolbégica, introduciremos al-

gunos conceptos que nos son de utilidad.

1.1. Definicibn. Sea xeR" y r>0, al conjunto

se le llama bola (disco si n=2) o vecindad abierta de radio r

con centro en X.

1.2. Definicién. A un punto x en un conjunto EcP” se le 1lla-

ma punto interior de E si existe r> 0 tal que




a un punto y se le llama punto exterior de E si es interior ie

su complemento R™-E; si un punto z no es ni interior ni exte-

rior, se le llama punto frontera. Al conjunto de los puntos

interiores de E se les denota por

int E
al de los exteriores por ext E
y al de los frontera por fr E.

1.3. Definici8n. Se dice que un conjunto E es abierto si

E = int E, y se dice que un conjunto F es cerrado si R™® - F es

abierto.

Problema 1.1 Probar que para todo punto frontera x de un

conjunto E, Br(x) intersecta a E y a R" - E para toda r>0.

Problema 1.2 Prokar que int E y ext E son abiertos.

Problema 1.3 Probar que fr E es cerrado.

1.4. Definicibén. La cerradura de un conjunto E, denctada por E,

es (int E) U (fr E).

Problema 1.4 Probar que E es cerrado.

Problema 1.5 Probar que £ es cerrado si y 3610 si L = E

Problema 1.6 Probar A) que el minimo conjunto cerrado jue
contiene a E €s E, y B) que el miximo abierto jue 2st§ con

tenido en E es int L.

Seccibn 2.

Conjuntos Convexos

2,1. Definicibn. Sean x y y dos puntos en Rn, definimos al




mento que une a X con y como el conjunto
xy = {ax + (1-a)y; 0 agl)

2.2. Definicidn. Un conjunto ScRr® se dice que es convexo si

dados cualesquiera dos puntos x y y en S el segmento xy estd

contenido en S.

2.3, Definicibn. Un conjunto SCR” es asteroide respecto a

un punto x, si para toda y en S, el segmento xy esti conteni

do en S.

Problema 2.1 Sea S' = {x : S es asteroide respecto a x!};

provar que S' es convexo.



2.4, Definicién. Al conjunto S' del problema anterior se le

llama el nficleo convexo de S.

A partir de aqui, nos vamos a concretar a situaciones so
lamente en Rz, aunque vale la pena repetir que todos 1los he-
chos que aquf se enuncien tienen su debida generalizacifn al

caso de cualquier espacio euclidiano.

2.5. Definicién. Los conjuntos

{(x,y) e R2. y <mx + b}

{(x,y) e RZ: y >mx + b}

N

{((x,y) e R°: % <a}

{{(x,y) e R%: x >a)

son los semiplanos abiertos en Rz. Los semiplanos cerrados en

2

R son las correspondiegtes cerraduras.

Nota: Cabe aclarar que los semiplanos cerrados tienen una ex-
presifn anfloga a la mencionada en la definici8n de los
semiplanos abiertos bastando para esto escribir las de-

sigualdades no estrictas.



Problema 2.2 Probar que todo semiplano. es un conjunto

convexo,

2,6. Definicibén. Se dice que un conjunto es acotado si exis

te un circulo con centro en el origen qQue lo contiene. A un

conjunto en R2 que es cerrado y acotado se le llama compacto.

2

2.7. Definicibn. A un conjunto PCR® se le llama polizono con-

vexo si es la interseccibn de un nfimero finito de semiplanos y
es acotado. A las rectas que caracterizan a los semiplanos co

rrespondientes se les llama lados del polfgono.

Problema 2.3 Probar que la interseccibn de cualguier fa-

milia de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

Problema 2.4 Concluir del problema anterior que todo po-

1fgono convexo es un conjunto convexo.

2,8, Definicibn. P¢:R2 es un poligono si es la unidn de un nfme




ro finito de poligonos convexoslb:es conexo (i.e. no existen dos
conjuntos abiertos cuyas intersecciones con P son no vacifas y -
‘ajenas, y cuya unién contiene a P). Nuevamente diremos que las
rectas que caracterizan a los correspondientes poligonos convexos

son los lados de P.

Problema 2.5. Probar que el polfgono que tiene minimo nme-

ro de lados es el trifngulo. Hint: Demostrar que la inter-

seccibn de dos semiplanos es vacfa o es no acotada.

Problema 2.6 Probar que todo poligono es acotado.

Problema 2.7 Probar que todo disco es convexo.

2.9. Teorema. Sea S un conjunto convexo, entonces su cerradura

T es convexo.

Demostracifn: Esta demostracibn se basa en el hecho de gue

los puntos de la cerradura de un conjunto quedan caracterizados
por la propiedad de que todas sus vecindades intersectan al con

junto, i.e,, estin en el interior, o estdn en la frontera.

Sean %, vy ¢S, y sea zsax+8y con a>0 y E>0, atB = 1, Sea
Bz un disco arbitrario de radio r y centro en z. Veremos 3jue
éste intersecta al conjunto. discos con centros
respectivamente en x y y y radio r, y sean xlsBxf\S, yicByl\S,
ya que son no vacias, Sea z,%ax, +8y,. Veremos que 2z,, que
por la convexidad 'de S esti en S, también estd en B, probandoc
asi que Bz(\s ¢ 0. 'Pepo,|zl - z|=|ux1 + Byy - ax - Bylgaki - x|+

+ 8y, - yl<ar + Br = v ||



Con ayuda del teorema anterior estamos en posibilidades

de demostrar el siguiente

2,10. Teorema. Sea S un conjunto convexo, entonces es cier-
to que
i) 8i %, y pertenecen a intS entonces xy est8 conteni-
‘do en intS (intS es convexo)
ii) Si x estf en frS y y estd en intS entonces xy estf
contenido en intS {J {x}
iii) Si x y y estan en frS entonces xy est8 contenido en

intS |J { x,y) o xy esti contenido en la frS,

Demostracibn:

1) Sean x, y £intS, sean Bx y By dizcos de radio r y cen
tros respectivamente en x y y de tal mancra jue est&n conteni-
dos en S. Sea zexy y 8z el disco con centro en z y radio r.
Probaremos que Bé:S. Lfectivamente, z es de la formaux +8y
cona >0, a+ 8= 1, Sea 2' eBz un punto arbitrario, sean
X' = x + 2" -2, y'=y+2z' -z, Asf, |x' -~ %] '=|y' - y| =

=|z' ~ z|< r asi, tanto x' como y' estén en B, Y B,, respectiva-

4
mente, y por lo tanto en S, pero



ax' + By' s ax' ¥ By + € at g8) (2' - 2) = 2!

y por ser S convexo, 2'e¢ S, asi B,CS y xyCints.
Henmos demostrado por lo tanto, que 3i unr conjunto es con
vexo, su interior también lo es. La siguiente figura ilustra

la demostracién.

id) Sea xefrS y yeint3, demostraremocs jue todos 105 pun-

tos del segmento xy a excepcibn de x pertenecen a intS.

Sea z =ax +8y, cona>0 yB>0,a+8= 1, S3ea :‘s,j un discc con
centro en y y radio r contenido en S. ProlLaremcs Jue el dis-
co con centro en z y radic Er est§ contenido en 35, llamémoslo
Bz. Sea z'e B, vy sea y' =y + (1/8) (2' - 2. 1, - y| =
=(1/8) z'-z|<pr.Ast y! cBy(ZS y como z' = ax + 2y'¢ S tenewmos

que z' €S y por lu tante 8, CS. Asi z elintl



Problema 2.8 Probar 1iii)

Problema 2.9 Probar la caracterizacifn mencionada en el
teorema 2.9, i.e., un punto estd en la cerradura de S s8i y sé-

lo si todo disco con centro en &l intersecta a S.

Considerando la idea intuitiva de conjunto convexo, es f&
eil ver que todo conjunto convexo es necesariamente conexo, Yy
utilizando algunos argumentos analfticos es posible demostrar
rigurosamente este hecho. Por otro lado, en el caso de subcon
juntos rectilfneos, o sea, subconjuntos de una recta, tenemos
qQue basta con qQue un conjunto sea conexo para que autom$ticamen
te 'sea convexo, as{, podemos concluir que en R o en cualquier
1fnea recta, un subconjunto es convexo si y s816 si es conexo.
Ya que los subconjuntos conexos de R son los intervalos (inclu
yendo en ellos a las Semirectas, a R mismo y a los puntos), te-
nemos que los subconjuntos convexos de R son precisamente 1los
intervalos, De una manera an8floga tenemos que los subconjuntos

convexos de cualquier recta Lc:R2 son: L, toda semirecta de L,

)
todo segmento de L y todo punto de L. Todo estc nos facilitarf

la demostracifn del siguiente



. ) 2 - .
7 i1 Tecrema. S. .€R™ es. compacto (cerraio y acotadol), y =i

"dos puntos.

Demostracidn:

Sea SCR2 convexo compacto y Xx eintS. 31 L es una recta por
x,Lf\S es convexo, acotado, y consta ue md&s de un punto por es-
tar x ¢ intS (por qué?). Por 1lp tanto LNS es un segmento, diga
mos, el segmento zw. Tenemos que z ¢ frS, ya que si 2z €intS exis
tirfa una bola B(z), con centro en 2z contenida en S y z no podria
cer el extremo del segmento LS. Andlogamente ternemos Que we irc.
En el transcurso de la dumostracidn del teorema eaterior vilos
Que si un segmento tlene sus extremos en la frontera de un con-
junto convexo y.contiene un punto interior, entonces todos sas!
puntos & excepcidn de los extremos, son puntos interiores. As{
podemos asegurar que LS contiene solamente comc puntos fronte-
ra de S a sus extremos, y por tantm LNfr3 = {z,w} , z#w.

Para demostrar ¢l inverso verenos que s3 S esS compactQ Y niou
convexo, existen xe intL y una recta L pasando por x tales Jue
LOfrS consta de wi: de Gos puntos.

Si S no es convexo, existen x,zt3 tales jue hidy un punto

wexz NS (s€

es el complemento de S). Siémpre se puede tomar
alguno de los dos puntos, digamoe X, en el interior de S {por
qué?). Sea L la recta que contiene a xz; existen y,e xwNfrs y
yzngf\frs. Adem8s existe y en LNs® no perteneciente a xz ya

que S es acotado, asi tenemos que hay un punto yse:yx(\frs. Por



tanto tenemos que Y;, ¥,y ¥g ¢ LAfrS. Hemos pues demostrado
que ‘si para cualquier punto interior de un conjunto, cualjuier
recta que pase por &l intersecta a la frontera del conjunto en
exactamente dos puntos, entonces el conjunte o convexo, CUn

tal de ue dicho conjuntc sca compactc L[

2.12, Lefinicibn. Sea ACRz. Al conjunto SA - {o:l es conve-

X0 y A€3} se le llawa el casco convexo de A. (Algunos autcres

lo llau.n también cerradura convexa de A o envolvente qoavexa

e A)



2. 130;,.- ngr, gma,- Jedan x.l.s. 82.’.0'¥.-Q\xn£(. L\ch., Entornces Sn'; {a 13(1?. .

- . . n : - ) < - - -
taxias 30 7 iglui.- 1} es. el case.convexa de {‘I"""n}(oi
viamente el casco convexo de. un CORjunto es tonvexo)

Demostracibn:

o

Veremos primeramente que 5, es convexo 7 ~osteriormente -jus
es el minimo convexo gue contiene a {xi,..u,xn} en el sentido dao

Jue Sn est8 contenido en todo convexo Jue chtcgéa a {xl,...,xn}.

1 2 .“- .f ;_; .
1) a.n“n,’ 8-1*1".. 8nxn n?

Pero si a >0,8 93\1' atp

toda 1, y que

. -« 2. €S.convexo

1ii). S, es el minimo: Sea U convexo tal quc Hgaeeeak, ~o

Sea



Ahora,

o a
1 k-1 -
As{, IZE;"z"*" T=_ %, _4¢ S, _463 y como x, & Sy S es convexo,

tenemos que oixi*...i' @, %€ S, por lo que skcs si k = 1,...,4N.
» + en particular Snc S

2 2

Problema 2.10 Sea F : R” + R® lineal y sea se2? convexo.

Probar que F(S) es convexo.

Problema 2.11 Sea S'C R2 convexo y F : R2 + ."{2 lineal.

Probar que F1(s") = {xeR? : F(x)e S'} es convexo.

N8tese que las dos afirmaciones de los problemas anteriores
nos permiten asegurar que un conjunto es convexe si y s8lo si
su imagen bajo una funcidn lineal inyectiva es convexa. (Qué

pasa si no es inyectiva?).

2.14,. Definicibn. A una recta L se le llama recta soporte de

un conjunto S si LMN3#3 y S est8 contenido en uno de los dos

semiplanos cerrados determinados por L.



Problema 2.12 Sea L una recta soporte de un conjunto S.

Probar que L) intS

Problema 2.13 Sea L una recta soporte de un conjunto ccn

vexo S, y sean X4 ¥ X, ¢ LNfrS. Probar que XX QLN frs.

2.15, Teorema. Si S es acotado e int S # B, entonces para ca

da direccibn hay exactamente dos rectas soporte.

Demostracibn: Para probar esto consideremos las intersecciones

de todas las rectas paralelas a la direccibn dada que intersec
tan a S con una perpendicular a dicha direccibn. Ya que el
conjunto es acotado, dicha interseccibn estf contenida en un
segmento. Sea ab el minimo segmento que contiene a dicha inter

seccibn




Sean La y Lb rectas paralelas a la direccibn dada y poray b
respectivamente. Obviamente L‘ y Lb son rectas soportes de S
(por qué?); ya que intS # #, L, ¢ Ly (por ju8?) y cualjquier

otra recta paralela a ellas y distinta de ellas nc es recta sopor
te (por qué?). Por lo tanto, L, ¥y L, son las inicas rectas so

porte en esa direccibn.||

Problema 2.14%4 Sean L y L' dos rectas soportes paralelas

de un conjunto dado tales que su distancia es mfxima. Pro
bar que existen ae LAVfrS y be L'() frS &nicos tales que
ab es perpendicular a L y L*.

2.16. Teorema. Si S es cerrado e intS # #, y si para todo xefrS

existe una recta soporte L pasando por x, entences S es convexo.

Demostracibn:

Supongamos que S no es convexo. Existen x y x'e 5 tales

que inay un punto

y exx'(18%. Sea z <intS tal que 2z ¢xx' (esto e3 posible debi-
do a gue intS # @). As{ tendremos que existe un punto xce frm/zf,
y obviamente xc # y, y X # z; por lo tanto x. estar8 en el in
terior del trifnyule xx'z. Sea L cualquier recta que contenga

a x L intersecta a alguno de los lados de xx*z en algln pun

£



to distinto de los vértices (por qué?), dejando asf a uno en
cada semiplano abierto determinado por ella, por tanto, no pue
de ser recta soporte.. Asi, si un conjunto cerrado no es con-
-vexo, entonces existe un punto frontera por el cual no pasa nin
guna recta soporte. (D8nde se usd la hipbtesis de gue S es ce-

rrado?).||

Problemas suplementarios

Problema 2.15 Probar que si A es abierto entonces su cas-

co convexo SA es ablierto.

Problema 2.16 Probar jue si A es cerrado entonces su Gas-

CO Convexo OA es cerrado.

Seccidn 3.

Teorema de Helly

Antes de formular el teorema de Helly, demostraremos un ca

so particular de &€l, que es el siguiente

3.1. Teorema: Si cada tres de cuatro conjuntos convexos tienen
interseccidn no vacia,,K entonces los cuatro tienen interseccidn

no vacia.

Demostracibn:

Sean Si’ Sps B3 v 5y dichos' conjuntos, y considersi..s

X5 €540 ‘;2(\:,“
[od [
X3 ﬁsln ;)3 nuu

X, € 82(\331'\5“



Por lo tanto tenemos que.;lx!¢3fl52 y.xzxchQISQ. Si
X xAAxyx, # 8, entances 5,M 820 SS“S& ‘4.
Por otro lado, si x %M X2, = 8, entonces pueden suceder
dos cosas:Que tomando otros segmentos, digamos X &3 7 XX, Tstez =¥

€ intersecten (fig. 1) cm cuyo caso ya ¢staria resuellto Rues-

e 8
>y ———"" X

L J o -----

& fig. 2
tro problema; o gue pacra cualesguiera dos seguentos que tomeros
con extremos distintos, €5tos NO se intersecten, €n Cuyc case
alguno de los extremos, digamos x, estld cantenide em el tri&ngu-
lo x,X;X, que a su vez e¢st&8 contemido en 54 (fige 22, Az% tene

mwos que X, € 5, Szﬂ 5,0 Sy

los cuatro conjuntos para lua validez del teorema anterior, ya
jue, como lo muestra la figura, la afiriacidn podria resuitar

[:i. . -1 algunode los conjuntos no fuela Cunvexo.



Ahora si procederemos ‘a 1a demostracién del teorema gene

ral, cuya formulacibn es la s'iguiente$

3.2 Teorema (de Helly): Si cada tres de n conjuntos convexos
tienen interseccibn no vacia, entonces los n conjuntos tienen

interseccién no vacia.

Demostracibn:

La demostracibn de este teorema se llevard a cabo por in-
duccibn sobre n. El caso n = 4, que es el mis simple, quedd
demostrado en el teorema anterior. Ahora haremos el paso de in
duccibn. Supongamos que el teorema es vilido para n-1 conjun-
tos convexos, y sean S;,...,5,, N conjuntos convexos jue cumplen
con la hipbtesis del teorema, y definamos 55-1 = Sn-ﬂ‘ Sn; 35_1
es convexo, y asf{, 81,...,Sn-2,35_1 cumplen con la hipbtesis del

teorema ya que

gracias al teorema anterior (para cuatro convexos tales que ca-
da tres de ellos tienen interseccién no vacfa). Asf{, por la nhi-

pbtesis de induccidn

de donde
como se querfa demostrar.||

El teorema de Helly es v8lido afin para familias infinitas

de conjuntos convexos tales gue cada tres de ellos tienen in-



terseccibén fo vacia, agvéténdo la'hipﬁaéaié de due los conjun
tos sean compacto®; ' (de=higcho es suficiente con que al menos
uno sea compacto, pérO“ioéiﬂenﬂnﬁiién.n que ser cerrados). Si
no se incluye la compacidad de al menog uno de los conjuntos
puede fallar la afirmacibén del teorema gomo se puede apreciar
en el siguiente ejeuplo: considérese la familia de semiplanos
cerrados limitados inferiormente por rectas horizontales con or
denadas n, naturales; obviamente cada tres de ellos tienen in-
terseccibn no vacia, a saber, el semiplano de m8s arriba; sin
embargo la interseccidn de todos es vacfa, ya que si no lo fue
ra, la ordenada de algln punto en ella serfa mayor o igual que

cualjuier nlmero natural!!!

En el ejemplo anterior falla la hipdtesis de jue los con-
juntcs sean acotados, (recuérdese gue un conjunto es compacto

2 . . -
en R” si1 es cerrado y acotado). .Daremos otro ejemplo mas para



mostrar que si los conjuntos BRo son cerrados, aunque &stos sean
acotados, la afirmacibn del teorema puede ser falsa. Considere-
mos la familia de discos abiertos con centros en el eje horizon
tal del plano cartesiano en puntos com abscisas 1/n, y radios -
1/n respectivamente. Es decir, discos abiertos con centros co-
lineales y tangentes todos en un mismo punto. Esta familia de
discos abiertos tiene la propiedad de que cada tres de ellos tie
nen interseccidn no vacfa, a saber, el disco de menor radio de

los tres, sin embargo, la interseccibn de todos es vacfa, (por

qué?)

Para la demostracidén del teorema de Helly en el caso in-
finito se necesita echar mano de un teorema sobre conjuntos
compactos, del cual omitiremos la demostracidn, y que afirma

lo siguiente:

3.3. Lema: Sea I una familia de conjuntos compactos tal que
cualquier subfamilia finita tiene interseccidn no vacila. En-

tonces la interseccidn de todos es no vacia.



Para una demostracién de sste lema remitimos al lector al
libro de W. Rudin, Principlea of Mathematical Analysis (MacGraw-
Hill), o a cualquier otro libro de anflisis mateaftico al mismo
nivel,

De la veracidad del lema anterior, podemos obtener del ca-

so finito del teorema de Helly el

3.4, Teorema (de Helly en el caso infinito): Sea F una familia
arbitraria de conjuntos convexos compactos tales que cada tres
de ellos tienen interseccidn no vacfa. Entonces la interseccién

de todos los miembros de la familia es no vacfa.

Demostracidn:

Considérese cualquier subfamilia finita de F. Los elemen-
tos de esta subfamilia finita satisfacen las hip8tesis del teo-
rema de Helly en el caso finito, y por lo tanto la interseccidn
de todos ellos es no vacia; asf, aplicando el lema obtenemos la
afirmacién del teorema.!|

Parte de la importancia del teorema de Helly radica en las
mGltiples consecuencias y resultados que de &1 se pueden obte-
ner. Como un ejemplo de ello tritese de resolver el siguiente

Problema 3.1 3Sean Xqseses¥ys N puntos tales que cada tres

n
de ellos est&n contenidos en algflin disco de radio 1. Entonces

existe un disco de radio 1 que los contiene a todos.

Otra consecuencia del teorema de Helly es el siguiente:

3.5, Teorema (de Jung): Sean XyseeesX, N puntos tales que
d(xj,xk)é 1 (La d representa la distancia). Entonces existe

un circulo de radio 1/ /3 que contiene a todos.



Demostracidn:

Tenemos que demostrar la existencia de un punto cuya dis-
tancia a cada uno de los puntos del conjunto es menor o igual
que 1/73', (ya que asf, el disco con centro en ese punto y
gadio 1/ contendri a todos los puntos del conjunto), es de
cir, un punto com@n a todos los circulos cerrados con centro en
X, s K= 1,.005ny radio 1//3' , llamémoslos Ce respectivamente.
Bastard probar que cada tres de ellos tienen interseccibén no va
cfa para obtener la afirmacibén del teorema. Asf, consideremos

C;» C.» ¥y Cy, y pensemos en el tridngulo X;%x:% . 31 el trifngu

i’ j

lo es obtuso, (i.e. tiene un &ngulo obtuso), sea x el punto me-
dio del lado opuesto al &ngulo obtuso, digamos del ladc X5
Si pensamos en el circulo con difmetro X %ss éste contendrd al

tridngulo y su radio seri menor o igual a 1/2 y asi

d(x,x.) <1/, ya que
1/2< 1/VY3

Ahora bien, si el tridngulo es agudo (i.e. todos sus &n-
gulos son agudos), habrd algGn &ngulo de &l que sea mayor o

igual que 60°, digamos el &ngulo @ que corresponde al vértice



le la ley de los cosenos al trifngulo xixxj:

(d(xi,:u:j))2 = 2a2(1 - cos2@) &1, perc
120° $£29 <£18Q°

e ~1gcos28 5-1/2

. . 1/2 g ~co820 g1

o 3/2&1 - cos2Q

Asi obtenemos por un lado que 2a2(3/2)§ 2a2(1 - co820) y
por la aplicatibn de la ley de los cosenos 2a2(1 - cos20)s 1
(primera expresifn de la serie anterior). Asi tenemos que

3a2,-_< 1, 0 a §1//3" donde a es el radio del circuncirculo.

As{ vemos que

d(x,xi)_g i/ /7, d(x,xj)g 1//3",

por lo que x ¢C.M Cjn C H

3.6 Definicifn: Sea S un conjunto acotado. El difmetro de

S es
sup {d(x,y) : x,y ¢ 3}

Problema 3.2 Probar que todo conjunto de didmetro 1 es-




- e

t4 contenido en un cireulo de ragio 1//% (Hint: AplSque-

se el teorema de Helly en ii;qaao,;gfinito a los circulos ce-

¥

rrados de radio 1//3" con centpas'eh §odos los puntos del -

oonjunto).

3.7. Definicibn: Sea S un copjunto arbitrario. E1 ancho del

conjunto es la minima distancia entre rectas soportes parale-

-2as (2) si &stas existen, $i ne, diremos que el ancho es = .

3.8, Teorema (de Blaschke): Todo conjumnto convexo compacto de
ancho 1 contiene un cfrcule de radio 1/3.

Demostracién:

Sea S un gonjunto convexo compacto de ancho 1. A cada rec

ta soporte de S, g, asocifémosle el conjunto S, = {xeS: d(x,2)s
» 1/31} , €(afx,r) denota la distancia perpendicular del punto x

a la recta 1), astos conjuptos S, satisfacen:;

i) S, @8 compacto (La interseccibn de un cerrado con un

campacto e@s compacta)

ii) 8 # 6 (Si lo fuera, el ancho del conjunto serfa menor



que 1/3), y

-
[
-
~

8,NS NS, # #; demostraremos esta Gltima afirmaciéa.
Si 2, m, n, forman un tri&ngulo T que contiene a S,

tenemos gue el ancho de T es mayor o igual que 1, y

asi, las alturas del tridngulo T son mayorcs O iguales
que 1, Si x es el punto mediano del triéngulo, d(z,t)»

» 1/3, d(x,m) »1/3 y d(x,n) 21/3. Asf{, x¢ S, NSNS .

Si no sucede jue T contenga a 3, o que &£ , m y n formen un

fig. 1 I1g. £



tridngulo, es clara la afirmacibn como se puede ver en las figu-
ras 1 y 2. Asi tenemos que los conjuntos S; satisfacen las hipd
tesis del teorema de Helly en el caso infinito y peor lo tanto
existe X € N{S,:% es recta soporte de S}. Claramente d(xo, )%
1/3 para todo punto y& frS, asi el circulo con centro en X, ¥
radio 1/3 est8 contenido en S. Si s86lo pedimos que S sea acotaed ,

bastairr§ tomar su ccrradura y tomar el circulc atiertc con centr.

€en xo. l]

El siguienty teorema es. tambié@n una consecuenc: a del teorc-
ma de Helly.,

Wi
3.9 Teorema: Sean RyveooaXy c k™. Entance. 410 o . C. ot

la propiedad de que toda recta que pase por &l detc:wuina dos se
miplanos tales Qe en cada uno de ellos hay al menc:s n/3  punto.

del conjunto XyseoosX -

Demostracidn:

Sea C un circulo Que contiene al conjunte. Consideremos a
todas las ,rectas p que .cortan al circulo y llameamc: Y, -1 seripl.:--
no determinado pcr la recta que centenga it8s de 21’3 puntos
del conjunto. Sea Sp s lgr\c.

Aprovecharemcs el teorema de Helly para ver (Lo e5tog con-

juntos S tienen interseccidén no vacfa, ya que ciazlquier punte

14

X, en esa interseccibn tendrd la proriedad que buscamos. (Por

gué?),
Sean §, , Sm y Sn{tres de los conjuntos antes cefinicos, Bas:
.'.r'-‘.‘
ta cemostrar que estos tienen interseccionvacia.Obviamente

b‘g N -Sm contiene a mds de n/3 ce los puntos ya que caca uno con-



tiene mis de 2n/3. As{ tememos que SN S NS # ¥, ya que si
S‘f\Sdﬂ S, =@ tendrIambs que Sn eqptie.e menos de 2n/3 de -
los puntos del conjunto, contradiciendo esto a la definicifn de
Sy. Asf obtenemos lo que querfamos probar. |l

Problema 3.3 De una manera aniloga a la de la demostra-

cibn del teorema anterior, probar que dado‘Sd:R2 compacto (no

necesariamente conexo), con frea A, existe um punto x_e R2 tal

o
Que toda recta que pase por X divide a S en dos partes tales

que cada una de ellas tiene un &rea mayor o igual que A/3.

Demostraremos ahora un teorema qQue, ademfis de su interés
mismo en el sentide de que nos afirma que en cierta forma tie--
nen algo de simetria los conjuntos convexos, nos va a permitir.
obtener como corolario el teorema de Blaschke, que ya anterior-
mente fue demostrado.

2 un conjunto comvexo compacto. Enténs.

3.10. Tecrema: Sea S&R
ces existe x_c S tal que toda cuerda de S (una cuerda de uUn con
junto convexo es un segmento que une dos puntos de su frontera),
pasando for x_, tiene la propiedad de estar dividida por x de-

jandu 4 cada lad. mds de una tercera parte de su loigitud.

tea X efrs., Fensemos en todas las cuerdas gque parten de
X, ¥ e¢n cada une de ellas pensemos en los puntos cuya distancia
a x« es menor o igual que dos terceras partes de la longitud de
dicha cuerda. El conjunto de todos esos puntos de todas las
cuerdas es un conjunto compacto semejante a S con razdn de se-

mejanza 2/3, al cual llamaremos Sx‘ Si1 probamos ¢ue todos es-



tos conjuntos Sx para todos los puntéos de frS tienen un punto
en com@n, tendremos que este punto satisfari la aficmaci8n del
teorema. (Ndtese que S, C S para toda x e frS). Procedereuos a
demostrar ese hecho con el teorema de Helly probando que sx,

Sy y S, tienen interseccidn no vacfa para cualesquiera x, y,
zefr3. Pensemos en el tridngulo Xyz, y sea w su punto mediano.
Si a, b y ¢ son los puntos medios de log lados opuestos a X%, ¥
y 2 respectivamente, es un hecho bien sabido que w divide en ra
28n 2:1 a los segmentos xd, yb y zc. Ya que las cuerdas por x,

Yy ¥ %2 que pasan por w son mayores o iguales que los segmentos xa,

yb y zc respectivamente, por ser convexo el conjunto S, tenemos

QUu W e ansynbz. I;



3,11. Corolario: Teoremade Blaschke.
Demostracién.

TOmese un rtirculo conicentvb cﬁ;el punto.x_ vy radiyc 173l l”

A continu acidn enunciaremos un teorema myy interesante y

muy bonito, el teorema de Krasnosel'®skii del..cual da una. inter
pretacifn muy simpitica el libro de Yaglom y Bolsyanskid, Con-
vex Figures, y es la siguiente: S1 nos encoptramO8 en una ga-
lerfa de pinturas y &sta es. tal Que siempre que consideremos
cualesquiera tres cuadros de ella hay un lugér de 14 galeria
desde el cual se pueden ver los tres, entonces hay algln lugar
desde el cual se pueden ver todos. La formulacién del teorema
es la siguiente:

3.12. Teorema (de Krasno sel'skii); Sea S un_poligono c¢errado
tal que para cada tres puntos x, Yy, ¥ e¢frS, exicte un punto p
tal gue px U py U pz°'Cs, entonces existe un punto poes con qu-

pecto,al cual S es asteroide., (En otras palabras, el nficleo -

convexo de S es nc vacio)d..

Demostracifn:

Para cada segmentc contenido en una recta jue sea lado de

S consideremos el semiplano %,, digamos a la izguilerda del la-

23



do suponiepdo que &ste tiene el sentido dado por el seatido -
contrario al movimiento de un reloj a la frontera de S. (Véa-
se la figura anterior).

Probaremos que la interseceidn de tres de estos semipla-
nos es no vacia., Sean T, 1, ¥ %, ¥y tres puntos x, ¥y y 2z en
L, m y n respectivamente pero en frS y que no sean vértices.
Asi tenemos que existe pe S tal que px, py, pz€S. For lo tan-

to pe 1, N 1,N ¥, (por qué?).

Asi, aplicando el teorema de Helly, tenemos que

Sea Pg 51=1'1. » tenemos que necesariamente poe S, ya que si no
estuviera bastarfa tomar el lado m8s cercano a Py Y tendrfamos
que p, estarfia a la derecha de dicho lado, en coatradiccidn ‘con

que estd en el semiplano a la izquierda de dichc lado.

asteroide con respecto a Po+ Sea we .,
o . . . N ..C
Suponzamos lo contrario, y Sea Ve wfof\a ,
copsiderenos un punto en\nvatPS, necesariamente, en tal ca..,
Py estarfa a la derecha del lado en el cual est8 dicho puntc.

Contradiccidn ! Asi tenemos que S es astercide con . ¢Specto a



Cabe aclarar que este teorema sigue siendo v4lido afin cua:.

do S no es un poligono sino cualquier conjunto compacto;bastarid
'

aplicar entonces el teorema de Helly en-el caso infinito a las

intersecciones de los semiplanos soportes de S con S.

Problema 3.4 Probar que 8i n segmentos paralelos son ta-

les que para cada tres de ellos existe una recta que los
intersecta, entonces existe una recta que los intersecta a
todos.

Problema 3.5 Sean n segmentos cerrados contenidos en una

recta p, tales que cada dos de ellos tienen interseccidn
no vacia, probar que todos tienen interseccibn no vacia.
Obsérvese que el problema anterior nos da la formulacidn
del teorema de Helly para la recta. Cull ser§ la formulacibn

del teorema de Helly para gl espacio? Cudl serd para R™?

Problemas suplementarios:

Problema 3.6 Mostrar por medio de ejemplos que 1//3' s

el minimo radio del circulo que contiene a todos los conjuntos
convexos de difmetro 1, y que 1/3 es el miximo radio del circu

lc contenido en todus los conjuntos convexos de a.chi 1.

Problema 3.7 rrobar que un conjunto cerrado S es astero. ¢

‘respecto a X si y sblo si xycS para toda y e fr&., (NStese que
este problema nos justifica tanto la demostracién del teorci.a

de Krasnosel'skii como la interpretacibn previa).



Seccidn 4,

Propiedades Geemétricas de las Funciones Continuas.

£

Analizaremos en esta parte algunas propiedades de las fi-
guras planas que se pueden obtener a partir de consideracionec

relacionadas con funciones continuas. Primeramente considerc-

mos la sigulente

4.1. Definicidn: Una funcidn real definida en un intervalo ce

rrado es continua si su grdfica es conexa. (Recordames que un
conjunto es conexo si no existen dos abiertos gue lu intersec-
ten cuya unidn lo contenga y cuyas intersecciones con &l scan
ajenas; i.e. S es conexo si no existen A y B abiertos tales jue

SNA # @8, SNB # @, SCcAUB, y (ANB)NS = @).

4.2, Teorema (del Valor Intermedio): Sea f: [a,b] + R con
tinua. Supongamos gque f(xo) <f(x1). Entonces para itoda i tal
que f(xo) <M <§(x1), existe X entre X, ¥ %4 con la propiedad de

que f(x) = M,

Demostracibn:

Si para alguna M entre f(xo) y f(xl) no existiera tal .,
chtonces lou wewiplanos A = {((x,y): y>M 1y y o = i,/ ):
<.: !} JESTPRRVUCTINES o5 5 SN

de I no sed conexd !I]



Ahora si, ya estamos en posibilidades de aprovecher ...
ciones continuas para demostrar prepiedades reclaciiniiss
las figuras planas. Demostraremos el siguiente

4.3. Teorema: Sea Sch acotado y 20 una recta arbitraria. Ln

tonces_existe una recta £ paralela a lo con la propiedad de

separar a S en dos partes de igual &rea.

Demostracidn:

L

Si Area(S)=0, no hay nada que probar. Supongamce jue Area (o)
>0. Consideremos cualquier recta no paralela a ‘s v en ella
consideremos el punto de interseccidn de una paralicla a 20, "
manel'a jue S esté contenido en uno de los semnlplanCs aaTEDmon:
des por dicha paralela; llamemos O a ese puntc y ... ¢3€ O, =@
consideremos, en la primera recta, un eje de coordenaddas; & ca
da coordenada x en ese eje le corresponderf una recta %, lu
cual, a su vez, dejard en unc de los semiplanos determinadcr
ella una fraccidn de S cuya 8rea serf A(x). Si Llara.. A a

Area(sS), tenemus gue A(0) = A, y sli ajustamos huestras COOi ...



das de tal forma que A(1) = 0, aplicando el teorena del valc:

medio sabemos que existe X, ¢ (0,1), tal que A(xo) 2 (1/2)A |

Problema 4.1 Probar que 1la recta del problema anteriopr,: ¢

Gnica si int S es conexo.

Problema 4.2 Probar que dada una curva acotada y uha rec

ta lo’ exliste una recta R paralela

que sepuard a la curva en dos curvas de igual longlitud.

4.4. Teoremd: sGean 31 y 8, dos conjuntos acotados, €ntonce. L.

2
te una recta yue corta a ambos partiendo sus arean a la aits.,

Demos tracibn:

Considérese cualyuiler direccidn fija en el planv. rara cada :.73
mero x consideremos una recta t{x) que torme ur 3nsulo X zon ..

direccidn rij s, 7 -Jue parta a la mitad a o P O BN

1. Y
las dreas a la izjuierda vy a la derecna de t(x) e, &CUl/in.iile.
Supongamos quu A(x) <« A'(x), Consideremos 4(180° + x); «STa (- ...

tienc sentido opuesto a k(x), asi A(180° + x) = ~'(x) ; Mic:“¢x):

= A(x), por lo tanto,

Alx) - A'(x) < 0O

A(180° + x) - A'(180° + x) >



La aplicacidn x » A(x) obviamente es continua, por lo tanto
existe x  tal que x < x_ < 180° + x con la propiedad de que

Alx ) - A'(x_ ) = 0, e que Alx ) = A'(xo).ll

Problema 4.3 Sea Sc.x2 acotado y Xe R2. Probar que exis

te una recta que pasa por X y que parte a la mitad a S.

4.5, Teorcma: Sea ScR2 acotado. Entonces existen 1y t' per~
pendiculares tales que cada cuadrante que determinan contiene

una cudrta parte del &rea de S.

Deinostracidn:

W)
Ay 00

A
Azb0

Do Lneltd andloga a la demostracidn del teorema anterior, con-

L1ldurcine. ld recta 2(x) en la direccibn x, tal que 2(x) bise
Sca £'(x) una perpendicular a &(x) con la

i rupledad de Lisecar al Srea de S.  Sean A (x), A,(x),

SR I thx), las 8reas en cada uno de los k& cuadrantes. Tene



Al(x) + A2(x) A3(x) + Au(x) y

Al(x) + Au(x) Az(x) + A3(x)

restandolas

o sea Az(x) = Au(x), y andlogamente, Al(x) = A,(x). Suponga-

mos juc Al(x) < Az(x), 0 3ea Que Az(x) - Al(z) 71, Camblian-

do x por = + 40°, obtencmus

A2(x + 90°) L3(x) = Al(x)

7 Az + 90°) = AL(x) ,

asi A, (x + 90°) £, (x + 30°)< 0.

asi tenemos Gue existe % ¢ (x, x + 90°) tal quc Az(xo) - h1(xo)

@)

- i e !\:;L,

cuadrado. (ue dice que un conjunto est§ inscrit. <un unL .olf, .

no cd todos lus lulcs de €ste son soportes dcl <t into).

' e b ittt Lol st e \.ndfculqy, [P R VAR
Juleletosh UG el ui,y,  cur ale) v pl) las e, Pl
. lasan. s oo ar ue alx) o L) e

1

SLC) s 0 ey s e e 309) = LG L0 Ly



a(x + 90°) - b{x + 90°) > 0. Otwa ves, por el teorema del va-
lor intermedio tenemos que existe x, s (x, x + 90°) tal que

a(xo) = b(xo).ll

4.6. Teorema: Sea S convexo acotado. Entonces existe un exSgo
no equiangular con dos de sus lados opuestos iguales circunaari
to a S.

Demostracién:

Pura cada direcoidn x, inscribamos S en un exfigono equiungular
(120%), tal que uno de sus lados sea paralelo a dicha direccifin.

. a4(x) lu longitud de dicho lado y b(x) la de su lado opues-
R

Lo, Ll
a(x) - b(x) > 0,

Yya Que a(x + 180°). = b(x)

y bi(x + 180°) & alx),

tenemos que a(x+180°) - b(x+1980°) < 0.



Asi, existe x_ ¢ (x, x + 180°) tal que

o

Problema 4.4 Sea S convexo acotado, probar que existe

un ex8gono con simetria axial que se puede circunscribir

a S.

4,7. Teorema: Si S es un conjunto de dilmetro 1, existe un -

ex8gono regular de radio 1/ /3 que lo contiene.

Demostracidn:

Sean A, B, C, D, E, F, los vértices de un ex&gono circunscri-
to a S tal que es equiangular y AB = DE. Sean A'B' paralela a
AB y D'E' paralela a DE, tales que la distancia de A'B' a AB
es la misma que la de D'E' a DE, y que la distancia de A'B' <
D'E* . . 1. .. forma andloga construyamos K'C', (', ', E'I'!

F'A'. Probaremos que este nuevo ex8gono A'B'C'D'L':", vs teuul .c



(equildtero y equiangular)...Los lados A'B', C'D', LE'F' detegnl-
nan al tridngulo PQR, y los lados B'C', D'E', F/A®' al trifngulc
TUV, y ambos son equiliteres. Los triangulitos A'TB', E'QC', --
etc. son todos iguales debido a que las distancias entre los la-
dos opuestous del exdgono son todas iguales y a que A'E' s D'L’.
Asi, ¢l ex3gono A'B'C'D'E'F' es regular, countici.. a S y su raaio

es /v 1)

4.8 Corolurio: Problema 3.2,
Problans 4.5 Probar la filtima afirmacién del teorema, e cu

quue ¢l radio del exdgono es 1//7%.

4.9, 7Teoremd: Sea S convexOo y £ una recta arbitrzgsia. Entoncee

(AB e¢s una cuerda de S si A,

CDemootro e il

soportes en la direccidn de t. Supongamw ..

i ol it d
i L 2R, , pew w Nlid Yecta paralelu < a s
) 171 4
3 t i;l!.
cop kv, de tul soonera que las cucrdarn Yot
i L] £
Lovassioda o o Sl oaln ) eg la lon. . v
. b 1 i -



Yo . _ - .
y b(mi) la de AOBO, la funcidn 2a(m1) b(ml) es una funcidn
continua de la distancia de m, al soporte g,; ya que a(zl) =
= ABy oy a(zz) = A,B, sl i, es el soporte restante, tenemos

que

Habr& un momento en que m, , m2 y mo coincidan, digamos en n;
asi

2a(n) - b(n) = a(n)> O
as{ tenemos que existe una recta my entre 11 y n tal que

asi My, My, ¥y M, determinar&n las cuerdas que busc.:-unos.!l

Problema 4.6 En un triingulo, cudl es la terna de cuer-

das del teorema anterior paralelas a uno de los ladcs?

Problema 4.7 Probar que en todo conjunto convexo se pue-

de inscribir un ex@gono cuyos lados opuestos sean -parale-

los y paralelos a la diagonal que une a los vértices que



no est8n en esos lados, ¢Puede este ex&gono ser equiangu-

lar?

Problema 4.8 Probar que en un conjunto convexo siempre

se puede inscribir un conjunto centralmente sim&trico cu-
ya 8rea sea mayor o igual a 2/3 del 8rea del conjunto.
Hint: Probar que el ex8gono del problema anterior tiene
esas propiedades.

Problema 4.3 Probar que el conjunto centralmente simétri-

co de mixima &rea que se puede inscribir en un tridngulo
es un ex8gono cuya 8rea es exactamente 2/3 del &rea del -

tridngulo.

Vamos a probar ahora un teorema andlogo al resultado del

problema 4.8.

4.10. Teorema: Sea S un conjunto convexo acotado, entonces exis
te un conjunto convexo centralmente simétrico cuya 8rea es menor
o igual que el doble del 8rea de S y que contiene a S.

Demostracibn:

Sean £ y &' rectas soportes paralelas y x y x' puntos de con

tacto de ellas con S. Sean m y m' rectas soportes paralelas a



xx' y y vy ¥y' puntos de copntacto de m y m' con S. E1l Srea del
cuadrilitero determinado por x, y', x' y y, A(xy'x'y), es me-
nor o igual que el 8rea del conjunto, A(S), la cual a su vez
es menor o igual que el 8rea del cuadrilitero determinado por
£, m', £' ym, (A(tm't'm). Por otro lado, el doble del 8rea

del tri8ngulo xyx', A(xyx') es igual al &rea del cuadrilitero
determinado por xx', £', my 2, A(xx' ' m%, y analogamente

2A(xy'x') = A(xx' &' m'?t ), asfy,

2A(xy'x'y) = AGam' 2'm)
y por lo tanto A(tm' fm) < 2A(S).|

4%,11. Definicibn: El1 centroide, centro de gravedad o gravicen-

tro de un tridngulo es su punto mediano.

4.12. Definicibn: E1l centroide, centro de gravedad o gravicen-

tro de un cuadril@teroc es un punto en el segmento que une a los
centroides de:los tri&ngulos en los que lo divide una de sus

diagonales, de tal manera que si x' es el centroide del tri&ngu
lo T', y x" es el centroide del trifngulo T", el centroide del

cuadrildtero T es x tal que x = ax' + bx" donde

a+b=1y a/b = A'/A", siendo A' y A" las 8reas de T' y T"

respectivamente,



4.13. vefinicidn: El centroide de un poldgono se puede defi-

nir por- induccidén como un punto en el segxmento que une a 1los
centroides de dos subpoll,onos que formen al poligono, y jue

satisfapga la misma relacidn que en el caso del cuadrilitero.

Automiticamente surge la pregunta de si esti bien definido de
esta manera el centroide de un poligono, es decir, que si se

descompone éste de otra manera, el centroide no cambia de po-
sicibén?. Aunque esto es cierto, la demostracibén no es simple,
y se invita al lector a probar este resultado, al menos en el

caso del cuadrilitero.

4.1%, Definicidn: El centroide de un conjunto convexo es el

limite de los centroides de los poligonos inscritos cuando las

longitudes de sus lados tienden a cero.

Problema 4.1Q0 Probar que el centro de gravedad de un con

junto convexo de ancho 1 dista a lo menos 1/3 de cada rec
ta de é1. (NGtese que un corolario de esta afirmacidn es

el teorema de Blaschke).

Problema 4.11 Sea S un conjunto convexo con drea A. Supon

gamos que un segmento ab de longitud 1 forma parte de su

frontera. Probar gque el centro de gravedad de S dista ‘de



ab a lo m8s (2/3)A.

'4.15. Teorema de (Winternitz): Sea S convexo acotado y X su
gravicentro. Si & es una recta que pasa por x, entonces
fdivide al conjunto en dos subconjuntos S, ¥ S5 con

arcas Ai y A2 respectivamente tales que

Demostracidn:

Sea 2 una recta arbitraria por x, y construyamos sobre S,

como indica la figura, un triSngulo ABC con la misma &rea de

S, y tal que & lo divida dejando a cada uno de sus lados 1las
misinas 4reas que en S. Sea x' su gravicentro, tracemos una
recta t'paralela a ¢ por x' y asignémosle un sentido. Esta
recta ¢ parte al trifngulo ABC en dos partes. Sean Ai el 8rea

de la regifn a la izquiera de 'y A) el drea a la derecha det'



Ya que x' es el gravicentro del tridngulo, es decir, su puntd
mediano, si AB es paralela a gtenemos que si A es el drea de
ABC (y de 8), Al = (5/9)A_ y A) = (UIQ)AO (por qué?), asi,
Ai/Ai = 4/5. Pero x' estd a la derecha de £ si a ¢ le asignamos
el mismo sentido que a g , esto es claro ya que, llamando A; y
A} a las dreas de las partes del tridngulo a la izquierda y a
la derecha de ! respectivamente, el gravicentro de AY, x! esté

1 1
a la derecha de x, el gravicentro de Aqs asi mismo, X3 el

gravicentro de A"2, estd a la derecha de Xos el gravicentro de
1] 1
A,. As§ obtenemos que Al > A y Ays A,

y por lo tanto A /Ay > ASIAY = /5.

Asf, obtenemos una de las desigualdades deseadas, e invirtiendo

los papeles de A1 y A2, obtendremos la otra.| |

4.,16. Definicidn: Definimos la distancia de un punto X, a un

conjunto S por d(xo,S) = inf(d(xo,x):xc:S).



Nétese que si S es compacto, d(xo,S) = min(d(xo,x}:Xe S), es
decir, existe X, €S tal que d(x_,S) =

Aprovechando este concepto de distancia de un punto a un
conjunto, podemos dar una caracterizacidn de la convexidad de

un conjunto en el siguiente

4,17 Teorema: Sea Sc:R2 cerrado. Entonces S es convexo si ¥y
s6lo s1 para cada X, ¢ R? existe un puntoe {nico x4 ¢S con 1a

propiedad de que d(xo,S) = d(xo,x ).

1

Demostracidn:

Supongamos que S es convexo, y supongamos gue existieran
xoaRz, Xps%,eS tales que d(x ,%4) = d(xo,xz) = d(xo,S). Sea
X3EX4X,, Xy # X43X,, asi tenemos que d(xo,x3)<d(xo,x1) =

T

= d(xO,S) 1!, por lo tanto X, = X

2.
Ahora supongamos que S no es convexo; probaremos que exis-
ten un punto en R2 y dos puntos en S tales jue la distancia del

primero a S es igual a su distancia a los otros dos puntos.

Sea S' el casco convexo de S, tenemos que S es diferente

de S' vy fr S es diferente de frS'. Sea vefrS' - frS, sea &



una recta soporte por y.

Sean Xq5%, cefrSny tales que y ¢ X4X,5 ¥ tales que ya no
haya puntos de frSNg¢ m8s cercanos a y. Sea d = d(xl,xz),
con centros en x; y X, tracemos circulos de radio 4/3. Sean
Y4 ¥ ¥y, los puntos de interseccidn de los circulos con Xy Xgpe
Asi, ylyzc:SC y asi, d(S,yiyz) > 0. Consideremos una banda de
ancho 2h que contenga a Yq1Yo» de manera que no intersecte a S.

Tracemos perpendiculares a & por X, ¥y %X, con longitudes d2/2h

2
cada una, y sean Wy Y W, los extremos de dichas perpendicula-
res. Sea wew,w,, si pensamos en un circuleo de radio

d(w,xl) con centro en w, éste pasa por la banda de ancho 2h ya

,que



Asi obtenemos que el Gnico punto de S mds cercano a cada
punte de WiW, estd necesariamente en alguno de los dos circu-
los de radio d/3. Si llamamos t a la distanclia de w a Wys PO
demos. definir una funcidn continua f(t) de la siguiente mane-
ra, el valor de f en t es la distancia de X4 al punto de S
mds cercano a w (que es finico por hipbtesis); asi, £(0) = O

(el punto mas cercano a w, €s xl), f(d) = d (el punto m8s cer

1
cano a w, es x2), asi, ya que f es continua, existe t € (0,d)
tal que f(t) = d/2, lo cual es una contradicecidn ya que los pun
tos m8s cercanos en S a cada

X, més que d/3. La contradiccidén surgid por suponer que el

punto de S mds cercano a w es Gnico. Asi tenemos que hay por

lo menos dos para alguna w cw1w2.||

Problema 4.12 Probar que si £ es una recta soporte de S,

entonces lo es de su casco convexo ST,

4.18. Definicidn: Sea {Si} s 1 = 1,2,...4n una familia finita
de conjuntos, la distancia de un punto %, a la familia, 1llamémos

la I, se define por
a(x, ) = méx(d(x,si):i=1,2,...,n)
En principio parecerd un poco sofisticada esta definicidn;

por qué no definir esa distancia como el minimo y no como el m&

Ximo?, sin embargo esto quedarid claro en el siguiente

4.19. Teorema: Sea [ = {Si: 1z 1,2,...,n} una familia finita

de conjuntos convexos compactos, y sea X eR?. si d(x, £) = d



es minima, i.e. no existe x' en R? tal que d(x',f) es menor

que d, entonces existen i, j entre 1 y n tales Que si X; ¥ xj

j respectivamente tales que sus dis-

tancias a x son d, xexixj; o existen i, j, k, tales quas s8i

son los puntos en Si y S

X:y Xoy X

i 3 k respectivamente tales

son los pintos en Si’ Sj’ Sk

gue sus distancias a S son d, xexixjxk (el tridngulo farmado - -
por ellos); o, en general, existen ii"“’ik entre 1 y n tales
QUEe B X. 4 X:-5.0.y X, son los pumtos en S, , 8S: ,.a4¢5 S.,

117 1 Tk 1 1 !
respectivamente tales que sus distancias a x son d, XeX; Xo ...

xs (el caso convexo de ellos).
k

Demostracidn:

d = d(x,IZ) ¢ d(y,L) para todo y ng Existe Si tal que
la distancia d(x,Si)'= d; supongamos que d(x,Sj)< d para toda

j #i. Sea'y eXx .

D

tal que d(x,y) = (1/2) (4 - ?ég d(x,Sj)); asf, d(y,r)< d !!'!

As{ tenemos qQue existen por lo menos S; ¥ S; tales que

]
d(x,Si) ® d(x,Sj) = g. Claramente x;xixj si d(x,Sk)< d(x,Si)

para toda k # i, j, ya que de no ser asi podrfamos tomar un pun

to y mas cercano a xixj qQue x cuya distancia a sea menor Qque



Supongamos .ihora que S.

i S: 5+e4, S. son tales que

1 2 “x
d(S’S- ) = d(x,s* ) = LI = d(x,s' ) = d = d(X,X- ) = d(X,X- ) =
11 i2 1k 1 12
= tee = d(xyx. ) con x. € S, 42z 1,...,k. Si X eEX. oeoaX: ,
1k ) 11 Tk
basta tomar y ¢ int xx. x, si Xx. Xx. es el segmento mas cerca
11 12 11
no a x, para tener que d(y, t) <d

Para terminar esta parte correspondiente a funciones conti
nuas y justificar la utilidad de este (ltimo teorema considére-

se el siguiente

Problema 4.13 Probar el teorema de Helly utilizando el teo

rema anterior.



Sececibn 5

EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Esta seccidn de los presentes apuntes serd dedicada a un
problema muy antiguo, conocido como el problema isoperimétri-
co. Dicho problema plantea la siguiente pregunta: de todas
las figuras planas con perimetro dado, cudl tiene méxima area>?

El problema tuvo su origen hace muchos siglos. Su histo-
ria se remonta a la €poca de la fundacidn de la ciudad de Car
tago. Cuenta la leyenda que, navegando frente a las costas de
TGnez, al norte de Africa, la princesa fenicia Dido con un gru
po de ciudadanos compatriotas de ella, tuvo un naufragio. Ha-
biéndose logrado salvar ella con su tripulacidn, y no habiendo
sido posible regresar a su pals, pidid al jefe de la tribu que
habitaba cerca de la zona donde naufragd, que le concediera una
. fraccidn de terreno para fundar una ciudad donde vivir. E1 je-
fe de la tribu accedid, pero, tratando de probar la astucia de
la princesa, le did una piel de buey y le dijo: "serds duefia
de la fraccidn que, en la costa, puedas rodear con esta piel™.
La princesa, qQuien era muy sabia y muchas matemdticas sabia,
cortd la piel en angostas franjas, las unid por los extremos
formando asf una larga tira con la cual rodearia su territorio.
Una vez habiendo formado la tira, se planted la siguiente pre-
gunta: "qué forma deberd tener la fraccidn de terreno que de-
limite para obtener la mayor superficie pesible?", -asi nacid

nuestro problema- y la hermosa princesa supo qué foria darle,



asf obtuvo una gran zona de terrenc sobre la cual fundd la cia
dad de Cartago de la que fu& la primera reina.

Ahora seremos nosotros quienes nos enfrentemos a este pro
blema. Empezaremos plantedndonoslo para situaciones menos ge-

nerales., Consideremos el siguiente teorema.

5.1. Teorema: De todos 1los trifngulos con dos lados dados, el
que los tiene mutuamente perpendiculares tiene drea mixima.

Demostracidn:

Obsérvese la figura:

Seguiremos considerando teoremas particulares, los cuales, pos
teriormente, nos serviran de una manera u otra para obtener el

resultado general.

5.2. Teorema: Si dos tridngulos no son iguales, pero tienen
iguales bases e iguales angulos opuestos a dichas bases, enton-
ces tendri mayor drea y mayor perimetro aquél en el que menos

difieran los otros dos lados.



Demostracidn:

Pensemos en nuestros trif@ngulos inscritos en un circulo
como indica la figura. (Por qué es posible?) Sean ABC y ABC!
sus nombres. Construyamos D y D' en AC y AC' respectivamente
de forma tal que CB = CD y C'B = C'D'. Tenemos que &CAB >
>$C'AB, de donde tenemos que la altura de ABC es mayor que la
de ABC', y asi el &drea de ABC es mayor que la de ABC'. Veamos
que lca - ¢cBl < |c'A - c'Bl y que también CA + CB> C'A + C'B

(i.e. el perimetro de ABC es mayor que el de ABC').

4DAB > & D'A3, asi X DBA < 4 D'BA < 90°
y aplicando la ley de los senos

sen 94 DBA sen & D'BA
asi DA < D'A
y |cA - cBl < | c'A - C'B|
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Dejaremos que el lector tenga el placer de terminar ia d¢
mostracidn resolviendo el siguiente

Problema 5.1: En el teorema anterior, probar que ABC tie-

ne mayor perimetro que ABC'.

Antes de seguir adelante en la teoria, para ir obteniendo

entrenamiento, resolveremos el siguiente

5.3. Ejercicio: Dado un &ngulo a <180°, cudl es el tridngulo

de mayor &rea tal que uno de sus angulos es & y los lados adya-

centes, a y b son tales que su suma a + b = p es fija?
Solucidn:

El Srea A del tri&ngulo esti dada por

A = (1/2)ba sen a = (1/3)(p2 - (a - b)z)Sen a
ya que ab = (1/u)( (a + b)2 - (a - b)z). Asi, vemos que el &rea

méxima la obtendremos precisamente cuando a = b = p/2.

5.4, Corolario: De todos los paralelogramos con &ngulos dados

y perimetro dado, el de mayor 8rea es el rombo.

Antes de seguir adelante consideremos el siguiente teorema,
muy antiguo, que nos servird como un lema muy importante, asi co

mo también tiene la virtud de ser de suma utilidad en general.

5.5. Lema: (Teorema de Herén de Alejandrfa) El 8rea de un

tridngulo cuyos lados son a, b y ¢ estld dada por

a=am /ta+rm?2-c?] [ - (a-b)?]
I —— m————. .._.,,. —— e —
¢ por A= /w) /p(p - 2a)p - 25)(p - 2¢)

si p=at+b+c.



Demostracién:

Considérese el tri&ngulo cuyos lados son a, b y c. 51 A,

B y C son los vértices opuestos a dichos lados, tracemos la al-

tura desde A y sea h su longitud. Si e es la longitud del seg-

mento que une a la base de dicha altura con C tenemos:

- c2 = 02 - (a - 0)2
asi Bl = af 2ae,
por lo que -
202 2,2
N 2P (a“+b® - c°)°)
asi,
16A2 = ua2b2 - (a2+b2-c2)2 = (2ab - (a2+b2~c2))(2ab + (a2+b2—02))
y por tanto 16A2 = ((a+b)2 - c2)(c2 - (a - b)z).

Desarrollando un poco mds la férmula anterior, que es la



primera que se queria demostrar, obtenemcs

16A°%

{atb+c)(a+b c)(c+a - p)(c - a + b)

p(p - 2c)(p  2b)(p - 2a).l|
Gracias a este lema podemos demostrar el siguiente

5.6. Teorema: De todos los tri&ngulos con base comln e igual
perimetro, el isdsceles tiene ma&xima &rea.

Demostraciodn:

Basta observar la primera fdrmula del lema anterior que ya
qQue a + b permanece fijo (por qué&?) el drea alcanza su valor mé
ximo ‘cuando a - b = 0 o sea cuando a = b.||
N6tese que de la misma fbérmula utilizada en el teorema anterior
se ve claro que si dos trifngulos tienen la misma base y el mis
mo perimetro, aquél en el que menos difieran los lados ser8 el

que tenga mayor &rea.

Problema 5.2 Probar que de todos los trapecios cuya base y

perimetro est&n dados, el isbsceles tiene maxima &rea.

Problema 5.3 Probar que si dos tridngulos tienen la misma

base y la misma 8rea, aquél en el que menos difieran los 1la
dos tendrd menor perimetro. Concluir de lo anterior que de
todos los tridngulos con la misma base y la misma &rea, el

isbsceles tiene perimetro minimo.

En toda la discusidn previa se ha visto que a mayor simetria

mayor 4rea, leido sea sin ningQn mal entendimiento. Todo eso nos

hace pensar hacia dénde dirigirnos para buscar las soluciones a

los problemas isoperimétricos, y digo los, ya que podemos plan-
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tearnos el problema isoperimétrico para tri&ngulos: De todos
los trifngulos con perimetro dado cull tiene Srea mlxima?, o

el problema iscperimé@trico para cuadriliteros: De todos los
cuadriliteros con perimetro dado, cufl tiene &rea mixima?, asf
sucesivamente, antes de plantearnos la pregunta principal, te-
ma de esta seccibdn. Creo que resulta claro que esa direccidn

a la cual nos ha enfocado la discusibn anterior, va hacia la ma
yor simetria, y asi se verd clarc por. qué el siguiente teorema

nos dard la solucidn al problema isoperimétrico para tridngulos.

5.7. Teorema: De todos los trifingulos con el mismo perimetro,
el equildtero tiene la m&xima &rea.
Para la demostracidén de este teorema necesitaremos utili-

zar el siguiente

5.8. Lema: El producto de n nlimeros positivos cuya suma es fi-

ja, es maximo cuando todos ellos son iguales. Es decir, sa

a.> 0, 2 = 1,...,n, ¥ a; = nky k fijo, entonces ga. ¢ k",
' i=1 i=1t
n
IS . _ ) _
y ig;i = k siy sblo si a, ®a, = ... =a =k (aksele

llama la media aritmética de ai,...,an)

Demostracién:

Supongamos que las a; estin ordenadas de manera que

a; < kya,>k, digamos que a,; =k - h, vy a, = Xk +% , con k, %> 0.

definamos ai =k, ¥y ai = k +2 - h de manera que tenemos que

] ¥ =
a1+a2-a1¢a2.

Por otro lado tenemos que

2

ai"‘i = k(k +¢ - h) =z k ¢+ (2-h)X



. | - B)(k + ) = kP

< k2 - (2-h)k = aiaé

+ (. -h)k - hxt<

Aplicando ahora el mismo proceso a Agseevssdl tenemos que
su producto serid mayor cuando a, = k, etc., asi, despuds de n-1

pasos obtenderemos el resultado deseado. | |

Demostracién del teorema 5.7.

Ya que 16A2 = p(p - 2a)(p - 2b)(p - 2c), y ya que
(p-2a) + (p-2b) + (p-2c) = 3p-2p=0p
permanece fijo, aplicando el lema tenemos que A es mixima cuan-

do

p —2a = p - 2b =p - 2¢, o sea

cuando , asb = c.l]

Problema 5.4 Probar que de todos los tridngulos con &rea

dada, el equildtero tiene el minimo perimetro. (Hint: Pro

n

bar que si a.>0, 1 = 1,...,0, y a. = 1, entonces
1 LIo1
i=1
’g % . foom 0
i1 84 2N,y i%H aj=nsiy solo sa a; T .es oA,

Hint al hint: usar el lema de la pigina anterior).

Problema 5.5 De todos los tri&ngulos circunscritos a un
circulo fijo, culdl tiene &rea minima, cuil perimetro mi-
nimo?, Probar las conjeturas.

Problema SLP De todos los trifngulos inscritos en un

circulo, cu8l tiene &rea mixima, cudl perimetro maximo?

Probar las afirmaciones.

Problema 5.7 De todos los trifngulos con 8rea dada (peri



metro dado), cudl tiene el minimc circuncirculc? {(Hint:
Utilizar el resultado del problema anterior).
Después de toda esta discusidn relativa a tri&ngulos, vea-

mos ahora algunos resultados concernientes a poligonos de mis

de tres 1lados.

5.9. Teorema: De todos los poligonos con n lados inscritos en
un circulo, el regular tiene 4rea mixima.

Demostracidn:

La formulacibén de la demostracidn de este teerema serd pa-
recida a una de las dos formulaciones que daremos a la solucidn
del problema isoperimé&trico, y es la siguiente. Supuesta la
existencia de un poligono con n lados inscrito en nuestro circu
lo, cuya drea es mayor o igual que la de cualquiera de los otros,
veremos que éste sdlo puede ser el regular ya gque demostraremos
que para cualquiera no regular hay otro con mayor area. Asi te
nemos que demostrar primeramente que dicho poligono de &rea ma-
xima existe. Por lo pronto utilizaremos un resultado de andli-
sis para demostrar dicha existencia. El argumento es el siguien
te. Dado el poligono inscrito, &ste esti caracterizado por las
coordenadas de sus vértices, de manera que su rea seri una fun-
cidn de 2n variables si n es el nlmero de lados (y vértices).
Ya que ésta es una funcidn continua claramente y las 2n varia-
bles estdn restringidas a un compacto (digamos, el circulo), te
nemos que existen coordenadas tales que para el poligono corres
pondiente el drea es maxima, ya que toda funcibn real continua

en un compacto alcanza sus valores extremos.



Ahora si estamos en posibilidades de terminar nuestra de-
mostracidn. Sea P un poligono con n lados inscrito en el circu
lo y no regular. Sea A su area. Ya que no es regular podemo:
encontrar lados adyacentes que no son iguales, digamos a y b.
Uniendo los extremos no comunes de dichos lados, obtenemos un

tri&ngulo que no es isbsceles, Sustituyamos a y b por otros

dos segmentos a' y b' iguales de tal manera que el nuevo tridn-
gulo es isbsceles y tiene la misma base y el mismo_éngulo opues
to a dicha base que el tri&ngulo original, asi, por el teorema
5.2, tenemos que este nuevo trifngulo tiene mayor &rea, y asi,
el nuevo poligono P', en el cual se sustituyeron a y b por a' y
b' tendrd una mayor 8rea que P, Asi tenemos que para cada poli
gono irregular inscrito en un circulo hay otro inscrito en el
mismo circulo de mayor &rea, y ya que por otro lado sabemos que
necesariamente hay uno que tiene 4rea mixima, a éste no le que-
da otro remedio que ser precisamente el regular.[f

Para abocarnos a la solucidn del problema isoperimétrico

para cuadrildteros, demostraremos primeramente el siguiente le-
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los expresa el lema Y.0.

5.10., Lema: (Tecorema de Herbn para cuadrildieros inscriptibles
¢ ciclicos). Si ay, b, ¢y d son 108 lados de un cuadrilitero -

inscriptible, entonces su &rea est8 dada por

A= (1/w) Sp - 2a)(p - 253(p - 2e)(p - 2d)]
donde p = a + b + ¢ + d.

Demostracibn:

En el trayecto que sizamos para ia demostracidn de este le-
ma tendremos oportunidad de demostrar circ resultado de crucial
importancia en nuestro desarrollo jue dice lo siguiente: De te
dos los cuadrilateros con lados a, b, ¢, d dadcs, el inscripti-

ble tiene area mdxima:

20 = ab sena + od sen B si a y 6 son los 8ngulos determinados
por a y b, y por ¢ v ¢ respectivamente. As{i,

UA = 2ab sen a + 22d sen B

2 2,2 Z K 2

(2) v ve.veevnrss 16A° = 4a“Dsen” o + 4c“d“sen® B + Eabed soneseng

Por otro lado, si f es la diagonal opuesta aa o a B , apli



cindoles la ley de los cosenos a los tridngulos abf y cai,

- 23b cos a = f2 = c2 + d2 - 2cd cos B8

de donde a2 + b2 - c2 - d2

2ab cos & - 2cd cos 8 ,
y elevando al cuadrado

2 2 2

(2)0.'lo(a +b '-C e
-8abcd cos a cos B8

de donde, sumando (1) y (2), obtenemos

(3)u.n.. 1682 + (a2 + b2 - 2 - d2)? - 4a?p? + y4clg? -

-8abcd cos (e + B8).

Ahora tenemos, observando esta igualdad (3), que de todos 1los
cuadrilateros con lados dados a, b, ¢ y d, el que mis 4rea ten-
ga serd aquél para el cual el miembro derecho de la igualdad
sea madximo, es decir cuando cos(a + 8) = -1, o sea, cuando
a + 8= 180°, es decir, cuando el cuadrildtero sea inscriptible,
Dada esta circunstancia y ya que el lema que estamos queriendo
demostrar es para cuadrillteros inscriptibles, la igualdad (3)

se convierte en:

2 2\a2 2 2

16A° = 4a®b? + yc?d? + Babed - (a2 + b2 - o2 - 422

n

4(ab + cd)2 - (a2 + b2 - c2 - d2)2

2

(2€ab + cd) + (a? + b? - ¢2 - d%))(2(ab + cd) -

2 2 2

- (a® +b° -~ ¢° - d2))

- 1 1 1

(a+b+c-d)a+b-c+d)dc+d+ a- b

(c +d -~ a +b)



= (p ~ 2a)(p - 2b)(p ~ 2c)(p - )l !
Ahora pcdremes demostrar 21

5.11. Teorema: De todos les cuadriliteros con perimetro dado
el cuadrado tiene irea m&xima.

Demostracidn:

Ya que dado un cuadrildtero no inscriptible el inscripti-
ble que tiene los mismos lados tiene mayor &area, podremos con-
siderar el teorema de Herfn justo como en el caso del trifngu-
lo, y tenemos que el 8rea ser§ mixima precisamente cuando
p~2a=p-~2b=p~ 205 pe-24d, 0 sea, cuando a = b = ¢ = d,
y como ademds se trata de un cuadrilitero inscriptible, tenemos

que es un cuadrado| |

Enfrentémosnos ahora al problema isoperim&trico mis gene-
ral. La idea de la resolucidn de dicho problema serd la siguien
te.  Veremos que para cada figura distinta de un cf{rculo hay otra
con el mismo perimetro y mayor &rea. Después demostraremos gque
necesariamente hay una figura can irea m8xima, que por tanto ten

drid que ser el circulo. Probemos el siguiente

5.12. Teorema: Dada cualquier figura distinta de un circulo,

siempre existe otra de igual perimetro y mayor &rea.

Demostracibn:

Primeramente consideremos el caso en el cual la figura no

es convexa. Las figuras hablan por si mismas:



Ahora supongamos que la figura es convexa. Ya gque no es
un circulo, podemos encontrar cuatro puntos A, B, C y D en su
frontera tales que no sean conciclicos. Pensemous en las cuer
das determinadas por ellos y en los segmentos del conjuntc por
ellas determinados. Ya que el cuadrildtero determinado pcr i
chas cuerdas no es inscriptible, podemos. construir otro cue
tenga los mismos lados y mayor area, basta deformarlo nazta -
que los dngulos opuestos sean suplementarios. Si pensamos en
los segmentos del conjunto de los que ya previamente hablamos,

rigidamente fijos a los lados del cuadrilatero, y deformamos a



2ste como articulado ~n los vértices, a mane}a de ot
cuadrilitero ciclico, la nueva figura que obtengamos tendri .
mismo perimetro que la dada, pero mayor 8rea, que era precisa-
mente lo que habia que demostrar.

Antes de seguir adelante y para justificar lo que sigue ve
remos un ejemplo en el que se ilustra por qué 1o que se demos-
trd en el teorema anterior no es un argumento suficiente para
que podamos afirmar que el circulo es la solucidn del problema

isoperimétrico.

5.13. Ejemplo: Consideremos el concjunto {1 - (1/n)} . Vere-
mos que para cada fraccidn tal que n # 1 (n es natural), exis-
te otra tal que es mayor que ella: considérese precisamente la
fraccién 1 - (1/n2), que claramente es mayor que la fraccidbn
1 - (1/n); sin embargo no es cierto que la fraccibén correspon-
diente a n = 1 sea la mixima: 1 - (1/1) = 0.

Para poder probar entonces que el circulo es la solucidn al
problema isoperimé@trico, es necesario dar argumentos para probar
Si walotencia de ung solucidn al problema. El problein: du Jovo

trar dicha existencia no es un problema sencillo. Para lograr

e curves partiendo de la siguiente

b.14. Detinicidn: Sean K; y K, dos curvas convexas. si C_(x)
denota al ecirculo cerrado con centro en x y radio a, considere-

wor los siguientes nGmeros



Definimos la distancia de Ky a K, por

La siguiente figura ilustra el por qué no necesariamente

a; y a, son iguales y tenemos qQue tomar su maximo.
A

N6tese que la definicidn es consistente con la de distancia en
tre dos puntos, ya que si las curvas estdn degeneradas ea pun-

tos obtenemos precisamente su distancia.

5.15, Definicibén: Sea Kis Koy o0 5 Koy o o o una sucesidn ae
curvas convexas. Decimos que esta sucesidn converge a la curva
convexa K (puede ser un segmento o un punto), si dada ¢ >0,

existe N natural tal que si n > N entonces d(K“, K) < € .

Probaremos una generalizacibdn del teorema de Bolzano

Weierstrass usando curvas en vez de puntos.

5.16, Teorema: (de Bolzano Weierstrass para curvas convexas)
Sea F una familia infinita de curvas convexas, contenidas tedas
ellas en un circulo C. Entonces se puede selecionar una suce-

sibn {K, } En F que sea convergente.



D/

Demostracidn:

Sea Qo un cuadrado de lado 1 tal que C € i  (pcdermos ajuc-

tar nuestra unidad de modo que esto suceda). Suldividamos a 2., en b

subcuadrados de lado 1/2 y llamémoslos Qll’ Q12, 013, qu.

Definamos la siguilente subfamilia de F:

F(Qy; Q; ) = (KeF: K < g:?lix’ v XnQy; £, Az 1,...,k)

PERREE R o
«s declir, la subfamilia de F tormada por las curvas contenidas en
la unién de los subcuadrados correspondientes y gue tocan todo:
e¢llos. (Por ejemplo, F(Qll’ Q13) es la familia de las curvas con
tenidas en QiltJ 013 ¥y qQue intersectan a ambos. La curva peque-
nita de la figura pertencce a dicha familia)

El nmero de estas familiau es fipito, y ya qQue cualquier

elumento de F estd en alguna de estas familias, debe existir al-

guna que contenga una infinidad de elementos. Llamémosla Fy



Si continuamos subdividiendo a .o‘ digamos en 22n subcua-
drados de lado 1/2" podemos definir por inducciédn una familia
Pn de curvas de Fn-l’ de tal manera que intersecten a todos y
estén contenidas en la unidn de todos de cierta colecciébn de -
subcuadrados de la subdivisién.

La idea de lo que estamos haciendo es ir seleccionando ele
mentos de F cada vez m8s cercanos. Los elementos de la familia
Fn distan cuando mucho /7 /2“, que es la longitud de la diago-
nal de los subcuadrados de la subdivisién. N&6tese que podemos
hacer esta seleccibén indefinidamente gracias a la cardinalidad

infinita de F. Asf habremos construido una sucesién

e DF DD

. 9 Kncrn' . . . a Cada Kn
asociémosle una curva X; de la siguiente manera. Pensemocs
en todos los circulos de radio 1/2““1 con ¢entros en los pun-
tos de Kn’ de manera que estos formen una banda alrededor de

Kn de ancho de 1/2"'1. K; serf la frontera exterior de di-

cha banda.



€9

Nétese que si

por le que la curva K! "rodea" a todos les mie:lros de la fari-

~

lia Fn y por lo tanto a Kn+1’ K e.e » S1 llamamcg A al con

nt2’
junto convexo cerrado acotado por K;l tenemos Que 313 823 e D
25,.428,>. Prabaremos que f;\ Sn # @ (samos a probtar ire

cisamente el teorema conoclido cemo teorema de «ncaje. Rudin).

Sea 21 una recta soporte arbitraria de S1 y sea in una recta £0-
porte de Sn paralela a ¢,. Llamemos §%  al seniplano determinade
por £ que contiene a § . Seat: CQ ' que es no vacfa por ser
81 acotado y por tanto es un semiplano, y seaf la recta que lo
caracteriza. Reduzcamos ahora nuestro problema a probar que

CD Mn # @ donde Mn es el segmentot Sn. Sea m la semirecta

a la izquiera del extremo derecho de Mn (cerrada). Tenemos Qque

m = C) m es una semirecta. Sea x Su extremo. Claramente x ¢M_

para toda n, y por lo tanto x ¢ Sn para toda n, as{, f;\ Sn £ 0.

Sea § = 1;\ Sn y sea K = frS. K es claramente una curva conveia.



Probaremos que K es el limite de la sucesibn RANE

un poligono circunscrito a K de tal manera que Z(F,Y)" &€/,
donde ¢ es un nlunero positivo arbitrario. 3Sea P' otro poli-
gono cuyos lados sean pardielos a los de P y a una distancia

5/“ de ellos. Por lo taito d(K,P') <« e/,

Sean ni, ’ zé los lados de P! (pensadcs como rectas cem
pletas). Por lo tanto existen N.» 1=1,,..., k tales que 351
n zi;, S esti a la izquiera de 2!. Sin >,néx(N1,...,Nk) ten
dremos que S, est& r>deado por P' como se ve en la figura ante-
rior.

Ya gque K ¢ KA @ P' (donde K, a K, significa que Ky es:& en
cerrada o rcdeada por K,), d(KI,K) <€/2. Pero AlK} LK e =/2
s1 n e suficientemente yrande. Asl tendremos jus a(K ,Ki< ¢

si n es cuwe crriba. Por 1o tanto,

1imK_ = K
n
]
CoMO G' T amay dapesihiar, I

5.17. Shrmlavio: fTeoreme de Bolzane wadarstrars pare puntos)



verge. r7/

Demostracidn:

Los puntos son < .. vas convexra:z {dzgznerad-il), v ya jus el
conjunto es acotado podemos pensar que todas eczas "curva." es-
tin contenidas en un circulo.!]

Ahora ya estamos en posibilidad de demostrar ia existercia
de una figura convexa con un perimetro dadoc que tenga drsa dxi
na.

5.18. Teorema: De todac las figuras convexas con perimetro da-

do, existe una que tiene ared maxima.

Dewostracidn:

Pl

Haremos la demostraci®n =i el casc en el gue =1 nerimetrc
sea 1. Sea F la familia J¢ todas las figuras convexas ae peri-
metro 1, Consideremos la sijuiente aplicacidn

Ay F > R

+al que A(S) - Area (3), La imagen de esta funcidn e=
claramente un conjunto acotado en R, ya que ¥, ¢S una co%ta supe-
rior pues todos los conjuntos de . estln contenidos en un circu
lo de radio 1 (digamos) y sus &reas serin menores que la de es-
te circulo. sea

m = sup A(F)
donde A(F) es la imagen de F.

Tenemos que m - (1/n) es menor que m para todo natural r.
Asl tenemos que existe S,¢ [ tal que A(Sn) , m - (17n).

Si pensamos en las {ronteras Kn de cada Srl ten«Nos Que son

curvas convexas encerradas en un cfrculo y ademds una infinidad



(por quéd. Por el teosremea de Bolzano Weierstra.:. tenemcs jJue
existe una subsucesidn K, de la sucesidn Y. 74 converge.
k 4

Sea X = 1im Kn
K + @ k

Sea S el conjunto acotado por K. Tenemos que la sucesibn de
periinetros de Snk es una sucesifn constante igual a 1 que conver
ge al perimetro de S, que por lo tanto ser§ 1, es decir, S e /.
La sucesidn de &reas converge a m ya que

m - (1/nk) < A(Snk) < m
Asi tenemos que el drea de S es m. Por lo tanto A(J) » a(S')
para todo S' € Foli

Hemos pues demostrado la existencia de una figura de
tro 1 y 8rea mixima, o mads en general, de una figura de perfime-
tro dado y frea mixima (semejante a S); puesto que sabemos jue
siempre que tengamos una figura distinta de un circuloc, pode.uc:s
hallar otra con el mismo perfmetrc y mayor &rea, tenemos que ne-
cesariamente la figura de m&xima 8rea, Cuya existencla acabanos
“de mostrar, es el circulo., Le hemos pues resuelto a la bella
princesa Dido su problema.

Ya que sl proceso resulta ilustrativo, daremos una demu:tra
cidn totalmenté diferente a la anteriér de que el circulo ez 1la

solucifn del problema isvperim@trico., La demostracidn queda pric

5.1, Teorems: De todos los poligonos con n ladoz, angulos fi-
jos e igual perimetro, aqubl que 9e pueda circusscridir a un

circulo tendrf mAxima &rea.



Demostracidn:

Haremos la demoLtracidn por indueciin, en .iert. sentido.
Digo cierto sentido ya que pudiendou empezar- cor. ¢l caso tre:s
qQue es trivial empezaré con el caso cuatro, y 4de3;ués ilustrea-
ré el paso de induccidn pasando al caso cinco.

La primera parte de lu demostracidn serd probar la certi-
dumbre del teorema pard ¢l cuddrildtero. La idea zerd probar
que s1 dos cuadriliteros :ion tales que tienen cus lados parale-
los (digamos), siendo uno dc ellos circunscriptible y el otre
no, la razdn entre el dreca y el cuadradc de su perimetro para
el circunscriptible es mayor que para el otro. Basta hacerlo
asi porque si tenemos do:s {ijuris que son cemeiantes, la razin
mencionada es la misma para ambas, y la propiedad de ser circunsz
criptible la comparten todas las figura:c que sean semejantes &
una que es circunscriptible. A este tipo de propiedades se les
llama de semejanza, es decir, si una figura la tien=, entonce:
todas las semejantes a ella también.

Sean ABCD circunscriptible y A'B'C'D' no circunscriptikble.

Queremos demostrar que

Area(ABCD) . Area(A'B'C'D') .
(Perimetro(ABCD)Y) < T(Perimetro(ATETCTYLY) )Y

Sean a, B, y, 6 los dngulos correspondientes a los vér-
tices A, B, C, D. respectivamente (y a los vértices A', B', ',
D', también, vezdad?)., Ui u+ B = B + Y = v + & = & ¢+ a3 18.°
nuestros cuadrildteros serian paralelogramos (por ué?), y si e.

primero es circunscriptible se tratari de un rombo (por qué&?),



asi por el corolario 5.4 tenemos lo que queremos.
Supongamos ahora Que « + B8 < 180%; de esta manera podemcs

pensar en nuestros cuadrildteros de modo que el lado AB coincida

Ac A'

con el lado A'B' como se ve en la figura {(recuérdese que no nos
importa el tamaifio de las figuras sino su forma). Prolonguemc:

los lados AD y BC a que se corten en F. Definamos P y p por

2P

1]

AB + BF + FA

y 2p = CF + FD - DC

Asi, podemos escribir al perimetrc de ABCD en términos de

P y p como



4% + BC'4 CD ¢+ DA

14

Per( nC)

.

“AB ¥+ BI + Fa CF + £ - CD)

2(F - p)

Por otro lado, tenemos que ACFD es cemejante a AC'FD'.

e w s

Si.llamamos k .a la razdn de semejanza,  # 1, tenemos que
C'F + FD' - D'C' = 2kp
por -1lo que  Per(AuC'D') = (P  kp)

Ya hemos escrito los perimetros de nuestros dos cuadrilite-

ros en términos de P y . iagzamos ahora lo mismo con sus Sreas.

-

S1 0 eu el cuntro Zel ¢f zuilo ifn:erito 4 ABCD 7 2 es 5. radio,
tenemos que el &rea de
ABOF, AFOA, que ~on tridngulic. con bases A3, BF y FA res
pectivamente y todos ellyu: con aliturz R. Asf
Area(ABF)= (1/2)(43 + BF + FA)R = FR
razonando andlogamente
Area(FDC) = (1/2)(CF + D - LC)R = pR

y por la semejanza de FLC con FD!'C!
Area(rD'C') = KZHK

por lo tanto
Area(ABCD) = Area(ABF) Area(FLC) = PR-pR=(P-p)k

y Area(ABC'D') = Area(ABF) - Area(FD'C') = PR-k2pR=(P-k2p)R

Considerrmos ahcra la siguiente diferencia



de donde (P - kp)2 > (P - p)(P - k?p)

y de ahi, multiplicandc-ambos miembros por ~~-~e-~=~-= ittt > 0,
4(P - kp)“(P - p)
tenemos
Area(ABCD) (P - p)R_ . (P - k’p)R _ Area(ABC'D')
(Per(ABCD))2  “4(P - p)2 (P - kp) (Per(ABC'D"))2

que es precisamente lo que se querfa demostrar .||

Ahora ilustraremos el paso de induccibn pasando del caso
n =14 al caso n = 5 ya que el caso general seria muy laborioso
y latuso de escribir, y no tiene ninguna diferencia tebrica --
con éste,

Pensemos en dos pentigonos con sus lados paralelos, ABCLE
y A'B'C'D'E', tales que el primero 2s circunscriptible y el se-
gundo no. Probaremos la desigualdad correspondiente como en el
caso anterior.

Supongamos que los &ngulos interiores en B y C suman wis de
180° y prolonguemos los lados AB y DC a cortarse en F, anfloga-

mente prolonguemos A'B' y D'C' a cortarse en F'

Definamos P y p por



2P = AF # FD + DE + EA y 2p = BF + FC - CE

Sup0ngamos.gue nuestras figuras estén construidas de manera
que

2P = A'F' + F'D' + D'E'+ E'A' (estc no nos hace perder ge-
neralidad).

De manera an8loga al caso anterior tenemos

Per(ABCDE) = 2(P - p) y Per(A'B'C'D*'E') = 2(P - kp)
donde k es otra vez la razbn de semejanza entre BFC y B'F'C*.

Por otro lado, ya que el cuadrilStero AFDE es c¢circunscrip-

tible y su perfmetro es el mismo que el de A'F'D'E' ,tenemos

Asf  Area(ABCDE). - Area(AFDE) - Area(BFC) = PR pR = (P - p)K

Area(A'B'C'D'E') Area(A'F'D'E') - Area(B'F'C') = Area(AFDE) -

x%Area(BFC) = (AP - k’p)R.

Ahora bién, (P -~ kp) - (P - p)(AP - kZp) = PZ - 2xpP + k%p? -
AP + x2pp
ApP (1 -a)pP =

2

= (1 - k)" pP + (1 -A)(P - P)P 3 0

G« Jonde de una manera andloga al caso anterior, se¢ cptiene la
Jeslgualdad deseadall

Ahora si estamos en posibilidades de dar la demostracién del
5.18 ''eorema: De todas las figuras con perimetro dado, el cfrcu-
1o tiene mixima 4rea.

Demostracibn:

Sea C un cfrculo de perfmetro P y C' cualquier figura con-



79
vexa con el nismo perimeire. Las 3reas 7 Yos perfinetrpos de €
C' cerdn los limiteés de las &reas v los pecrfmeteros de polfgonass
circunscritos a ellas cuando el nlmero de lados tiende a infini
togj;sdg gngulds ‘interiores tienden a 180°.

Sea P, un poligono con n lados circunscrito a C y Py otro

poligono con n lados, los mismos &ngulos que P Y circunscrito a

et
Apeé(PnJ » Area(C) sin -« Yy sus Sngulos - 180°
'Area(P;) + Area(C') " " "
Per(P) + Per(C) = P " " "
Per(P'). +  Per(C')= ¢ n " "

y& .que®  Area(Pn)/(Per(Pn))?. 2 Arealr!)/(Per(p!))? tencics o
el 1Smite

LArea(C) o Areal(C')

pero si C' no es cfrculo, hay otra figura de igual perfmetro

mayor 4rea., Asi: Area((C) > Area(C') como querfamos demostrar.
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