MISCELANEA MATEMATICA 48 (2009) 75-101 SMM @

Matematicas en la distribucion
espacial de poblaciones

Faustino Sanchez—Garduno,

Victor Castellanos—Vargas?,

Ingrid Quilantan—Ortega y
Gladys del Carmen Veldzquez—Lépez?

Facultad de Ciencias, UNAM, Circuito Exterior,
Ciudad Universitaria, México 04510, D.F., Tel.(4+55)622-4858.

Divisién Académica de Ciencias Béasicas, Universidad Juarez Auténoma
de Tabasco, Km. 1 Carretera Cunduacan—Jalpa de Méndez
Cunduacén Tabasco, 86690 México

faustino@servidor.unam.mx, vicas@ujat.mx,
xangari82@yahoo.com.mx, gavel2403@yahoo.es
Resumen

Factores fisicos (temperatura, humedad, etc.) y bioldgicos
(disponibilidad de recursos, comportamientos gregarios, dis-
tribucién de alimentos, etc.) influyen en que la distribucién es-
pacial de las poblaciones bioldgicas sea diferente de un habitat
a otro. En ecologia, los estudios de distribucién y abundancia
de las poblaciones son un problema fundamental. La incor-
poraciéon de la matemaética, especialmente en los primeros, es
relativamente reciente. En este articulo hacemos un resumen
de los diferentes enfoques matematicos que se han usado para
incorporar las componentes espaciales en la dinamica de las
poblaciones y se usa un modelo continuo tipo ecuaciones de
reaccion-difusiéon, para estudiar la dinamica espacio-temporal
a la que da lugar la interaccién mutualista de dos poblaciones:
una de plantas y otra de polinizadores. La interaccién entre
éstas, la da una respuesta funcional de Holling tipo IV. A ni-
vel individual, se supone que los polinizadores se mueven al
azar, pero a nivel de grupo, el movimiento es dirigido hacia
donde hay mayor densidad de plantas.
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1. Introduccién

La heterogeneidad espacial es una de las caracteristicas més eviden-
tes del mundo en el que vivimos. En efecto, dependiendo de la altitud
y de la latitud en las que se esté, los microclimas son diferentes; la
humedad relativa, la temperatura media, la precipitacién pluvial, los
vientos dominantes y tantos otros factores fisicos, bioldgicos e incluso
sociales, influyen en forma determinante a que la distribucion espacial
de los organismos sobre la Tierra, sea esencialmente diferente de un sitio
a otro. Los factores citados, entre otros, modifican de forma sustancial
las condiciones ambientales para la sobrevivencia de muchas especies
que, en casos extremos, han conducido a su extincidon; mientras que
otras, han respondido migrando de unos sitios a otros en busqueda de
ambientes que les sean favorables. También existen movimientos migra-
torios de poblaciones que pudieramos calificar de “naturales”. Ejemplos
de estos son:

1. La larga travesia que ano con ano realiza la mariposa monarca
que, huyendo del crudo invierno canadiense, viene a los bosques
de la parte central y occidente de nuestro pais.

2. El recorrido de uno de los mamiferos mas grandes del planeta, la
ballena gris, que viene a las costas de Baja California después de
recorrer 10 mil kilémetros para cumplir con su ciclo reproductivo
y llevar a cabo el nacimiento de sus ballenatos, siendo una de
las migraciones mas extraordinarias de las cuales tiene noticia la
ciencia internacional.

3. Elviaje que emprenden poblaciones de aves como el pato silvestre,
las que también cambian de habitat durante las distintas épocas
del ano.

Este peregrinar de las poblaciones, normalmente se da en forma de
grupos cuyo movimiento —visto como un todo— no es al azar, sino que
exhibe coherencia espacial la cual se manifiesta a través de regularidades
en dichas agrupaciones a lo largo del viaje.

Otro factor muy importante que influye en que la distribucion es-
pacial de las poblaciones en el medio en el que viven sea diferente,
es el comportamiento de éstas. El caracter gregario que algunas es-
pecies tienen, es el origen de que se mantengan en grupos: manadas,
cardumenes, enjambres, parvadas, etc. Con frecuencia, el agruparse
les permite tener mejores estrategias para defenderse de depredadores,
aparearse o simplemente enfrentar condiciones ambientales adversas u
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hostiles. En la figura 1 se muestra el vertiginoso movimiento de un
cardumen de peces al advertir la presencia de depredadores.

Figura 1: Movimiento de cardimenes como estrategia de defensa.

El agrupamiento de individuos microscopicos, también es un fend-
meno que ha sido estudiado experimental y teéricamente. La amiba Dic-
tyostelium discoideum exhibe patrones de agregacién en forma de espi-
ral, hacia sitios en los que otras amibas emiten una sustancia atrayente
(monofosfato de adenocina ciclico, cAMP). Las colonias de la bacteria
Bacillus subtilis adoptan morfologias muy diferentes —incluida la ra-
mificada de tipo fractal— dependiendo de la concentracién del agar y
del alimento disponible en la caja de petri donde se realice el cultivo.

Ahora bien, desentranar los mecanismos especificos de comunicacién
entre los individuos a fin de que se produzcan las estructuras coheren-
tes mencionadas, ha sido un reto que ha convocado a muchos investi-
gadores. Hoy dia ain no se conocen del todo.

El contenido de los parrafos anteriores es elocuente: Dada una escala
espacial y un habitat, las poblaciones que en él viven interaccionan entre
ellas y con el medio, lo cual origina distribuciones espaciales de éstas
que, ademads de no ser homogéneas, cambian con el tiempo.

Mas alla de lo vistoso o del asombro que nos puedan causar los
distintos patrones de distribucion espacial de las poblaciones, su ob-
servacion nos lleva inevitablemente a preguntarnos por los mecanismos
subyacentes que los hacen posible y esto nos traslada a otro escenario:
uno que se aparta de lo narrativo, de lo descriptivo y se interna en lo
explicativo y es en éste en el que la ciencia de las pautas: la matematica,
puede sernos de mucha utilidad.
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La estructura de lo que resta de este articulo es como sigue. En la
seccion 2 hacemos una sucinta presentacion de los diferentes enfoques
matematicos que se han introducido para incorporar las variables espa-
ciales en la dindmica de las poblaciones. En la seccién 3, a manera de
ejemplo, presentamos los resultados que hemos obtenido en el anélisis
—principalmente de tipo numérico— de un modelo de reaccién-difusion
que describe la dindmica espacial y temporal de dos poblaciones mu-
tualistas.

2. La matematica en la dinamica espacial

A pesar de su importancia, la inclusion de las variables espaciales en
los modelos matematicos para describir la dindmica de las poblaciones,
es relativamente reciente. De hecho, dependiendo de la forma especifica
como aquéllas se incorporen, se da lugar a una amplia gama de mode-
los matematicos. Los hay desde los que usan ecuaciones diferenciales
parciales, ecuaciones integro—diferenciales hasta otros que se formulan
en términos de conceptos y marcos tedricos que apenas datan de unas
cuantas décadas. En esta seccion haremos un resumen de los diferen-
tes enfoques que se han reportado en la literatura cientifica sobre estos
temas. El lector interesado en profundizar, puede consultar las referen-
cias que aparecen en la bibliografia.

Empezamos diciendo que hay dos grandes lineas de pensamiento
no necesariamente excluyentes para explicar la formaciéon de grupos
poblacionales. Una, ve este fendmeno como el resultado de conductas
cooperativas complejas (en las que incluyen formas de comunicacién tan
diversas como senas, sonidos, movimientos, etc., a cortas distancias) de
los individuos que forman la poblacién, por lo que la formacion de
distintos tipos de agrupacion son el resultado de un proceso de auto—
organizacion en dichas poblaciones. Este enfoque ha arrojado resultados
muy interesantes en particular en estudios sobre comunidades de insec-
tos sociales. En [4] se hace una revisién del tema para poblaciones de
vertebrados. La otra linea, fija su atencion en la poblacién de conjunto
y trata de formular leyes dindmicas macroscépicas que den cuenta de
la totalidad y para ello establece razonamientos por analogia que mas
adelante revisaremos. Advertimos al lector que serd éste el enfoque que
aqui adoptaremos.
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2.1. Modelos discretos

Los modelos discretos, son modelos matemaéticos en los que —de
aparecer explicitamente— las variables independientes que representan
el espacio, toman valores discretos. Como veremos, los hay en los que
la componente espacial es implicita. Los modelos discretos que mas se
han estudiado son:

1. Parches, islas, metapoblaciones.
2. Autématas celulares.

3. Mapeos acoplados.

2.1.1. Parches, islas y metapoblaciones

Un habitat heterogéneo puede ser subdividido en parches los cuales,
atendiendo a ciertos criterios, puedan considerarse homogéneos y cada
uno con su propia dinamica interna. Los parches estan acoplados por el
flujo (considerado proporcional a la respectiva diferencia de densidades
poblacionales entre uno y otro) de individuos entre ellos. Siendo asi,
Simon Levin propuso un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) que da la dindmica de todas las poblaciones en los parches.

La dimensién espacial no es explicita porque la tasa de dispersion
se refiere a la fracciéon de individuos que se mueven y no a la distancia
que se movieron (véase [9]). Estos modelos se refieren frecuentemente a
“teoria de metapoblaciones”, los cuales han sido aplicados para regular
la poblacién en la conservacién de habitats fragmentados (véase [16]).

El término metapoblacion fue acunado en 1969 por R. Levins para
describir un modelo que da la dinamica poblacional de una peste de in-
sectos en campos agricolas. A partir de entonces, la idea se ha extendido
y aplicado a especies en habitats artificiales o naturalmente fragmen-
tados. El ecélogo tedrico finlandés Ilkka Hanski ha sido quien més ha
contribuido e impulsado la teoria de las metapoblaciones (véanse [6] y
7).

Una metapoblacion consiste de un grupo de poblaciones de la misma
especie separadas espacialmente las cuales interaccionan entre ellas al
mismo nivel.

La idea original de Levins fue la siguiente. Sean N, O(t) y D(t) el
nimero (fijo) de parches disponibles, los ocupados y los desocupados al
tiempo t, respectivamente. Luego, O(t) + D(t) = N y se prueba que la
proporcién p = O/N satisface la ecuaciéon diferencial

p = Bp(l —p) —ep, (1)
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donde el punto sobre p denota la derivada respecto al tiempo ¢, 5y e
son parametros con la siguiente interpretacién: § es la razén de creci-
miento de la poblacién p, y e es la razén de disminucién de los parches
desocupados.

A partir de esta idea muy simple, se han hecho elaboraciones que
reunidas, constituyen un enfoque muy importante para la incorporacion
de los aspectos espaciales en dindamica de poblaciones. Ademas de los
trabajos de Hanski, el lector puede recurrir al articulo de Market [10]
para ver mas detalles.

2.1.2. Autématas celulares

Los autématas celulares (AC) son sistemas dindmicos que evolu-
cionan a tiempos discretos, cuya presentacion en forma sistemdtica se
debe a Wolfram.

El uso de los AC en ecologia no incorpora de forma directa el mo-
vimiento de los individuos en el espacio sino que lo hace de forma
indirecta, atendiendo a si la celda estd ocupada o no.

Los AC maés simples consisten en:

= Un arreglo unidimensional con un ntimero finito, de celdas o célu-
las.

= Un nimero pequeno, digamos dos, de estados en los que cada
celda puede estar. Por ejemplo, presencia o ausencia.

= Una regla de evolucion que establece el criterio mediante el cual,
dado un estado inicial (por ejemplo, un renglén formado de ceros
y unos (blancos y negros respectivamente)), se le asigna a cada
celda, el estado en el que estard a la siguiente unidad de tiem-
po o generacion. El criterio puede ser fijo o bien cambiar de una
generacién a otra y la forma como lo haga puede ser determinis-
ta o al azar. La regla, permite “actualizar” al autémata de una
generacion a la siguiente.

La descripcion hecha en los puntos anteriores, tiene su representacion
en sfmbolos matemdticos. Sea z¥ el estado de la i-ésima celda en la
k-ésima generacion. Si éste depende, tanto del estado de ella como
de sus vecinas inmediatas en la generaciéon anterior, entonces el AC
estd definido por el sistema dinamico discreto

k k—1 k—1 k—1
2™ = BP0, 2% 200, 2)
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donde la regla de correspondencia de la funcién F;, hace explicita la
regla de evolucién la cual debe reflejar las caracteristicas dinamicas
subyacentes al sistema bajo estudio. A los AC definidos como en (2),
se les llama de corto alcance o a primeros vecinos. Mientras que si xl(k)
depende ademas, del estado en el que estén las r celdas tanto a su

izquierda como a su derecha, entonces el AC toma la forma

¥ = Fi(x(k_l), e ,xE’i}”, gk x(k_l)). (3)

[ i—r 7 » Vi1

Una vez iniciado el autémata celular, después de un niimero “suficiente-
mente grande” de generaciones, tendremos una coleccién de renglones,
los cuales —al ser colocados en columna en orden creciente, segun el
nimero de generacién que le corresponda— conforman un “paisaje rec-
tangular” que proviene de la unién de las muchas celdas (blancas y
negras). Las caracteristicas del paisaje, son fuertemente dependientes
de: la condicién inicial y la regla de evolucion. La clasificacion de los AC
en los que se tienen unicamente dos estados, se hace atendiendo a los
patrones cualitativamente diferentes que se generan después de muchas
generaciones. Para estos automatas, son cuatro los tipos de patron, tres
de los cuales tiene su andlogo a los que aparecen en sistemas dinamicos
discretos tipo ecuaciones en diferencias.

Hay muchas referencias sobre AC en ecologia. Se recomienda el tra-
bajo de Molofski [11].

2.1.3. Mapeos acoplados

Los mapeos acoplados son muy usados en dindamica de poblaciones,
algunas veces como una alternativa para modelos individuales espacial-
mente explicitos. La idea de los mapeos acoplados consiste en subdividir
el hébitat en zonas o parches, cada uno con dinamica interna distin-
ta la cual es representada por una funcién distinta en cada parche; la
interaccién de las poblaciones se da a través del movimiento de los in-
dividuos de un parche a otro y su dindmica va cambiando debido a las
funciones mencionadas. En [3] sus autores usan este tipo de enfoque
para analizar un modelo sobre la reproduccién del parasito Varroa en
la miel de abeja.

Uno de los origenes de estos modelos, viene de la discretizacion del
operador de Laplace en la parte difusiva de ecuaciones de reaccién-
difusién (véase la seccién 2.2.2). A fin de exponer un caso simple que
permita dejar una idea de lo que son los mapeos acoplados, considérese
una poblacién que vive en un habitat finito de dimensién uno, diga-
mos el intervalo [a,b] (con a y b positivos) el cual se discretiza por
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los puntos a = zg,x1,- - ,x, = b, donde x; — x;_1 = (b —a)/n = h.
Supdngase que la razén de crecimiento, f, sélo depende de la densidad
poblacional u. Entonces, una forma de aproximar la segunda derivada
parcial, 9?u/dz?%, en el punto (x;,t), es

0*u _u((i+ 1)h,t) — 2u(ih, t) +u((i — 1)h,t)
@(371, ) ~ B2 )

la cual, al simplificar la notacion, se escribe como

2
0*u Wit — 2u 0 + Ui—1 g
— (x4, t) =~ 72 .

O0x?

En tales condiciones, la ecuacién diferencial parcial (EDP)
ou 0*u

— —_—D=— 4

ot = Doz T @)

toma la forma aproximada —en (z;,t)—

du; Uip1,p — 2Uip + Ui—1 g

o 2 + F o)

A su vez, si uno discretiza el intervalo temporal [0, 7] —en el que toma
valores t— por los puntos 0,1y, s, -+ ,ty, donde t;41 —t; =T/m =k,
la derivada parcial Ju/0t evaluada en (z;,t;) se aproxima asf

@(x, L)~ w(@i, 1) —w(@i ) Uiger — Ui
ot k k
Con estas dos aproximaciones, tenemos una aproximacién —punto a
punto— para la EDP (4), dada por el mapeo discreto,

i1 = Ui+ T (Uim1j — 255 + wip ;) + kR f(ui ), (5)
donde r = kD/h%. El lector advertird que si se usan otras aproxima-
ciones para las derivadas parciales u; y Uz, se obtendran otros mapeos.

Claramente, esta idea puede extenderse a fin de considerar hébitats de
dimension dos.

2.2. Modelos continuos

En este enfoque, las variables independientes (espacio y tiempo)
de las que dependen las densidades poblacionales toman valores con-
tinuos. Los modelos mas comunes aqui se formulan en términos de
ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s). Enseguida deduciremos las
EDP’s basicas que se han propuesto para describir el movimiento de
poblaciones en un medio. La deduccion puede hacerse de dos formas:
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1. Caminatas aleatorias.
2. Analogia con el medio continuo.

Ahora presentaremos de forma esquematica los puntos clave de cada
uno de estos enfoques.

2.2.1. Analogia con el medio continuo

La hipdtesis subyacente al hacer uso de este enfoque para deducir
modelos y pensar en su eventual uso para la dindmica espacial de pobla-
ciones es suponer, a grosso modo, que su movimiento pueda pensarse
como si se tratase de un fluido en movimiento. Esto, a ciertas escalas
espaciales—como las del sistema mismo o desde la que éste se estudie—
no es una hipotesis descabellada.

Consideremos un hébitat de dimensién dos que denotaremos por 2.
De momento centramos nuestra atencion en la parte puramente difusiva
para una sola poblacién. Sea u(7, t) la densidad poblacional en el punto
7= (z,y) al tiempo t. Luego

/ u(r, t)dzdy,
Q
es la poblacion total al tiempo ¢ en la regién €2, por lo que

d

— [ (7, t)dzdy,
es la velocidad instantanea con la que cambia la poblacién total. Este
cambio se debe exclusivamente al flujo a través de la frontera de €2. Por
lo que si denotamos por J = (Ji, J3) al flujo en el punto 7 de la frontera,
%), de Q2 y 7 al vector normal exterior en dicho punto, entonces

a —
L7 by dwdy = — / J - fids, (6)
o Ot El9)
donde el signo “—" que aparece del lado derecho, hace explicita una

convencién: si el angulo entre J y 7 es menor a /2, el producto es-
calar J - i es positivo y entonces el término de la derecha es negativo,
hecho que se interpreta como que el flujo es hacia afuera; mientras si el
angulo entre J y 7l es mayor que /2 entonces dicho producto escalar
es negativo y en ese caso, el término de la derecha es positivo lo que
significa que el flujo es hacia adentro de la region (2.

Al usar el Teorema de Gauss, la igualdad (6) se transforma en
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/ {%(m) V- f} drdy = 0,
Q

donde V-.J = d.J; [0z +0J5/0y, es la divergencia de J. Como se quiere
que la igualdad anterior sea valida para toda region €2, esto se garantiza
imponiendo la condicién

ou, -
a(’nt)zv"]a (7)

a la que llamaremos ecuacion de continuidad o ley de conservacion.
Notemos que, dependiendo de la forma analitica que tenga el flujo .J, se
puede dar origen a las mas variadas leyes de difusién, incluidas aquellas

en las que la difusion depende de la densidad. La mas simple se basa
en la llamada ley de Fick, segin la cual:

“el flujo de una sustancia en el punto 7 al tiempo ¢, es
directamente proporcional a menos el gradiente de la con-
centracion de la sustancia en dicho punto en ese instante.”

La cita anterior, interpretada en términos del flujo poblacional, pue-
de escribirse matematicamente asi

donde D > 0 es la difusién y Vu = (0u/0x, 0u/dy).
Si sustituimos (8) en (7) se llega a que el fenémeno estrictamente
difusivo estda regido por la ley

% = DV - (Vu) = DV?u, (9)

donde V?u denota el operador laplaciano de la densidad poblacional u
que, en coordenadas cartesianas es

0%u N 0%u
ox?  Oy?
A la igualdad (9) le llamaremos ecuacion de difusion. Si, aunado al
proceso difusivo también se tiene procesos de nacimiento y muerte que

sean dependientes de la densidad poblacional u, entonces damos lugar
a la ecuacion de reaccion-difusion:

Vu =

%:DV%JJ(U), V(rit) € Q2 x Ry, (10)
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donde f es la tasa neta de cambio de la poblacién.

El problema matematico por estudiar lo completan las condiciones
inictales y de frontera, las cuales nos dan informacion sobre la distribu-
cién de la poblacién en 2 al tiempo ¢ = 0 y la interaccion de ésta en la
frontera de {2 para todo tiempo t, respectivamente.

Si en vez de ser s6lo una poblacién, fuesen n > 1 las que, ademas de
interaccionar entre ellas, se distribuyeran en el habitat siguiendo cada
una la ley de Fick, entonces la formulacién matemética nos conduciria
a un sistema de n EDP’s de tipo reaccion-difusién.

2.2.2. Caminatas aleatorias

Fue el ecologo matematico J.G. Skellam quien en 1951, introdujo
este enfoque en el contexto ecolégico (véase [17]); mientras que el tam-
bién ecologo matemédtico Akira Okubo, profundizé y extendié tanto
este enfoque, como el de los medios continuos en ecologia. Dos de los
trabajos cldsicos de este autor que merecen ser leidos son [12] y [13].

Para visualizar la esencia de este enfoque, basta considerar un medio
de dimension uno. El primer paso es discretizar el espacio por un conjun-
to de puntos equidistantes (la distancia entre ellos es \); posteriormente,
se hace lo propio con el tiempo considerando periodos de duraciéon 7.

Sea p(z,t) la probabilidad de que una particula que inicié su movi-
miento en xo = 0 al tiempo ¢t = 0, se encuentre en el punto z al tiempo
t. Partiendo de premisas sencillas, aqui se obtendra una ley dindamica
que indica como cambia p al variar x y t. Respecto al movimiento de
la particula (que no se “muere” ni se “reproduce”) supondremos que:

1. solo puede estar en los puntos en los que hemos discretizado la
recta real,

2. solo da pasos de longitud A y le lleva 7 unidades de tiempo en
dar cada uno,

3. transcurrida una unidad de tiempo, no puede quedarse en el mis-
mo sitio en el que estd®: Debe moverse a su izquierda o a su
derecha. Sean R y L (supuestas constantes) la probabilidad de
moverse a la derecha y a la izquierda, respectivamente.

Claramente, los sucesos: “moverse hacia el punto situado a su izquier-
da” y “moverse al punto situado a su derecha”, ademas de ser mutua-
mente excluyentes, constituyen un juego completo de sucesos, por lo que

3Esta suposicién puede suprimirse sin que la metodologia que aqui se expone,
sufra cambios mayores. Se llega, eso si, a una ecuacién un poco mas general.
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se cumple la igualdad L + R = 1. Ahora, notemos que el suceso: S =
“la particula se encuentra en el punto x al tiempo t” ocurre, si ocurren
cualesquiera de los sucesos S; 0 Sy es decir, S = 57 + S, donde

S1 = “la particula se encontraba en el punto x — A al tiempo t — 7 y se
movio a la derecha a la siguiente unidad de tiempo”. Y

Sy = “la particula se encontraba en el punto x + A al tiempo t — 7 y se
movié a la izquierda a la siguiente unidad de tiempo”.

De la definicién de los sucesos S y Ss, resulta que cada uno se des-
compone como la ocurrencia de dos sucesos independientes. Por ejem-
plo, el suceso S; se da, siempre que ocurran los sucesos: “la particula
se encontraba en x + A en el tiempo t — 77 y “la particula se movio a la
izquierda a la siguiente unidad de tiempo”. La descomposicion para S
es andloga. Luego, al usar el teorema del producto de probabilidades
tenemos

Pr(Sy) =plx =\ t—7)R y Pr(Ss) =plx+\t—71)L,
y como S = S7 + .S,, entonces

Pr(S) = p(x,t) = Pr(Sy) + Pr(Ss) (11)
= ple —A\t—7)R+plx+At—rT)L.

Supdngase que la probabilidad p es “suficientemente suave” con respec-
to a las variables x y t como para que las probabilidades p(x — A\, t — )
y p(x + A\t — 7) se puedan expresar en términos de sus respectivos
desarrollos en serie de Taylor alrededor del punto (z,t). Al sustituirlos
en (11), escribir p en donde antes aparecia p(z,t) para simplificar la
notacion y agrupar convenientemente, se llega a

) B A2 52
p:(L+R)p—(R—L)a—i)\—(L+R)a—€7+(L+R)Ea—x€+'-- (12)

Si aqui usamos que L + R = 1 y definimos # = R — L (la desviacion
del movimiento), entonces la igualdad anterior se reduce a

T = PAa ot e (13)

El siguiente paso, considerado central en este enfoque, es el de la aproxi-
macion difusiva, el cual consiste en:
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= calcular el limite de ambos lados de la igualdad anterior cuando

Ty A tienden a cero?,

= suponer que los limites

. PA LN
Im — y lim —,
TA—0 T TA—0 27

son finitos,
= suponer que los términos de orden superior en 7 y en A se van a
cero mas rapidamente que la forma como lo hacen 7 y A. En ese

caso, dichos términos contribuyen poco frente a los lineales y al
cuadratico en \.

Introduzcamos la notacion

A A2
v= lim —ﬁ y D= lim —,
TA—0 T 7,A—0 27’

y, por el iltimo punto de los tres anteriores, tenemos que se puede
prescindir de los términos de orden superior en (13). Por tanto, llega-
mos a que la ecuacién que da la dindmica espacio temporal para la
probabilidad p es:

donde cada término que aparece del lado derecho, tiene una importante
interpretaciéon. Veamos. Si suponemos un medio homogéneo® lo cual
equivale a decir que L = R = 1/2, entonces la desviacién 3 vale cero y
la ecuacién anterior, se reduce a la ecuacion de difusion:

2
op _ D@_
ot Ox?
El lector habra advertido que si L # R # 1/2, entonces (3 # 0. De
hecho, este parametro da cuenta de la probabilidad de hacia dénde se

(15)

4El lector notard que al hacer tender 7 y \ a cero, en realidad lo que se est4 ha-
ciendo es suponer que, ambos, tanto el tiempo como el espacio, sean continuos y no
discretos como se supone al inicio.

5El lector no debe confundirse con la interpretacién microscépica que tiene la
condiciéon L = R = 1/2, con lo que ocurre a nivel macroscépico. En efecto, si
L = R = 1/2 eso significa que es igualmente probable que la particula se mueva a la
izquierda o a la derecha (no hay preferencia: ahi estd la homogeneidad espacial). Sin
embargo, cuando se considera un nimero grande de particulas, a nivel macroscopico
si hay una direccionalidad en el movimiento como un todo.
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mueve la particula. Pues por ejemplo, si § > 0, L > R significa que se
habra movido hacia la izquierda. Ahora, al pasar al limite 7, A\ — 0, el
parametro que recoge la informacién de 3 es v (cuyas unidades son de
velocidad) y, dependiendo de su signo, el término v(—dp/dx) tiene la
siguiente interpretaciéon: Si v > 0 le “ayuda” a —dp/dx; mientras que
si v < 0 la velocidad v actia en contra de —dp/0z. v es la velocidad
de empuje o arrastre adicional en una direccion fija. Por esta razén, al
término —vdp/0z se le conoce como término de deriva o advectivo.

Usando razonamientos andlogos a los desarrollados anteriormente,
se deduce la versién bidimensional de la ecuacién (14). Esta es

op
X __ 7V DV -V
o1 P+ D,

o bien

op op Op *p  I*p
ot (“18:(: +U28y) D ((’91:2 T2 )

2.2.3. Otras difusiones

Queremos llamar la atencién sobre las potencialidades que tiene el
enfoque de caminatas aleatorias para la modelacién de distintos pro-
cesos de difusion. Por ejemplo, uno podria incorporar caracteristicas
del medio que fuesen espacialmente dependientes; factores como la dis-
tribucién de una sustancia atrayente® (o repelente) cuya concentracién
variara con x. El efecto sobre las probabilidades L y R seria que éstas
dejarian de ser constantes. De hecho, dependerian de la variable x v,
en ese caso, la ecuacién puramente difusiva tomaria la forma:

B~ 21D+ p/(a)|. (16)
donde los signos 4+ operan como sigue: + cuando el movimiento lo
determina una fuerza repulsiva en el punto de partida y — cuando el
movimiento es inducido por una atraccién en el punto final.

Dandole una interpretacion ecoldgica el enfoque anterior también se
ha usado para deducir ecuaciones en las que el coeficiente de difusién
es dependiente de la densidad poblacional”. Expresada en términos de
densidad poblacional u, la ecuacién puramente difusiva se escribe asi:

6Usando el enfoque de caminatas aleatorias, Skellam [18], introdujo el concepto
de fuerzas atrayentes (repelentes) para deducir una ecuacién de difusién en la que
el movimiento de los individuos lo determinan precisamente esas fuerzas.
"Tipicamente D(u) = u™ con m > 1. Véase [7] p. 238 y ss.
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o0 2],
ot O ox

Esta capturaria el hecho de que hay especies en las que los individuos
que las forman, deciden sus movimientos en el habitat, en términos de la
densidad poblacional local. Se ha encontrado, que pequenos roedores y
algunas variedades de ardillas, se alejan de sitios en los que la densidad
poblacional de sus conespecificos es alta. Esta conducta suele, a su vez,
ser un mecanismo regulatorio de la dinamica de esas poblaciones. En
[15] se hace una revisién de estos modelos para una poblacién.

El efecto temporal en la dispersién de algunos individuos, esta docu-
mentado en la literatura y factores como: el dia y la noche, los cambios
estacionales a lo largo del ano, la edad, etc., influyen en el movimiento
de aquéllos. Desde el punto de vista de la modelacion, la incorporacién
de la variabilidad temporal en la dispersion, conduce a ecuaciones cuyo
coeficiente de difusion depende del tiempo t.

3. Dinamica de un modelo para
polinizador-planta

A diferencia de las interacciones de depredacién o de competencia,
para las cuales hay abundantes estudios tedricos, las relaciones mutua-
listas no han corrido con la misma suerte, esto a pesar de que se acepta
su ubicuidad en la naturaleza. El resultado demogréfico de una relacién
mutualista es que cada una de las respectivas tasas netas de cambio de
las poblaciones, es mayor si hay interaccion que si no la hay. Atendien-
do a distintos criterios como el tipo de beneficios recibidos, el grado de
especificidad o el nivel de dependencia de la interaccion, las relaciones
mutualistas suelen clasificarse. Por ejemplo, con respecto al ultimo cri-
terio el mutualismo puede ser obligado o facultativo (véase [19]). Una
excelente revision de los trabajos sobre mutualismo es el libro editado
por Boucher [2].

Uno de los trabajos pioneros en los que se dedujo y estudi6 parte
de la dinamica temporal de un modelo para polinizador-planta con
respuesta funcional de Holling de tipo II, fue el escrito por Soberéon y
Martinez del Rio (véase [19]). Un andlisis mas detallado de este modelo
se encuentra en la primera parte del trabajo de Jang [8]. La introduccion
de una respuesta funcional de tipo IV en estos modelos es relativamente
reciente.



90 F. SANCHEZ G., V. CASTELLANOS V., I. QUILANTAN O. Y...

3.1. Las premisas y el modelo

El modelo matematico que se estudia en esta seccion, se basa en las
siguientes premisas:

= El polinizador, aunque se alimenta del néctar de las plantas, tam-
bién tiene otra fuente de recursos los cuales son limitados. Esto
significa que la poblacion de polinizadores, aunque la interaccién
con las plantas les es benéfica, no es vital para ellos.

= Las plantas son polinizadas exclusivamente por esta poblacién de
polinizadores. Esto nos indica que la poblacion de plantas es alta-
mente especializada por lo que la interaccién con los polinizadores
no sélo la beneficia sino que le es vital.

= La interaccion polinizador-planta la describe la respuesta fun-
citonal de Holling de tipo I'V. El significado de ésta es el siguiente.
La razén de visitas de polinizadores a plantas, por unidad de poli-
nizador, crece a bajas densidades de la poblacion de plantas hasta
alzanzar su maximo, después del cual, disminuye. Esto correspon-
de a una situacion en la que los polinizadores llegan a un estado
de saciedad tal que inmediatamente después la razén de consumo
de néctar por unidad de polinizador, decrece.

= A nivel individual, los polinizadores se mueven al azar lo cual,
como se explico anteriormente, significa que el flujo se da en di-
reccién de menos el gradiente de la densidad poblacional.

Sean u(zx,y,t) y v(x,y,t) la densidad poblacional de los polinizado-
res y de la planta en la posicién (z,y) del habitat (cuya forma se supon-
dré es rectangular) al tiempo ¢, respectivamente. El modelo matematico
que incorpora las premisas listadas anteriormente y que por tanto, da
la dindamica espacio-temporal de una interaccion polinizador-planta es
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

o k 2 —cv

L~ DVt bu(K — ) + 2R

ot 1+ O'QZ5/LQU (17)
ov kiopuve™

R — - v

ot 1+ oou?v e

donde todos los parametros que aparecen aqui, ademas de ser positivos,
tienen una importante interpretacién ecoldgica: b es la tasa intrinseca
de crecimiento del polinizador, k; es el nimero de 6vulos fertilizados
por cada visita de un polinizador a una planta, ks es una constan-
te energética, o es la probabilidad de encuentros, u es la recompensa
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energética, ¢ es la velocidad de extraccién del néctar, v es la tasa de
mortalidad de la planta y K es la capacidad de carga del medio. En
[8] se dan méds detalles sobre la interpretacién de los pardmetros. La
funcién

koo ptuve=
1+ ¢op?v ’
al ser dividida entre u, captura las propiedades cualitativas que carac-
terizan a la respuesta funcional de Holling tipo IV. Aunado al sistema
de reaccion-difusién (17), debemos agregar las condiciones iniciales y
de frontera que completan el problema matematico por estudiar. Para
ello, primero definamos la regién (el hébitat) en la que estamos intere-
sados. Esta es: R = {(2,9)|0 < < a, 0 <y < b}, donde ay bson dos
nimeros positivos. Las condiciones iniciales son

u<x7y70) = Uo(l‘,y) y U(ZL’,y,O) = U()(I?y)v (I,y) €ER (18)

y las de frontera son de tipo Neumann homogéneas, es decir

Vu-i=0y Vo-i=0V(z,y) €IRyVt>0, (19)

donde 77 es el vector normal exterior a la frontera, OR, del rectangulo
R.

3.2. La dinamica temporal

Las simulaciones numéricas del problema modelado por el sistema
(17) y las condiciones iniciales (18) y (19) que aqui presentamos, toman
como punto de partida la dindmica temporal del sistema (17), es decir,
cuando no se considera difusién, en cuyo caso la primera ecuacién de
(17) queda sin el término difusivo, formando el siguiente sistema

d k 2 —cv
—u:bu(K—u)—I—M = uF(u,v),
. 1+ oopp?v (20)

d k -
U Dopme — = vG(u,v).

dt - 1+ oot

Los equilibrios de (20) se determinan encontrando los puntos de
interseccién de los ceroclinas uF'(u,v) = 0y vG(u,v) = 0. De éstas
se tiene que, cualquiera que sea el valor de los pardametros, los puntos
Ey = (0,0) y Ex = (K,0) son estados de equilibrio del sistema (20);
mientras que dependiendo del valor de aquéllos, cabe la posibilidad de
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que exista un tercer punto de equilibrio en el primer cuadrante del plano
fase, Ri, el cual proviene de la interseccion de las curvas de nivel nulas
F =0y G = 0. De hecho:

1.

g
k'LUU.

Hay exactamente una interseccién, (u*,v*), en R? si K >

SiK = ’ la interseccién se da en (K, 0), no surge un equilibrio
1Ko

no trivial.

No hay interseccién si K < y entonces los tinicos equilibrios
1HO

que existen en la regién de interés son (0,0) y (K,0).

En la figura 2 se ve el comportamiento de las ceroclinas correspon-
dientes a cada uno de los casos anteriores. En ésta, fijamos la ceroclina
horizontal y dibujamos tres ceroclinas verticales correspondientes a di-
ferentes valores de los parametros.

e Y/, UG

@ L 2 e

Figura 2: Posicion relativa de las ceroclinas de (20) para diferentes
valores de los parametros: el trazo continuo corresponde a la ceroclina
del polinizador y el trazo punteado a la ceroclina de la planta.

Excepto en puntos de equilibrio no hiperbdlicos, la dinamica local
del sistema (20) se obtiene a partir del sistema lineal que lo aproxima
alrededor de cada punto de equilibrio. A su vez, el sistema lineal lo
define la matriz de Jacobi, J(u,v), del campo vectorial definido por el
sistema (20) evaluada en cada equilibrio. En este caso, para todo punto,

(u,v), J es
b — 2u) + agve” ™ ague”“(cagv® + cv — 1)
J(u,v) = 1 4 ayv (1+ agv)?
' ave~ ajue™(cayv® + cv — 1) '

1+ asv (1 + agv)? 7
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donde a; = kyou, ay = odu® y az = keop?. Al evaluar J(u,v) en Ey y
Fx tenemos

J(Eo):<bé( _O,y> Y ‘](EK>:(_Z())K al(;§[£7>’

respectivamente. De éstas, al usar los criterios de teoria cualitativa de
sistemas de EDO planos (véase [5]), se concluye que:

= F) es punto silla para todo valor positivo de los pardmetros b, K

y -

» Fx es punto silla cuando K > Fon y es nodo asintoticamente
estable localmente cuando K < -

= Si K = — entonces detJ(Fx) = 0, y por lo que Ex es

o
no hiperbélli(:(/)% Aqui —segun el teorema de Hartman-Grobman
(véase [1])— la dindmica local del sistema no lineal, no la da la
dinamica del sistema lineal que lo aproxima. En este caso, Ex es
nodo-silla: la regién silla estd en el cuarto cuadrante y la de tipo
nodo asintoticamente estable, en el primero.

Ahora bien, la dindmica global del sistema (20) es decir, en regiones
“orandes” del plano fase que son de interés, hay que verla en dos casos:

Caso 1. Cuando Ef es el tinico punto de equilibrio diferente al trivial.
En este caso Fi es atractor de todas las trayectorias de (20) que em-
piecen en el primer cuadrante, por lo que las poblaciones no coexisten:
la poblacién de plantas se extingue; mientras que la de polinizadores
tiende a la capacidad de carga K cuando t — oo,

Caso 2. Cuando ademés de Ex (que es punto silla), existe otro pun-
to de equilibrio en Ri el cual atrae a toda trayectoria que inicie en
cualquier condicién inicial contenida en el primer cuadrante positivo.
En particular, una rama de la variedad inestable, W*(Ef), de (20) en
Ek, es trayectoria heteroclinica que conecta a éste con (u*,v*). Aqui,
ambas poblaciones coexisten a través de un atractor global, por lo que
una recompensa energética u suficientemente grande, puede ser un fac-
tor de estabilidad para el sistema sin difusion.

La figura 3 muestra la dindmica del sistema (20) en la regién con
sentido interpretativo. En ella, se usaron los valores de los pardametros:
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b=1,k =1k =10c=2, =09, ¢=1v=2,¢=05; en 3a)
K = 0.5; en 3b) K = 1.111; mientras que en 3¢) K = 2. Numéricamente
se estima el equilibrio (u*,v*) como u* = 2.3306 y v* = 0.42803.
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Figura 3: Retratos fase del sistema (20) para diferentes valores de los
parametros segin se especifica en el texto: A) y B) muestran la extincién
eventual de las plantas, mientas que C) indica la persistencia de ambas
poblaciones.

3.3. La dinamica espacio-temporal

El estudio numérico que se presenta en seguida, parte de observar
de que si (u*,v*) es un punto de equilibrio del sistema (20), entonces
la pareja de funciones (u(x,y,t),0(z,y,t)) = (u*,v*) es una solucién
estacionaria (no cambia con el tiempo) y homogénea (no cambia de
punto a punto del hébitat) del sistema de reaccién-difusién (17). Aho-
ra, si la condicién inicial es el estado (u(x,y,t),0(x,y,t)), ésta sera la
solucién del problema para todo tiempo, por lo que ella por si mis-
ma, no es importante. Del universo de posibles condiciones iniciales,
nos restringiremos a aquéllas que son perturbaciones espaciales a las



MATEMATICAS EN LA DISTRIBUCION ESPACIAL ... 95

distribuciones homogéneas y estacionarias asociadas a algunos puntos
de equilibrio de (20) cuya existencia y naturaleza fue resumida en la
subseccion anterior.

Asi, consideramos las condiciones iniciales

u(z,y,0) = U(1+0.1sen(2y))

v(z,y,0) = W(L+0.1cos(2z)), (21)

donde (U, W) sucesivamente tomard la forma de los equilibrios diferen-
tes al trivial del sistema (20). Estamos interesados en averiguar cuél
es el efecto que producen estas condiciones iniciales, en la dindamica
espacio-temporal del sistema (17) junto con las condiciones de fron-
tera (19). Esto lo haremos numéricamente, para lo cual usaremos el
programa FlexPDE. Mediante este software se resuelven las EDP que
figuran en (17) usando el método de elemento finito, discretizando la
region R por medio de una malla triangular que se va actualizando de
iteracion en iteracion, atendiendo a los cambios en las variables v y v,
como sigue: la malla es fina, si las variaciones son grandes y se vuelve
burda si los cambios en u y v son pequenos.

El programa FlexPDE muestra el resultado de las simulaciones de
dos formas equivalentes. Superfice de nivel y la grafica de la superfi-
cie de densidades poblacionales en el dominio R. Usa una escala de
colores para distinguir las diferentes densidades: las regiones en color
rojo indican altas densidades de poblacion y las de color purpura, ba-
jas densidades pasando —en valores decrecientes— por verde (intenso
y claro), azul cielo, azul marino y finalmente el purpura.

Nuestros resultados los reportamos en paneles de figuras que con-
tienen dos filas de imégenes. La primera contiene la curva de nivel de
la superficie y la gréfica de la densidad poblacional de polinizadores,
asi como el rango de valores numéricos en los que se encuentra dicha
poblacién. En la segunda se muestra lo propio para la densidad pobla-
cional de plantas.

Las figuras 4, 5 y 6 muestran la distribucion espacial de las pobla-
ciones de polinizadores y plantas a diferentes tiempos, cuando se toman
las condiciones iniciales (21) con (U, W) = (K, 0). Como puede verse, la
solucién del problema (17), con condiciones iniciales y de frontera (21)
y (19) respectivamente, tiende a la solucién estacionaria y homogénea
(a(z,y,t),0(x,y,t)) = (K,0) a medida que el tiempo avanza y, trans-
currido un tiempo “suficientemente grande” se estabiliza en Fx. Por lo
que la poblacion de polinizadores se estabiliza en su capacidad de carga
K; mientras que la de plantas se extingue eventualmente, es decir, el
efecto de la difusién no destruye el cardcter estable del estado Ex en
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la regién de interés ecoldgico.
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Figura 4: Densidades poblacionales iniciales (¢ = 0) para D = 3. En la
primera fila aparece la distribucién de polinizadores en dos versiones:
las curvas de nivel (izquierda) y la superficie (centro). En la segunda
fila se muestra lo correspondiente para la poblacién de plantas. En la
parte derecha la gama de valores para cada una de las poblaciones.
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Polinizador
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Figura 5: Densidades de poblacion al tiempo ¢t = 2.7876 para

Aqui usamos la misma nomenclatura de la figura 4.
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Figura 6: Densidades poblacionales en ¢t = 171.74 para D = 3.
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Si ahora se consideran las condiciones iniciales (21) con (U, W) =
(u*,v*) es decir, condiciones iniciales correspondientes a una pertur-
bacién del estado estacionario y homogéneo (u*,v*), se obtienen —a
diferentes tiempos— las distribuciones espaciales de polinizadores y de
plantas que se ven en las figuras 7, 8 y 9. En éstas, se constata de nue-
va cuenta el comportamiento cualitativo observado en las simulaciones
realizadas en el caso anterior: la solucion del problema tiende hacia la
solucién estacionaria y homogénea (a(z,y,t), 0(x,y,t)) = (u*,v*) cuan-
do el tiempo de corrida aumenta.

Polinizador

polinizador

T ——

=
HHHH :
ceoss
S8k

Figura 7: Densidades poblacionales en ¢t = 0 para D = 5.

Las simulaciones numéricas obtenidas, junto con un niimero “razo-
nable” de ellas (que ya no se reportan aqui pero que si fueron realiza-
das), correspondientes a un rango de valores del coeficiente de difusién
D que va de 0.4 a 5, son elementos (no una demostraciéon) que nos
sugieren —por lo menos en ese rango de variacion de D— un compor-
tamiento que enunciamos asi: las densidades poblacionales de poliniza-
dores y de plantas descritas por el sistema (17), sujetas a las condiciones
iniciales y de frontera (21) y (19) respectivamente, se estabilizan en las
respectivas distribuciones estacionarias y homogéneas que provienen de
los correspondientes puntos de equilibrio del sistema (20), lo cual sig-
nifica que el efecto de la difusion no destruye la estabilidad predicha en
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Figura 8: Densidades poblacionales en t = 0.5072 para D = 5.
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Figura 9: Densidades poblacionales en t = 71.331 para D = 5.



100 F. SANCHEZ G., V. CASTELLANOS V., I. QUILANTAN O. Y...

la dinamica temporal. Enunciada como conjetura, nos parece que esta
es una conclusién importante del presente trabajo.

Para terminar, debemos decir que actualmente se estan realizando
estudios ([14] y [20]) de sistemas que describen la dindmica espacio-
temporal de tres poblaciones: dos mutualistas y una depredadora de una
de éstas. El sistema es de tipo polinizador-planta-herbivoro en el que la
interaccién para la primera pareja de poblaciones la dicta la respuesta
funcional de Holling de tipo II; mientras que la interaccién planta-
herbivoro la da una respuesta funcional de tipo IV. Los polinizadores y
los herbivoros se dispersan por el habitat siguiendo un flujo tipo Fick
y los primeros son ademds, impulsados por un factor advectivo.

Referencias

[1] D.K. Arrowsmith and C.M. Place (1990): An Introduction to Dy-
namical Systems. Cambridge University Press.

[2] D.H. Boucher (1982): The Biology of Mutualism. Oxford University
Press.

[3] A. Brannstrom and D.J.T. Sumpter (2005): Coupled map lattice
approximations for spatially explicit individual-based models of
ecology. Bull. of Math. Biol., 67, pp. 663-682.

[4] I.D. Couzin and J. Krause: Self-organization and collective be-
haviour in vertebrates. Advances in the Study of Behavoiur. In
press.

[5] J.L. Gutiérrez Sanchez y F. Sanchez Garduno (1998): Matemdticas
para las ciencias naturales. Numero 11 de la serie textos. Sociedad
Matematica Mexicana 590 pp.

[6] 1. Hanski (1997) Metapopulation Dynamics: From concepts and
observations to predictive models. In: Metapopulation Biology (ed
[lkka A. Hanski and Michael E. Gilpin) pp. 69-91. Academic Press,
San Diego, California.

[7] 1. Hanski (1999): Metapopulation Ecology. Oxford University Press,
New York.

[8] S.R. Jang (2002): Dynamics of herbivore-plants-pollinator models.
J. Math. Biol., 44, pp. 129-149.



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[17]

[18]

MATEMATICAS EN LA DISTRIBUCION ESPACIAL ... 101

P. Kareiva (1990): Population dynamics in spatially complezx en-
viroments: theory and data. J.Phil. Trans.R.Soc.Lond.B.,330, pp.
175-190.

P.A. Market (2002): Metapopulations. In: The Earth system: bi-
ological and ecological dimensions of global environmental change,
Vol. 2. H. A. Mooney and J.G. Canadell (Eds.) John Wiley and
Sons, Ltd, Chichester, pp. 411-420.

Molofsky J. and J.D. Bever (2004): A new kind of ecology? Bio-
Science, 54(5), pp. 440-446.

A. Okubo (1980): Diffusion and Ecological Problems: Mathematical
models. Berlin Heidelberg New York. Springer-Verlag.

A. Okubo (1986): Dynamical aspects of animal grouping: Swarms,
schools, and herds. Adv. Biophys, 22, pp. 1-94.

I. Quilantdn (2009): Dindmica espacio-temporal de una interaccién
polinizador-planta-herbivoro. Tesis de Maestria en Matematicas
Aplicadas, DACB, UJAT. Trabajo en proceso.

F. Sanchez-Gardufio (2001): Continuous density-dependent diffu-
sion modelling in ecology: A review. Recent Res. Ecol., 1 pp. 115-
127.

T. Rohrbach: Metapopulations and patch dynamics: Ani-
mal dispersal in heterogeneous landscapes. Internet Article,
http://crssa.rutgers.edu/courses/1se/Web-Patch/final/Tanya
/Rohrbach-Final.htm, pp. 1-9.

J.G. Skellam (1951): Random dispersal in theoretical populations.
Biometrika, 38, pp. 196-218.

J.G. Skellam (1973): The formulation and interpretation of mathe-
matical models of diffusionary processes in population biology. In:
The mathematical theory of the dynamics in biological populations.
M.S. Batchellet et al Editors. Academic Press.

J. Soberén M. and C. Martinez del Rio (1981): The dynamics of a
plant-pollinator interaction. J. Theor. Biol., 91, pp. 363-378.

G. Velazquez (2008): Dindmica temporal de una interaccién
polinizador-planta-herbivoro. Tesis de Maestria en Matematicas
Aplicadas, DACB, UJAT.



