SOLUCION DE UN PROBLEMA CON FRONTERA MOVIL
PARA LA ECUACION DE ONDA USANDO EL METODO

DE LAS ESCALAS MULTIPLES.

Catherine Garcia Reimbert*

Introduccidn,

El propOsito de este trabajo es el de presentar una apli-
cacién del método de dos tiempos, tambi&n conocido como método de las

escalas miiltiples a un problema de propagacidn de ondas.

El problema es el de estudiar las modulaciones que se pro-
ducen en una cuerda vibrante cuando uno de sus extremos se mueve lenta-

mente en comparacidn con uno de los periodos naturales.

Antes de resolver el problema, se describe el método de
dos tiempos y se motiva su forma a partir de ejemplos simples, cuya
solucidn exacta se conoce. Desde luego, estos resultados son conocidos

y se hace referencia a ellos.

Una vez que se tiene confianza con el método, se procede
a usarlo en el problema de la cuerda. Se obtienen soluciones aproxima-

das para varias modulaciones y se estudian en detalle algunos ejemplos
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numdricos. El resultado central desde el punto de vista téorico, que es
la invariancia adiabdtica del cociente densidad de energia/frequencia,
se establece directamente a partir del método de escalas milltiples.
Este resultado es conocido en la teorfa de cavidades resonantes [8],
sin embargo, nunca se ha usado el m8todo de escalas miltiples para de-
rivarlo en este contexto, permitiendo una mejor comprensidn de la si-

tuacidn.

Finalmente, se da una estimacidn para el error que se
comete al usar el método aproximado. Esta estimacidn involucra una
nueva identidad de energia para la ecuacidn de onda obtenida usando el

métode de los multiplicadores.

Siendo este un articulo expositorio y un ejemplo del mé-
todo se ha tomado mucho cuidado en la discusifn de las motivaciones y

en el desarrollo bastante detallado de los cilculos.

Varios de los resultados son nuevos en este contexto:
por ejemplo la estimacién de energia y el uso del método de escalas

miltiples para problemas de frontera mdvil.

Finalmente quiero agradecer a los doctores J. Ize, A.A.
Minzoni y F. Sabina las fructiferas observaciones y discusiones sobre

este problema.
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1. Planteamiento del problema y descripcidn del método de solucidn.

Se tiene una cuerda de longitud £ , que inicialmente estd
fija en los extremos a y b, y estd vibrando. Su desplazamiento trans-
versal es u(x,t} en el punto x y al tiempo t. Al considerar que estos

desplazamientos son pequefios tenemos que u satisface la ccuacidn de onda
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u cu_ =0 149

donde los subindices indican derivadas parciales con respecto a la va-

riable correspondiente y ¢ es la velocidad de propagacién de la onda a

lo largo de la cuerda.

ud

FIG. 1

Las condiciones iniciales del problema son:

u(x,0) = :-w.n-%‘;—u—c s ut(x,O) =0
donde n es el nimero de nodos, y las condiciones de frontera son u(0,t)=0
uff,t) = 0 es decir la cuerda esti fija. La solucidn de este problema
clidsico es bien conocida, usando por ejemplo el método de separacidn de
variables proponiendo una solucidn u = X(x)T(t) como producto de dos fun-
ciones una en x, otra en t, encontramos que la constante de separacidn

on .
es’ ¥ =7 y la solucidn es

nrx cnw
u * sen T cos ——

£

(En el caso de datos iniciales arbitrarios, desarrollandolos en series de




Fourier, la solucifn serd .una serie con término general de la misma for-
ma que en el problema que consideramos aqui). Ahora, {qué pasa si move-
mos la frontera? es decir, ¢si movemos la cuerda en el extremo b? En pri-
mer lugar, el problema ya no se puede resolver pogrﬁgparaciSn de varia-
bles, ya que la longitud de la cuerda va a cambiar y la constante de se-

paracidn ¥ deja de ser comstante.

Para plantear el problema consideramos un movimiento en

la frontera de la forméw

(1) = ﬂo + 0f (1) (2)

donde Ko es la longitud inicial cuando t=0, £(T) es la perturbacifn en
el lado b, y & su amplitud. Tendremos esperanza de resolver ‘el problema
cuando el cambio de longitud en la cuerda es lento. Esto sé refleja en

la variable T = et; donde € es pequeio.

Debido a que el cambio es lento y por #nalogia con otfos
sistemas mécd@nicos, esperamos la existencia de invariantes adiabiticos.
Estos invariantes son combinaciones de las variables dindmicas que per-
manecen practicamente constantes durante el movimientof La palabra adia-
bdtico, que viene del griego, quiere decir impenetrable, se toma de la
termodindmica cuando se efect@ian procesos adiabiticos, es decir sin trans-
ferencia de calor, siendo estos procesos lentos; la analogia est3 hecha

con la lentitud del cambio.
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Para resolver el problema se propone una sclucidn pareci-~
da a la que se obtiene por separacidén de variables, de forma tal ‘que cuan
do €0 la solucifn tienda a la del problema sin perturbar. La solucidn

propuesta es el desarrollo asintdtico dado por:

u(x,t) = F(t) sen?(?x)—+ eup +oaoe (3

y se satisfacen condiciones iniciales y condiciones de frontera. Sustitu-
yendo (3) en la ecuacidn de movimiento (1) y después de agrupar términos
de mismo orden en £ , a primer orden queda:
2 2. 2
cnw
(4)

F'(t) + =——— F(t) = 0
2% (1)

la cual resolveremos por el método de escalas miltiples. Esta ecuacidn

puede establecerse en otro contexto como lo veremos a continuacidn.

II. El problema del pé'xidulo de longitud variable.

Se estudia el movimiento de un péndulo. cuya longitud cam-

bia lentamente. La ecuacidn de este movimiento [3] es:

% 22%9') = -g £ sen?d

O Sea:

£9"™ + 2¢8' + g sen 8 =0 (5)

donde £ su longitud varfa linealmente como £ = ?’o + et, KO es la




longitud inicial para t =0, g es la aceleracidn de la gravedad, 6 el an-
gulo formado con la vertical, € es un parametro pequefio que es propor-
cional a la velocidad a la cual se acorta o alarga el péndulo. La situa-

cidén se ilustra en la fig. 2.

Lz/z:;;:.n‘<44,, ‘s il

AV

FI1G. 2

Si tomamos y=£6 , es decir, oscilaciones pequefias, se tiene que y* = £&'

+ e, y" =£6" + 268" por lo que (5) se puede reescribir como:

w2680 LBy e B,
€(e+z+£e) y+gy=0

y vamos a resolver la ecuacidn

y||+£ +€ty=0 (6)

0

esto es, cuando ¢ varia linealmente.

II. 1) Solucidn exacta y su desarrollo asintdtico.

Para resolver (6) hacemos el cambio de variable -

_¢ . a4 __a  d? 2 _d°
z =0 + £ty tomamos el R ve > g2 » Por lo que (6) nos



queda como

L M

Por otra parte, nos fijamos en la ecuacibn de Bessel

du , 2@-Bv)+ 1 du 2,2 28-2 , alo=2B¥), . _
dzs ¥ z 5 T 8%z + = }u=0 (8)

cuya solucidn sabemos [9] que estd dada por
= 22070 (vd) (9

C es una funcidn Cilindrica de orden » ; podemos igualar los coeficientes
s P B

de (7) v (8) para obtener los valores de los indices a,3, Y, y ¥ asi

BZYZ =_gz_,

2(0-8y) + 1 =0 28-2 = -1, a(a=28%) o7

0 v

de estas cuatro ecuaciones, con cuatro incdgnitas, que se resuelven fa-

cilmente , obtenemos los valores para las dos soluciones, una con a=J ,

B=%,Y=-2-§ yv =1, y la otra con a=-1 ,S=% Y=2'E/-',V=-I.

Ahora, podemos escribir, sustituyendo estos valores en (9) la solucidn

de (7) como :

Azl’lzcl(%‘—?zllz) + 812 ¢ (%g— =12 (10)

escribiendo estas funciones cilindricas en términos de las funciones

Bessel usuales, a partir de las relaciones

C1 =nJ, + mYl , (?_1 =aJ_; +mY_; {9 pag. 83] (11)

y considerando J_; = -J, ¥y Y_; =-Y, [ 9 pags. 15 vy 59 ] 1la solucidn
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(10), en términos de £(ct) es :

1/2
v= ¢ (c JI(Z—E/—ZEI/Z) + D_YI(Z—E/EZUZ)) (12)

con C y D ‘coeficientes constantes. Como estamos interesados en el compor-
tamiento de y cuando €-0 encontramos el desarrollo asintdtico de y. Para

ello, usamos los desarrollos asintdticos de .Il(z) y Yl(z) con argumento

z = ZE-—EZUZ » que tienen la forma

2 1/2 3 T D".qQ,2
JI(Z)“(TZ-) / ICOS(Z-Z L)) (q)—(zln;.l)— -
m=0 (22)

(13)
3.0 % DT (,2mH)
- sen{z->T) ): Ao U Zmdl)
4 =0 (zz)2m+1
y
[so] m °
V@)~ () P sena- 3wy ] DI 2m)
z 4 2m
m=0 (2z)
(14)

3 ® D", 2m1)
- cos{z-=>m) 2 ——t—n 2
4 =0 (22)2m+1

donde (l,m) = 1"(% + m) /m!I‘(%-m) » | 9, pag. 199]

Con el fin de comparar con resultados posteriores es conve-

niente escoger

8
¢ - a(LEV2 2 g vz, B (15)
€ € o 4 €
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oy o 8
D= AL Byl/2 . 2Ye,l/2 3w o, (16)
€ £ [} 4 €

con Ay 90 dependientes deec. As1, el desarrollo asintdtico de la s0lucidn
lo obtenemos, sustituyendo (13), (14), (15) y (16) en (12) y reemplazan-

do z por su valor, obtenemos:

] [ _qy 2m
g1l A[cos(2:’_‘g(ﬁl/z_1,_01/2) - 20)F (-1) (1,52)3 _
w=0 (/) L
arn

2m+1

[+

275, ,1/2 172, & -1"Q,2me
~ gen( £ - 277 - 2
€ o] € mZD (4@211&1 Lnﬂ-l

]

Examinemos ahora en detalle la fdrmula (17) En primer lugar notamos que

-1a serie obtenida para 'y no es convergente. Para probarlo usaremos el cri-

terio de Cauchy; es decir, queremos probar que

lim
il ot ed

%ol
a
m

>1

El término o estd dado por

- DA, 2me’™
™ (4@231 2n

y dividiendo dos términos consecutivos de la serie ,

Omt1 - (1,2m+2)€2 (18)

% (&f}';w)z(l,Zm)ﬂ
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que reescribiendo (18) en t&rminos de funciones I', usando la relacidn

I(x+1) = xI'(x) nos queda

ml _ _ _€® (3/2 + 2m + 1)(3/2 + 2m) (3/2 - 2m -1) (3/2-2m-2)

oy lég (2m+1) (2m+2)

€2 ((m+ 1)? - 9/4)(2m + 3/4) (2m + 1/2)
log £ (2m+1) (2m+2)

la serie es alterna, pero [am+1 |>|am| para m grande, no tenemos conver-

gencia.

Nos preguntamos pues qué utilidéd tiene esta serie divergenteﬂ
Como estamos interesados en representar a la function y(t) para e pequeio
vemos [ 9 , pag. 209] que al truncar las series en m=q el error que se
‘comete es menor .y ‘del mismo signo que el t&rmino q+l y tiende a cero si
€>0.Es decir la aproximacién mejora como una funcidn de € yno dé m. Es
por esto que la falta de convergencia de la serie como funcidn de m no es
relevante para nuestro éroblema; Este tipovde convergencia se llama asin-

totica.

II. 2). Solucidn por el método de escalas miltiples.

Queremos una solucidn que sea vilida para tiempos grandes-[7] y
Suponemos que existe una representacidn asintdtica de la solucidn a la ecua

cidn (6) , y(t) dada por
y(t) = ¥, (Tn) + ey, (T,n) + ..

Nos hemos dado cuenta que en el problema existen dos tiempos, uno lento con
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el cual varia la longitud, y otro ripido, el de la oscilacidn; T = et es

el tiempo lento, la solucidn exacta nos sugiere que Y, se tome como:

y {1,n) = A(T) cos 8() (19)
o €
- _ 8(ct) -
y queremos ademds que ¥, = 0(l); n = e se toma asi para que la fre-
cuencia de oscilacidn w sea de 0(1) , w = dn _ i<ﬂ,(_3ﬂ =9 , donde
dt  dt* €

s _do
8- dt

Esta aproximacidn

"‘g) + ey, (£) (20)

y(t) = A(T) cos 1

se sustituye en nuestra ecuacidn (6).

Antes de dar el resultado es {itil notar la forma de y', y", etc.

que estan dadas por

' A 8 _ 48 S e A = S -
y'(t) = €A cos . A8 sen cten donde A = I A(T) , T=et

(21)

" = 2% Q_ A Q_ n 2__ 22 o on
y'(t) = €“A cos ps 2eA3 sen c €A 8 sen c AB“ cos p + ey)

Substituimos ahora (21) en (6) y agrupando términos de potencias

iguales de €, obtenemos
g - 8 - s s ) e 8
Ly = <I_ - 09)A cos E+ E—:(Ly1 - (2A6+A8) senE)-I-e A cos T = 0 (22)

donde, Ly = y" + -Zg-y

Una manera de satisfacer (22) es igualando a cero los



coeficientes de las varias potencias de ¢ independientemente. Obtenemos

asi a primer orden

62 = g/ de donde

oty =8 +2/8@ Y202y J 9 4+ 5.
(6] [e] Q

Igualando a cero los términos de orden € tenemos
) + 8/ y, = (248 + A B) sen 8/e (23)

que nos da una ecuacidn para ;1 en términos de A y 6. Observamos que el
lado derecho de (23) tiene la misma frecuencia que la del oscilador ya
que 82 = g/ Es decir, ;1 representa una oscilacidn forzada a la frecuen-

cia natural. Por esto, para evitar su crecimiento debemos de tomar
248 + A6 = 0. (24)

En el caso contrario, el lector puede convencerse resolviendo (23) por va-

riacidn de par@metros que }1 crece y en este caso la aproximacidn
= + ey

ya no es buena, ya que el término é;l que era pequefio inicialmente crece
con el tiempo hasta comparar con yo._Este proceso se llama el de elimina-
cidn de términos seculares y para su descripcifn completa referimos al
lector a los libros de Lin y Siegel [ 5 , pag. 329)} y Nayfeh [ 7 , pag.

25 J.

Integrando (24) tenemos
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A%6 = constante

de donde
ay =a eV (25)

donde Ao es una constante arbitraria. Finalmente tenemos

= Ao£1/4 cos(8/e + SO/E).

0

Buscamos ahora una solucidn para §1 en la forma

6
v = e = u—-l
¥y =V + €y, con vy, Al(T) cos =

) ]

ot (8 - §2 e Y 5 - (2A.5 8 L
entonces: L(y) = €( r3 61)Al cos — + e {Lyz (2A181+ A191) sen = +

. e . R "
A cos ry + €*A cos % ; procediendo de manera andloga, obtenemos
Si ¢ como 1o hicimos para Yoy pudiendo nuevamente resolver ahora para

61 = § + cte, esta constante se escoge de tal manera que tengamos una re-
3l
lacidn sencilla entre cos =y sen % para poderlos agrupar, y comparar

asi con la solucifn exacta. Tomamos pues

61=6+T,

9 8 %) 8
por lo tanto, cos E—= sen — , cos ry = -sen E—; que en L(y), esto nos
permite obtener la ecuacidn para A1 , de los t&rminos en €?

24,6 + a8 -A=0 (26)

multiplicande por ) y sustituyendo por su valor obtenido anteriormente se

tiene
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de dende
I S WA NS L
1 42 27 ¢ 1
es decir
™V =5}§£”" i 27

ahora, reemplazando A por su valor (25) y derivando dos veces con respecto

a Tt , nos queda

-7/4

por lo que en (26) e integrandc obtenemos, escogiendo la constante de in~
tegracién como 8,

~1/4 _ 3 A -1/2
Alﬂ = 7g-' Z

16

de donde

_3 1 A ,-1/4

S R 7',?['
Ahora ya podemos obtener Ey1 s
6 8 +6 o
ey, = SAI cos E—l = —Aﬂll!' sen( OE (1) (11’/12)?'
4/g

3 3 3

donde (1,1) = F(? + 1)/F(E - 1) =Z

0

- ) - -
Escogemos y, = A, (t) cos ~§ + €y3 =y, + Ey3 s, quedando para Ly ,

2



8 8
- 2 & _ .2 _1 — ~ . . 23 u-.?_
Ly = [ (E GZ)A2 cos — + e(Ly3 (2A282 + Azﬁz) sen -

- 61 S 0.
+ Al cos i;‘) + € A2 cos Efd

y repetimos este procedimiento, escogiendo nuevamente 6; = %‘, integra-

—

. s 3%
mos y tomamos la constante de integracidn como 5 de manera que nos

queda

- £
8y =8+
y por lo tanto,
o Lo 2 % 8.
= sen— , cos — c

la ecwacidn para obtener AZ es:

que resolvemos en forma andloga a (26), obteniendo

—1/4). __1 ‘81/4 _x

)t e 1

ya conocemos A lo reemplazamos por su valor, integramos en el tiempo

1 ’

pudiendo asi obtener A dado por:

2 3

1 n
- apl/e (1) (L,2) 1

Ay
(Ve ¢t
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r(3/2 +2) _ 15
2r(3/2 - 2) 28

donde (1,2) =

asi, ya podemos escribir el tercer témmino del desarrollo,

O+ © ,=01a,2)

(4 /)2

2 - __Azl/Z%

e’y 2

1
cos( ks

Para encontrar los siguientes términos, usaremos induccidn,

sl queremos obtener AZm y A2m+l » suponiendo que conocemos AZm—l’ es—
cogemos

52 = & = Ew

eZm ¢ que nos da eZm eZm—l + 2

eZm m )
por lo que cos —= = (1) cos e

.2 = -g- = g_T_'.
62m+1 ¢ due nos da 82m+1 62m+ 5
por lo que cos —zigil = —(-l)m sen g
(28)
s eZm - se eZnﬂ-l .
y cos 2 = sen ——— 3
las ecuaciones para AZm y A2m+1 estaradn dadas por
2A2m . A2m N A2111--1 0
. « . (29)
8 + A 0 -4 0
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y suponiendo que AZm—l esta dada por,

_ arl/t (1,2m-1) 1 : (30)

A

siguiendo el mismo procedimiento que se llevd a cabo para encontrar Al,

y Az, de (28 y (29) encontramps al poner el valor de 6 , para Azm v A2n+1

-1/4 1 21/4 -

(AZIlz )= 2/5\ A21'!1--1

Y Y4 1/4 b
(A, g~ V4o 1 gy
T 2mt] 2 /& 2m

enseguida, derivando (30) dos veces con respecto a T ,

Ay - -A(1,2?:_11) @3/ ¢ 14
4 /8)

R, = 2LZD (oo3ys) @+1/4) pm3/4
%V

sustituimos en (31), integramos en el tiempo, obteniendo Azm ,

/4
__AL (1,2m-1) (2m+1/2)(m=3/4) p-m

A -

(32)

por otra parte, la expresion (1,2m-1) en t&€rminos de funciones I es

(1,2a-1) = r{3/2+2m-1) _ 1 r(3/2 + 2m)

2n-1)! r(% - m) @) G+ 20-1) G -2mT @3 - 2m)
2 2 2




- _ m(1l,2m) (33)

2o+ 1/2) (m-3/4)

que sustituimos en (32), por lo que

1/4
_ AL -m
S (1, 2m)

A =
(4/g)

2m

Este valor ;.08 permite encontrar de (31), siguien-

Aomtl

do nuestro procedimiento de derivar este valor dos veces con respecto

a T, sustituirlo en la ecuacién correspondiente e integrarlo en el tiempo

AZIM

- _— [-Z(m - 1/4) (m+ 3/4)(1,2m) ] z—m-1/2 (34)
Ve

m+ 1/2

A2m+1
La expresidn (1,2m+l) escrita en términos de funciones I' es la siguiente

r(3/2 + 2mtl1) - —(m-1/2)(3/2 + 2m)(1,2m)

(1,2m+l) = 3
(2m+l)!P(§--2m-l) (2m + 1)

que es igual a la que se tiene dentro del par@ntesis cuadrado de (34) 1la

cual finalmente queda como:

_aett (0w .
2wti 4 /E)2m+l£m+l/2

Utilizando las ecuaciones (28), (33) y (35) vemos que la serie

) e™ (t,et)
m=0 w

obtenida por el método de escalas miltiples coincide con el desarrollo

asintdtico de la solucidn exacta obtenida en (17). Esto nos prueba que
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el método de escalas miltiples efectivamente nos da un desarrollo asin-
totico de la solucidn al problema ( 7). Con w0 tenemos la solucidn a
orden uno que nos da una muy buena aproximacidn a la solucidn exacta ya

2

que el error es proporcional a € cuando € es pequeiia.

II. 3). Invariante adiabéticq para el péndulo.

El haber encontrado la solucidn exacta nos indicé la for-
ma de la solucidn para el método aproximado. Ahora, el hecho de que se
recupere el desarrollo de la solucidn exacta nos da confianza para usar
el método y resolver el caso con una £ (ct) genefal. Proponemos una so-

lucidn de la forma

y(t) = Alet) cos Jié££2-+

ey, + .. (36)

que representa una oscilacidn con amplitud modulada A(et) y fase 8(et)/e.

Sustituimos (36 ) en la ecuacidn del movimiento del péndulo

yu+__g___y=0
£ (et)

resultando de agrupar términos de potencias iguales en £, que a orden

uno tenemos la ecuacidn para eacontrar 6

[-82 + Z-&] A cos

m o
]
[

quedando que

8(et) = [g/L (ev)] Y2



De los términos a orden €, se tiene la ecuacidn para encontrar A(et),

en la forma
A6 + 248 = 0 (37
Integrando (37) obtenemos

A28 = cte (38)

La ecuacidn (38) tiene una interpretacidn interesante que es la siguien~
te: nos dice que el producto A28 es practicamente una constante del

movimiento, como A% estd relacionado con la energia E(t) por la formula

E(t) % y'3(e) + % w’y?(r) = % A%82 + 0(e) (39)
vemos que el cociente
E/w

es constante a orden uno. Este cociente es un invariante adiabatico.
El resultado es bien conocido de la mec3nica cldsica [4 ]. El recobrar
este resultado conocido nos da confianza sobre la validez del método en

el caso general.

ITII. Problema de la cuerda con longitud variable.

Consideremos ahora el problema de las modulaciones en una
onda estacionaria en una cuerda cuya frontera se mueve de acuerdo con

la ley £ (ct). El problema a resolver es

u_ -c?u =0 0sx < £(et) (40)



y las condiciones iniciales se escogen de forma tal que la solucidn re-
presente un modo normal de oscilacidn, con la idea de resolver el caso

general para series de Fourier.

III.1). Solucidn exacta en un caso particular.

En primer lugar escogemos una variaci6n,£(et)=,ﬁo+ £t
donde € es pequeila y es la velocidad con la que se mueve la frontera.

Tratamos pues de encontrar una solucidn de (40) en la forma

u = F(t) sin nix

£ +¢et
o €
Obtenemos asi a primer orden la ecuacidn

g 2l 1)
», F=0
(£°+ £t)

Esta ecuacidn diferencial ordinaria se resuelve exactamente haciendo un

cambio de variable, de £=f + gt, tenemos que d¥ =sadt, por lo que

o]
drF dF d’F _ , 4&%F . .
3c - S@F y aZ = € T que sustituyendo en la ecuacidn para
F(t) nos queda
2 2

E_F+k_F=0

a2 g%?
con k2 = (cnm)?

esta es la ecuacidn de Euler, cuya solucidn conocemos, se encuentra
. . . r
ficilmente al hacer nuevamente un cambio de variable, F=I" , que para

/ 3
este caso, r = 1/2 + iv k2 - EZ /€ con k% >e?/4 solucibn para el
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radical positivo, quedando,
7 _ .2
F=A 31/2 cos (Q——E-ﬁ 1ogL + ¢) (42)
o £ to

con [e|< 2cam, para n>0 . Ay ¢ se determinan por las condiciones imi-
ciales a primer orden. De hecho |e|< ¢ para tener una solucidn Gnica co-

mo se ve facilmente al usar el método de las caracteristicas.

III. 2) Solucidn por el método de dos tiempos.

Para resolver la ecuacidn (41) por éste método, proponemos

una solucidn como la que empleamos en el caso del pendulo (Sec.il.?:

F = A(et) cos e(zt) + gF.

La forma de F' y F" es la misma que (21). Se sustituye la solucidn pro-
puesta en la ecuacidn de movimiento, se agrupan términos en la manera
usual obteniendo nuevamente una ecuacidn de la forma de (22).

De los términos a primer orden obtenemos el valor de 6,

chT=é, como 6 = & va que dl= drt

al

integrando nos queda,

8 = cnw log£+ 60

o}
Los términos a orden ¢ nos permiten encontrar A: multiplicamos la
ecuacién 2A5 + A8 = 0 por A, reemplazamos 8 por su valor arriba obte~

nido, quedando



A=a 212
o
y la solucidn queda como
A 111/2 cos | <L £
o) €

logz— + 0
[¢]
0.

Vemos asi que para € pequefia esta solucidn coincide a ordem uno con (42)

va que
—_— (k z 2
cos |V k% - €%, log +¢| = cos [ £ logy(1- S )+ ¢} =
e e Tk 8k%/1-o0efk
enm; £ g? k. £
= cos8 _l + ¢ J {1"' —_— . '-}+ sen [_1Og_+ ¢]
[ el 64k? (1-0e2k?) . €77

(o]

- E—
{8k V' 1-0£2/,k?
donde 0Ogcog 1,

y notando que % 1ogﬁ— tiende a EL si € tiende a cero.
o}

Finalmente la solucidn u de (40) tiene la forma

£

A 2/2 cos (&% log£—+8 ) sen LLLES

£ (et)

En este caso vemos como el método de escalas milltiples tambi&n nos provee

una solucidn para el problema.




Estamos ahora en posicidn de resolver el problema cuando

£ (et) tiene forma arbitraria:

- 2 =
u - Cfu 0 0<x < &(et)

u(0,t) = 0 = u({fer),t)

u(x,0) = AO sen nIx
2

o]

ut(x,O) =0

donde la condicidn inicial refleja el planteamiento mas general de series
de Fourier.
Basdndonos en la experiencia anterior, proponemos una

solucidn de la forma:

u(x,t) = A{et) cos Q-%-t—)- sen %?) + su'(’)(x,t)

(1)

Queremos encontrar las funciones A,8 y u con A(0)= Ao y 8(0)=0

para satisfacer las condiciones iniciales a primer orden; por convenien-

Blct)
€

nnx .
y f(x,T) = sen —— Usamos la notacidn

2 (1)

cia llamamos T =ect, ¢ =

B para la derivada, ailin parcial, de cualquier funcidn B con respecto aT.

(€))

. - - 1
La funcidn u (x,t) debe satisface las condiciones de frontera u( )(O,t)

= u(l)(f(t),t) = 0 y las condiciones iniciales
D ix,00 =0
uél)(x,O) = —i—-;(—g—)- AO nTx cos _1'1_%[_)_{__ [\(0) sen n;n;_x (43)
o A
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Tenemos entonces, procediendo como se ha dicho en los casos

anteriores que:

u, -czuxx = A(T)f(x,T)cos ¢ [ §(n)- Fa%g)]zl

+efu® -czug) - £(A8 + 2A8)sen ¢ - 2EAD sen d)l

+ ¢2 (Af)" cos ¢ =0

Es claro que de los términos a primer orden

82 = (27)2 = w2 (1) 3

&A1)

en cuanto a la ecuacidn a orden €& debido a su forma, proponemos para

e

una solucifn particular, separando variables, dada por:

v(l)(x,t) = fl(x,r) sen ¢

. 1

que satisface la condicidn inicial v( )(x,O) = 0 vy desde luego no tiene
1

por que satisfacer la condicidn inicial de UE ) (43 ). La dependencia de

f1 con el tiempo se ha escogido en el modo lento en forma tal que al de-

rivar con respecto a t tengamos un factor de € . Ademis fl(O,T) =

fl(lzT),T) = 0. Entonces:

_ 2 - _ .2 2 . .e . -
u c‘u € {fle + c f1xx + £(A9 + 246) + 2f AB} send

-

Como queremos que los términos de ordenm € sean cero, debemos resolver:




£+ (RTy2 ¢ _ —(AD+ 240), 248 ;
1xx 1 C2 CZ

que congideramos como una ecuacidn de segundo orden ordinaria en x, donde
T interviene como un pardmetro. Como sabemos que la solucidn general de

la ecuacidn homogenea es

a.o cosﬂé-so sen—tﬂgE
£ £
nix * amx £ nnx
yvyque f£f=s8en— , f = -——— cog — ,
4 22 £

vemos que tenemos un problema de resonancia que se puede resolver ya sea
por variacidn de pardmetros o bien proponiendo una solucidn particular

de la forma:

T -
x?) sen X 4 (Slx + Bzxz) cos HX

{(a.x + a,>
1 2 2 Vi

En ambos casos se comprueba que la solucidn general es:

f1=ao cosﬂ+8 senrm—xii-—i—---Aaéx2 senBH
Ia ° ¢ 22 ¢ 2
v L2 5t s a8+ 225) cos DTX
2amC? 14 £
Si imponemos fl(D,T) = fl(?_,'c) = 0 tendremos o =0y Ad L + A.S- + 240 =
[4
=L @azedy = o (44)

Al

De donde AZC 8 = cte y reemplazando 8 por su valor obtenido anteriormente
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vemos que

A2 cnn‘e - A2 &um o,

z 0g °
C

, entonces A = AO

Notemos que &sta {iltima condicidn no es de extraiar ya que el problema

v + (EE.)Z v.=0 con v(0) =v({) =0

. . nrx
tiene como solucidén v = vo sen —— entonces para encontrar una solu-

cion a:

£ +(n_:)2 £, = g(x)

Ixx 1

necesitamos que g(x) sea ortogonal a v segin la alternativa de Fredholm

[10] es decir:
£
[ g(x)v(x)dx =0
o

En nuestro problema tenemos que

gx) = - L (Aa + 2;\5) sen934--gﬁ——‘—‘:r—r}—z(:osIIE
? 2 ce? L

por lo que

£

» .

g(x)v(x)dx = - —é—-(Aé + 20800 - AB L
202 2c2
Por otra parte la misma alternativa de Fredholm indica que

fl serd unica si se escoge de manera tal que




L
J fl(x)v(x)dx =0
o

Aqui, para fl(x) = [B + A A S'Exz] sen ZIX
[s] 2 2 f
c

AL
tenemos que % = - = [n'n’x - ]

2¢ 3 2nm

Si queremos que u(l) satisfaga la condicidn inicial apro-
(1) (1)

piada hay que ahadir a v una funcidn w que satisfaga

2 @)

tt XX
v (x,0) = 0
v x,0 = v x,0) + 2@ 4 onx cos BTE - a(0)sen 27X
22 ° I
Podemos observar que si en lugar de u(l) tomamos v(l) come-

teremos un error de orden € en las condiciones iniciales que a su vez in-
duce un error de orden £ en la diferencia de energias entre la solucidn
exacta y la aproximada. Este es de todas maneras el error que esperamos

a ese orden por lo que es suficiente tomar

u(x,t) = Ao cos ¥ sen %gi +¢cf (x,r) sen ¢ + r(x,t)

donde r satisface

2 o _p2 - A a _~3 %
ttt(x,t) cir € |((Af)" + 2Af1 + 8)cos %1 £ £, sen ¢
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r(0,t) = r(£(1),t) = 0
r(x,G) =0

- o or| x omix oo 1 x? nmx
rt(x,o) = E‘rK(O)AO '?'o £0 cos zo Ll e +ﬂ§ sen KO

Notese que r_ en t=0 precisamente compensa la diferencia ut(l) - vt(:l) en

t
t =0,

Para estudiar la solucidn es interesante examinar la energia aso-
ciada con ella. Estd definido por:

L(et)
E(r) =% (Ui + czu;)dx
0

tomando las derivadas parciales de (45) con respecto al tiempo y a la posi

cidn, las cuales estdn dadas por:

- nrx nnx nnx 2
v, AOB sen ¥ sen T 5[—52_ Ao cos —5— ﬁfl}cos v + 0(e“)
= T nrx 2
u Ao 7 cos Y cos 7 + eflx sen ¢ + 0(e“)
vemos que
£(1)

. T w2 u
E(t) = A;‘; 8% sen® v sen? X + (%) A;‘; coéu] +

1
2 £ £

E(ZGAE % X sen ¥ cos ¢ sen n_}{g cos % —262A0 seny cosy sen __nzx f1

+ ZCZAO %T sen ¥ cos ¥ cos _nz_x flx) + 0(€2£ldx}
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de donde a2l integrar por partes el {ltimo t&rminoc nos queda

x sen >cos TX dx + 0(e2?)

4
f nnrx .
£

E(t) = 1 A2 é?'ﬂ + eéAz n—wi-sen&p cos ¢
[} Q Kz

&~

(o}

es decir

E(t) = A; 622 + 0(e) - (46)

1
4
y recordando que en el problema del oscilador armdnico la energia entre

la frecuencia es un invariante adiabdtico, vemos que en &ste caso se tiene
la misma situacidn, con (44),

E(e) . 2 A2 82 + 0(c) = cte + O(e)

w(r) 4

Encontramos de esta forma que también aqui el cociente
Energia/frecuencia permanece constante, cuando hay cambios lentos en los
parimetros del sistema.

Notemos finalmente que el término en € en la expresidn de

la energia coincide con el primer t&rmino del producto»~x,utux-3; . Es de-

4
cir, si definimos
L(et) .
&(t) = —1-[ (W +c*®2+2exu u ti)ax (47)
2} t X t X£
-0
entonces
&(t) = lA; 822 + 0(e?) (48)
4

Volveremos a hablar de nuevo sobre esto en la dltima parte.
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Terminaremos esta seccidn desarrollando otra manera, més

sistemitica, de obtener el resultado.

Proponemos un desarrollo para u de la forma:

u(x,t) = A(et) cosy sen ™= + ¢ v, 1,x) + rox,t)

£ (1)

donde resaltamos a proﬁc‘»sito la dependencia de u en los dos tiempos, el

rapido t o equivalentemente ¢ , y el lento T. Obtenemos entonces:

u, =€ u_ = A(D) £(x,7)(8? (T)—(?"—)z)wt‘ﬂ’ +

(1)

( e .e . .
et zé czui;)—[fme+ 2Ae)+2fA9] sen«p}-x-

tt

g2 {(Af) cosy + Zu( 8 +u a )G +¢ u(l)} +r., -c? T

¥ las condiciones de frontera

1,0 = D@t @) =0

Para las condiciones iniciales tenemos

u®0,1,%) = 0
(1)

y nos queda por determinar u‘p . Esto es de esperarse ya -que como vimos

1 3 -
antes u( ) puede escogerse de dos maneras que dan una diferencia de orden

(1) (1)

€ en las condiciones iniciales. Podemos escoger u incluyendo w o no.
Optamos por obtener el mismo resultado anterior por otro camino.

Para r tenemos que:

1)z (1) 2

6+u¢ (1)

r,, ~c2r._ = -2 [(Af)" cosy +2u

g +€u
tt XX

o]
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r(0,t) = r®,7) = 0

r(x,0) = 0
rt(x,O) = -e[é—(g) A namx cos X -A(O) sen LLULS -u(l) (0,71,x)]
(2 [¢] .Z 14
o] o) 0

Tenemos nuevamente de los términos a primer orden que
82(r) = (2L )2 < w2 (1)
£@)

y de los terminos a orden ¢ :
éz(e)u;;) - czui;) = [£(x,7) (A8 + 248) + 2F(x,7) AB] send (49)

donde T es um parametro.

Como la ecuacidén homogénea tiene por solucidn

sen X gen ¢ o sen 27X cos ¢
L) 2 (1)

es de esperarse que el lado derecho pueda forzar em resonancia al modo

nnrx - . . .
normal sen ——=  Para investigar esto examinamos el comportamiento de la

L(t)

proyeccidn de u

(1)

a lo largo del modo normal que nos interesa. Para esto
. - P n"x .
multiplicando esta ecuacidn (49) por sen —£— e integrando en x entre 0 y

£ vemos que

2
1 1 » ow »
(uvgp) + u( )) sen X gy = —-}—~[(A8 + 2A0M + A8 £] sen v
2 262
o}
usando f(x, ) = sen LLLES como lo habiamos denotado antes.
2

Ahora, si llamamos

2
b(y) = u(l) sen 2X gy
£
)



|
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que es la proyeccidn deseada tenemos:

BU(P) + b(p) = —i— (a282£)" sen ¢ (50)
2482
con
b(0) = 0O
£
b'(0) = J u(l)(O,T,x) sen TX 4x .
v 2
0

Esta ecuacidn es la de un oscilador forzado en resonancia. Es facil ver

que su tnica solucidn es

b(p)= —(—A-—’L)E:’-Q.(\o cos ¢ -~ seny) + b'(0) senvy
4 8%

El término proporcional a ¢ cos ¢ es el efecto de la re-
sonancia. Para tener unma solucidn acotada para ¥ grande debemos tener
(A2é<f) = 0. Esta condicidn es la misma que se obtiene usando la ;lterna-
tiva de Fredholm. De aqui vemos que el uso de la alternativa de Fredholm
elimina los t&rminos no acotédos.

Debemos pues resolver

éz u;;)— uii) = A (fé + 2 fé) sen ¢

para esto procedemos de manera andloga a como lo hicimos anteriormente
obteniendo v(l) como una solucidn particular, verificando esto el resul-~
tado que ya se habia obtenido.

Hacemos notar que en un problema diferente al estudiado en
este trabajo es conveniente usar el segundo método ya que es mas directo

para tener control de los diferentes Grdenes de magnitud.
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I1I. 3). Ejemplos numéricos.

Con el fin de ilustrar 1z forma de la solucidn, calculamos numé~

ricamente algunos ejemplos:

4{) Frontera con movimiento senusoidal.
En este caso tomamos

£ (et) = £ + 8 cos = et
o lo

que corresponde a un movimiento de vaivén de amplitud § en la frontera -

derecha de la cuerda. La solucidn a primer orden es:

™
u(x,t) = Ab cos %-J U S ds| isen LLLIRS =
£ +8coso— s £ +8 cos 5 €t
o "o KO - o £0

Es conveniente antes de graficar u(x,t) examinar su comportamiento. En
primer lugar, vemos que la posicidn de los nodos que son los ceros de ~
la funcidn.

[ ome ]

sen
l£ +8 cos Jl-st}
° to

cambia lentamente con el tiempo y de una manera periddica. Esto se obser-

va cuando se juega con una cuerda.

En un punto fijo x vemos que la amplitud de la oscilacidn -
dada por

nmx

£ +8cos = et
o £0

donde Ao es una constante, es una funcidn periddica cuyo periodo es --
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2L

8]
€c

, el cual es muy grande comparado con el periddo ‘del modo normal 1li-

bre que es z‘to

cn

Finalmente la frecuencia de la oscilacidn para § pequefia est3d dada por

w-= 6 (er) = %’1 |:1 % cos % etJ
o]

o o
Esta es la frecuencia de la oscilacidn libre modulada periddicamente. Es
decir el periddo de la oscilacidn completa cambia lentamente con el tiem—
po y tambié&n de una manera periddica.
La descripcién cualitativa de la solucidn que hemos dado la po-

demos apreciar en la figura 3 para la cual se tomaron los siguientes va-

lores:

c = .5m/seg — la velocidad de propagacidn de la onda en la
cuerda.

n=2 el niimero de nodos.

io = 1.0m la longitud inicial de la cuerda

g=.1 el parametro pequefio

§ = .5m — amplitud de la perturbacidn

t — el tiempo varia de 0 a 120 seg.

x = ,5m el punto fijo, que se toma por ejemplo con es-—
te valor.

En primer lugar notamos en la figura que la amplitud de la onda
cambia periodicamente como lo esperabamos. Ademas el cambio es lento. Se
aprecia igualmente que el periddo (distancia entre dos ceros de la grafi-

ca) también cambia con el tiempo. Este es el efecto de modulacidn en fre-



cuencia, se ve como los ceros estin mds separados en la parte izquierda, luego
se juntan como se ve en los dos pulsos centraies, para luego volverse a sepa-
rar. Si estimamos el error, es decir, la magnitud de Eu(l) vemos que es para
los parametros dados de 0.340. Esto no es pequefio. La razén por lo que se -
escogieron estos parametros fué para que la figura 3 cupiera en una hoja tamaiio
carta mostrando los efectos deseados. Si escogemos € = .05 tendremos la misma

figura, pero extendida sobre un intervalo de tiempo mids largo que no resultd -

conveniente.

Otro caso interesante es cuando el perfil de la frontera esta dado
c .
por £(gt) = Zo + § tanh 7tk Se considerd el caso 6 < 0, que representa un
(o]
movimiento de acercamiento que termina para tiempos suficientemente largos en

Let) = ZO + 8. Se espera que la solucidn para tiempos. largos sea como .una -

oscilacién libre con frecuencia natural o
. i iy A3
. : >

La solucidn para 8(et) gque obtuvimos de acuerdo con nuestras f8rmu—

las es:

8(et) = grogr {cmrec n7§ loglcosh SHIEE + f— sinh CE““)}
Q (o] C

0

de donde vemos que cuando t es grande

cni

7 +8 €t
o]

B(et) Vv

y por ende, la frecuencia es

cam

£ 46
(o]

w(er) v

(51)

En la figura 4, donde los valores tomados fueron los mismos.que en el caso -

anteriov,salvo que aqui n = 3. Observemos el cero en p, este es debido a que
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el punto x = 10/2 es un nodo del moviemiento, ya que

sen M e 1
2 {1-.5 tanh .05t

se hace cero para tanh .05t = .5, El hecho de que cuando t > ® la amplitud
tiende a cero se debe a que el extremo movil de la cuerda, donde la amplitud
es cero, se vuelve el punto LOIZ. Notamos ademds, que la modulacidn en fre—

cuencia desaparece de acuerdo con lo expresado en (51).

En la figura 5 se tiene la solucidn calculada para x = !.013. En
eate caso, cuando t + ® el punto 1013 ya no es ua nodo y el resultado es una

oscilacidn con amplitud y frecuencia constantes.

IV. Estimacion del error.

Vamos a estimar el error para el sftodo de escalas miiltiples en el

caso de la cuerda vibrante. Para esto lo que se quiere ver es que la funcidn

¢{x,t) = A cos 9-‘;—':1 sen 2‘(7-'::) + eu(l)

donde

es una buena aproximacidn a la solucién del problema:
u -clu =0 O0<x< f(et) t>0
u(0,t) = u(f(et),t) = ¢ t>0

u(x,0) = A, sen '1-12—1::1- 0€<x < £(0)
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u (x,0) =0 0 x<L(0)

Es decir, que u-y es pequefila para tiempos t suficientemente grandes.

Para estimar el error basta tomar la diferencia
r=u-y

que satisface la ecuacidn (45b). Por conveniencia la reescribimos:

L €2 h(x,t) O <x< L(et) , t >0
r(0,t) = r{l(et),t) = 0 t=20
r(x,0) = 0 0<x<L(0)

rt(x.O) = e£(0)z(x) 0 € x%L(0)

donde

hx,t) =-[(Af)" + Zefl + 5f 0os ¢ + ngl sen ¢
ca 0ifx ommx o oor_ 1 x? nrx
2(x) = A |z s * ( 6 4nT +W) sen 7 :l
ol 0 o o o

y dar una cota sobre el crecimiento de r como funcidn del tiempo.

Lo que se necesita es una estimacidn a priori sobre el crecimiento
de la solucidén. Por tratarse de una ecuacidn de onda tratamos de estimar la

energia de la solucidn al tiempo t en términos de la energia al tiempo t=0.

Sin embargo, de esta manera no se obtiene la estimacién deseada, ya que como
la frontera es movil aparecen términos de frontera (el trabajo realizado por
el agente que mueve la frontera) que no se puede estimar en términos de la -

energia.
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Esto nos hace peusar que en lugar de la engrgia E(t) debemos de
usar &(t), definida en (47), para acotar a priori la solucidn al problema.
El hecho de que en 8(1) aparezcan términos cruzados en u ux.nos sugiere que
debemos multiplicar la ecuacidn (45b) no solamente por rt sino por -

r, + ecg(t)xr . Esta observaciGa nos lleva a usar el método‘de los multi-
plicadores [ 6] que es una técnica que se usa con gran éxito para determinar
el decaimiento de soluciones para ecuaciones hiperbGlicas, pero que se usa

en el contexto de fronteras mOviles por primera vez.

La idea del método es la de multiplicar la ecuacidn por una combi
nacidén apropiada de derivadas de la solucidn, de esa manera se obtiene una

identidad de energia donde los té&rminos de frontera han desaparecido.

Para obtener la identidad deseada, multiplicamos la ecuacidn ori-

ginal por

2(rt + Exg(t)rx)

y obtenemos

2(r, +oexg(t)r, (r,, - r_) = 2e’h(r, + exg(t)r)) 52)

tt

Fl primer término nos da la identidad de energia usual pero con una contribu
cidén de la frontera. Esta contribucidn se balancea escogiendo la g(t) de -
manera apropiada. A priori no es claro que se pueda escoger una g(t) apropia

da y su determinacidn es la parte central de este argumento.

Vamos a proceder de la manera usual tratando de reescribir los tér-
minos del lado izquierdo de (52) como derivadas de una forma cuadritica em -

las variables r_y r_.
t X
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Asi por ejemplo, un t&rmino toma la forma

Zexg(t)r_ r 2exg(t)r r ) - sxg(t)(rt)i

tt

ZE(xg(t)rx rt)t - 2€xg'(t)rx'rt—e(xg(t)(rt)z)x +
+ eg(0) (x)?

Andlogamente con los otros tres términos, obteniendo asi la identidad:

(rt): + (rx): + (2exg(t)r_r), - (erézrt)xb- (eg(t)x(r)?)_ -

t
-(exg(t) (r))?) + e(g(e)(x,©)? + (x)?) - 2eg'er_ r, =

= 2€2h(rt + ecxg(t)r ) - (53)

Cuando g(t) = 0 (53) se reduce a la identidad de energia usual.

Integrando (53) entre 0 y £(ct) obtenemos

£(ct)
[(rt)2 + (crx)2'+ Zexg(t)crxrt]t dx - 2c2rk r, - ecg(t)x(crx}2 -

Q Sy

£(eT)
€cxg(t)(rt)2[£(st) + e (cg(t)[(crx)z + (rt)zl'-

o

- 2cxg'rx r, dx =
£(et)
2
2¢ h(rt + Ecxg(t)tx)dx

a

De aqui vemos que la forma cuadrdtica de la primera integral juega el papel
de la energia. (En el ap&ndice se explica otra manera de proceder) Para -
esto, es conveniente renovar la derivada del integrando en favor del t&rmino

que aparece al derivar el limite superior. Adem3s, resulta conveniente elimi
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nar las derivadas con respecto a t en la frontera x = Z(st) en favor de las

derivadas con respecto a x, ya que como r{f(et),t) = 0 tenemos:

r, (2(et) 1) + el(eD)r, (L(eD) ) = O

Efectuando estas manipulaciones la ecuacidn se transforma en

Z(st)
é% [(rt)2 + (crx)2 + 2€cxg(t)rxrt3dx + r;(l(et),t)[g(t)(-ec2£+€3£i2) -
o]
L(et)
- (e’ 4| (eg(O(r)? + (x)?] - 2exg’r r )dx <
[+]
L(ct)
= 2¢2 h(r, + exg(t)r )dx (54)
o

La ecuacidn (54) tiene, excepto por el término de frontera, la forma de la

identidad de energia. Para eliminar esos términos escogemos

g(t) = L(et)/cl(et) (55)

obteniendo asi relaciones que sdlo involucran integrales.

Finalmente usamos en (54) la desigualdad:

< £2 2 2.2.2.2.2
]Zf(rt + scg(t)xrx) £° + T + 2€cxg(t)rtrx + €°cgx L

e introducimos por comodidad la notacidn

1 exg cg -xg' (szzgz exg]

exg 1 -xg' cg
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&' (t) < e(o+Be) &(t) + e2g(t)

de donde
t rﬁ(es)
&(e) < §(0) + ezj J h?(x,s)dx ds) ef (HHEENE (57)
o o
- T T
ademds como £ § < y§ Af tenemos que
£(st)
E(t) = ri + (crx)zdx < v&(v)
o

y &(t) < 6E(t) Usando estas dos desigualdades en (57) tenemos

L(ct) t £(es)
T )? + (er)*dax < e[ SE(0) + J J 2 (x,s)dx ds]eS(OHBEIEY  (5gy
o

va que |£}, ¢, Il] . |.£l estdn acotadas y lo mismo x < |£| para toda t, la
funcion L(et)
l I h?(x,t)dx [ <M

[s]

para 0 €t < ®» donde M no depende de €.

La ecuacidn (58) es la desigualdad de energia buscada. Nos acota a-
la solucidn en términos de los datos iniciales y del término no homogeneo. -
Debido a esta desigualdad, es conveniente medir la norma (en energia) de una

solucidén r en 1la forma
£(1)
2 2
J [(rt) + (crx) Jdx

o

Nl’—'

E(TDr =

Usando esta notacidn, la Ultima ecuacidn nos dice que

e(otpelt

E(Dr = 0(c?t e )

- . -1
de aqui vemos que E(T)r es menor que € para tiempos t del orden € Usaremos
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-ahora esto para ver que”v es una aproximacidn a orden €, en la norma o la
- . R -1 :
‘energia, para tiempos t del oxrden € . Esto lo vemos calculando la norma

de u-¢. Tenemos

E(T) (umg) = E(T) (eu Dary < 28(1) (eu'P) + 2E(DT = 0(e2)+0(e2t G OAN

‘1o que nos da el resultado deseado.-

_— -2 Lo . -
Desde luego.para.t .= 0(¢ *) la aproximacidn ya no es buena. Esta
situacidn es la usual en los métodos de escalas wmilltiples. S§i se quiere una
. .. -2, O SR P :
aproximacién para t = 0(ge 7) se deben de incluir mas terminos en el desarrollo.
€1 ae 4 ;
En otras palabras, al incluir mds términos agrandamos el intervalo de validez

‘de la aproximacidn.
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APENDICES

A.l, En la tltima seccidn de este trabajo, se llegd a encontrar una -
estimacidn del error en términos Je una nueva norma de energia. Para ello
se multiplicd la ecuacidn LI c2rXX = ¢h(x,t) por (rt + €cxg(t)rx) que
nos condujo a determinar el valor de g(t) para el cual existe una cota para
la energia que nos prueba la existencia de una solucibén. Aqui presentamos

otra .manera de obtener la desigualdad de energia deseada.

Para hacer &sto, partimos de la expresidn:
2 2,2 _ 2 _ : 2y _
(rt)t+ c (rx)t + (stcg(t)rxrt)t (2¢ rxrt)x (ecg(L)x(crx) )x
- 2 2.2y - 9 t =
(Ecxg(t)rt)x + ecg(t) (rt + ¢ rx) 2gcg r.r,
= Zsz(rt + ecxg(t)rx) h{x,t)

que integramos sobre la region 2 en el plano (x,t), ver figura Al.

t
'y

n3=(0,ﬂ J

4 |
(Q(et), T n = —
{o,M an 1 m
ng=t10)ad0s A dn,\w M2t (nng L
2

Va, N Z @
' (200 X

n,={0,1)

.' Fig. Al

es decir, tenemos qur
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ZEZI [ (rt + Ecxg(t)rx) h(x,t)dx dt =
Q
= ECJJ[g(t)(ri +c2r;) - Zecg'rtrx]dxdt + JJ ¥ F dx dt (a.1.1)

¢}

donde V « F = [(Fl)x + (Fz)t}

2 2 2.2
-
con Fl [2c%r r + eexg(r® + c?r?)]

F <+ cfr? 4+
y 5 [rt c’rl 2€chrtrxl

por lo que usando el tecrema de la divergencia en el segundo término del -

lado derecho de (Al.1) tenemos

IJ V F dxdt = I (Fln1 + anz)ds =

Q R
£

[e) T o . o
= - J dex + J (F1 - EﬂFz)dt J dex + I Fldt
° ° £(et) T
donde en cada una de las diferentes partes de la frontera J{ el vector unita-
rio normal con direccidn hacia afuera de la regidn Q y ds el elemento de arco

estan dados por:

en anl ds = dx y n = o, n, = -1
en M ds = /t2i2+1 at n, = L 7 n, = :—£3L==q
3 - ’
2 L7 fagon 2 ergze
en 393 ds = -dx , 0, = 0 n, = 1
y en 394 ds = -dt , n, = -1 n, = 0

queddndonos la expresidn (A.l1 1) como sigue:
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ZEZ[J (1:'t + acxg(t)rx)h(x,t)dx dt =

Q
£
Qo
2, 2.2 ' 2,22
- - +
ecfj [g(t)(rt+c rx) 2ecg rtrxldx de J (rt ¢ rx+22chrtrx)dx
Q o
T
_ 2 2,22 2, 2.2
J [ (2 rtrx+€cxg(rt+c rx) + ai(rt+c o + 2€chrtrx)}dt
o
° o
2, 2.2 2 2, 2.2
- : + - + + A.1,
[ (rt+c L 2€chrtrx)dx J [2¢ rr ecxg(rt c rx)]dt (A.1.2)
2{ct) T

Ahora, recordando la definicidn que dimos antes para la "nueva energia'

(Sec. 111.2, (47)).

L{et)
i &) = % (ri + czri + 2 x rr_ %)dx

podemos escribir el lado derecho de (Al.2), y reagrupando términos, como:

ZEZJI (rt + acg(t)xrx)dx dt =
Q

EGJJ [g(t)(ri +c’r2) - 2ecg'r r Jdx dt - 28(0) + 28(t) -

Q

T 3

i J lri(—Zezcﬂ + elge(c?+e282) + efec? + 3823 - 22322cpg)lde =
o
T
= ecJJ [ 1] dxdt + 28(x) - 28(0) + J er;(cz - g2 (& - Lgo)dt (A.1.3)
0 o
e e ; d2
para tener solucidn Gnica, |e£] = 53;[ Sc

(como habiamos visto anteriormente el movimiento de la frontera no deberd exce-

der a la velocidad de propagacidn de la onda).
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De A.1,3 tenemos entonces que

&(t) = c‘B(Q) - % II['g(t) (1"2: + czr:) - ZEcg'rtrxi dx dt -

T
- % [ r;(cz - €2£2)(L - Lge)de + g2 “ (rt + Ecg(t)xrx)h dx dt
)

Recordamos que

1 £t er T 1 EXE ery
&(t) = 3 . exg 1 . 2 0 (A.1.4)
t t
o
vy queremos que &(t) sea positiva. Para que esta forma cuadrdtica sea mayor
que cero necesitamos que la matriz sea positiva, esto es, si 1 - e2x2g2 2 0
por lo que |exg| € 1 para cualquier punto x en [0,£] es decir, |&g] Qé .

Podemos ahora estimar el lado derecho de (A.l.4) asi:

&(t) < &) - EZE ” [Ildx dt + Ezﬂ(rt + ecg(t)xtx)h dx dt  (A.1.5.)
Q Q

ya que el término .
J r;(c2 - €20%) (£ - fge) =0
siempre que

i’,-ﬁgcbo y |eéi€c

0 sea

Lg <£ <ltl <1
c e €

recobrando asi la condicidn de espacialidad sobre la frontera.

Como &(i) es positiva podemos acctar el lado derecho de (A.1.5) en

términos de &(t) tal como 1o hicimos antes, obteniendo
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t . t £(ct)
0 < &(r) < &) + SI (a+Be)&(s)ds + %— J h(x,8)ds .
0 o

Q Smeam

A.2. Pasamos ahora a escribir los detalles que ncs condujeron a obtener
la desigualdad necesaria para acotar el error en términos de una "nueva ener-

gia”, que habiamos definido como &(t) (Sec. IV). Teniamos, (Ver A.l),

2
2] o

t
2
0 < &(t) &) + ej (a+Be)&(s) + & J g, (s)ds

2(et)
donde 31(3) = hz(x,s)ds .

o

Llamemos
t
gy (t) = J 6(5)63
° , .
0= g5(t) < gé(‘O) + e(a+B€)gz(t) + 57 J g, (s)ds (A.2.1)
[v]

esta desigualdad la multiplicamos por e—e(&+8€)t

t
- 2 _
- e(oa+Be)g,(t)e e(“"'ae)ts(gé(g) + %.f g, (s)ds)e e(a+3e)t

G

gé(t)e's(o‘ﬂge)t
y la reescribimos como
t 2 T
- - V1
HQE [e n—:(:x+85)tgz(t)J Q% I [23(0) +£2_I g, ()ds] e e(o+Be}T

o

©

e integrando con respecto a t, tenemos
t T
e’ - {n+Be)T
Y- ' =
g,(r)-g,(0) QJ lgz(O) +5 I gl(s)ds]e dt

o (o]

e € (o4Be)

perc gz(O) = 0 quedando:
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t T
() < ( [g5(0) e (s)d
LA S 2§ Bitee

(o]

iee(o&ﬁg) (=€) 4.

Esta desigualdad para gz(t) 1a sustitufuaos en (A.2.1)

I 2 ~
0 < gy(1) € g5(0) + e(are) | |:g£(0) 5 Jr gl(s)ds]ee(““ﬁ”““ﬂ at +

t
e2
+»TZ-J gl(s)ds
o -

pero como gl (r) = &(t) ;

t
- -
0 <& Q) |1+ elone) J oS (¥Be) (=T dEJ +
o
. t rT - . t .
e(arBe) %] |'J gl(s)dsJeF«'(a-i-Sa)(t-__T) ar +52_J g ()ds
0 -0 o

integrando por partes el segundo t&rmino de la desigualdad, se tieme

t ] { 1 ' t
o

o}

| - oFlatBe) (e-1)

0 < &(t) <&

o
t £
£? e(a+Be) (t-T) g2 f
+-?r J gl(T)e at + TZ‘J gl(s)ds
o o

por lo que

t
’ 2 -
e(otBe)t | 82 Igl(,r)es(a-i-&:)(r 0 4
o

0 < &(t) < &(0)e

L

o

2

1 £202(0)2* (x)dx

y con &(0) = 2

O S———

tenemos finalmente la desigualdad buscada:

- & £ 20O -

2 ..
0 < &(t) s;fé- [_J £2(0)22 (x)dx + [ [ h?(x,t)dx dFJ Elarie)e

(¢} o 0
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que nos acota a &(t).
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