
TEOREMAS ERGODICOS 

Arturo Fregoso *

Notación 

· V significa para todos excepto un conjunto de medida cero

:=:. significa'igual excepto en un co njunto de medida cero.

Sea X un conjunto no vacío, un s�mi-anillo en X es un conjunto r

tal que: 

i) Te Sl.' {X) = ( A I Ac X } .··.

ii) a e r

iii) A,B Er=AB E r

i�) A, B E r = 
(X) 

{c Ef}· .3. c c =� 
n n m 

n =l 
y 

AsÍmismo, un o-anillo en X es un conjunto 

i) Í\ e � {X)

ii) {AnEA} = u A E ¡�n 
n•l n =l 

iii} A, B E A = A - B E A

o:, 

A;.:;B= ·· I'. 
n =l 

A tal que: 

G 
n

·
.

Sea r un semi-anillo en X, una medida en X es una función 

µ :r .... R tal que: 

i) µ {Ji) = o
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ii) µ es o-aditiva

iii) µ es monótona

Sea µ una medida en el semfanillo r entonces se define 

µ * : !Jt ( X) ... R corno 
00 00 

µ * ( A ) = inf ÍL �l µ ( An) j f An � I' }n- l. n =l 
y 

Si Ai . li: A · para toda familia numerable · · { An} 
1=1 n e r .

nEN 

entonces se define µ * (A )= oo . 

Def: Ac xi es µ _.medible si 

LEMA: /1. :[ACX I A es µ.medible·} es un o-anillo.en X yµ* 1 ÍI. 

es una medida en . /1. • Claramente re A 

Ejemplo: Sea X= Rn y sean 

Y µ* j r = µ. 

f: ((a1,b1; ... ;an,bn.] =((x1, ... ; '. xn
) lai < xi:�·bi;

ªi < b
i 

, i = 1, ... , n } } U ( q, } y 

µ :t ... 13, ,- � • µ.(J():O y .µ((i;t1,b1;.".;ªn•bn l):n(bi-a.j); 
1

=

1 

entonces: 

' . / ·' 

i) T es un semianillo en X

ii) µ es una medida en r 

iii) El a -anillo A. de los conjuntos µ-medibles es el a-anillo de

los conjuntos Lebesgue-medibles en Rn 
y µ* 1 A se llama la medida de 

n 
Lebesgue en R la cual es a-finita i. e. -

n 



E= 

Un conjunto medible E ·es de medig.a -··1· � ... ., ' ,.,. 
0-fini_t,;1. s.1 

[AnEI' 
n = l 

00 

I: E An. Si X es de medida a-finita entonces se dice que la me-
n = l 

dida µ es 0 -fin ita 

En este caso se tiene que: 

a) µ *(S) � in:f { µ (A) Se A y A es abierto }

b) 11.= {E ex I E> O �3 A abierto y B cerrado
.. , ? ';. ':, 

en X · ::J • B cE cA y µ(A-B) < e: } 

A E I' � 3 A1, A2 µ.medibles, A3 cA2. y µ (Az )=O • ::J • .A= A¡ U A3
,: . Vi'\'·, "· :; .,_, r�-, '1, ,; / 

�-·�;, 1¡ ,, ; • J. 

Def. l : Uria transformación 

T : ,.X: .. :-: )(;, ·, ::!, t · T7J ( A- ) 1E f., ··'d A f!. :T' .·· ·y; 

es medible 

. ··, 

_; !; L,'. 

µ.medible en X · �s una función 

'\ ";-'" )t ' '.!' ... "�. \
º 

m�dible, entonces> f oT 

LEMA 2 : Sean S, T: X -x medibles, entonces 

si: 

Def. 2 : Sea T: X .... x, s�, ��r�8��:; T, �re:s�r.v:� a �� xnedidq, :, µ, .. ,, 

i) T es medibl� y

'? l
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LEMA 3 : Si S, T: X ... x p.m. entonces S o T tamlién p. m, 

LEMA 4 : Sean T¡ y Tz : X ... X • 3 •

i) T¡ = Tz

ii) Tl p.m.

entonces T
2 

p.m.

Sea E E r, entonces : 
. 

' .; 

i) T1 (x): Tz (x),\Jx E X• BE f · 3 ·

µ (B),,:,Q.;:y • :T¿l(E)·=,T
1 
.. l(E,)·U B:Ef • T2 es•medihle.

i i) µ ( T;l ( E ) , ) : � ( T; i ( E) U .B ) � µ ( E ) = T 2 p. m . 

. 
LEMA 5: Sean T

1 y Tz: X ... X • 3 • T1-; Tz''- ly �e-a: .f:X .... Y, en}onces·

• 

foT
1 = foT

2. 
·
{-� jfoT

1
(x>,,_�fo_Tz}�)}cJ,;xJ!1(x_){T2(x))

• ' ' • • � ' ,, '. ' • •• '• • ·- "' ,. • >. 

LEMA 6 : Sean T l' Ti. y S.: X ... X • 3 •

i) T = T 1 . 2
ii) h1\ ;.¡.; s' _P· hí�

entonce� Lsó Ti is·� 'I'i y Ti.OS ='T� o s y .. P.m. 

i) So T 1 = So T 2 por el lema 5.

ii) x E {x j T1 o S (x)� Tzo S(x)} = 

S( x) E f y I T l (y) ! T z (y) 1 =

.,34.-
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··· ··'.xOes-L;{ y l T1'( y 'J1T� fy')} =>. 

µ ( x I T1oS(x) /T
2

o S( x)} -·o \raque S p.m.

 =  T1 'o S  =   T2 o S.

LEMA 7 : Sean s1, s2, T l y T 2 
X .... X · 3 ·

i) s1 
= s y T

l 
= T .. 2 2

ii) s1 y T
l 

p.m.

entonces S1o Tl y s2 o T2 p.m. y además

i) s1 o T1 y s
2 

o T
2 

p.m. por el lema 4 y el·lema 3

ii) S
1 

o T l = S{o T¡(''> por el fema 5 y

Sfo T
2 

d: cs�to' T z 'pór él \lema 6 �

s1 o T 
l = S z o T 2

Coralario: Si en e 1 espacio 'dé :rriedicla ( X, T ,; µ ) s.e identifican a los con­

Juntos casi iguales se puede .hacer lo mismo con las t,r�n�f9rmaciones que 

pre_servan la medida y son casi iguales en X 

Def .. 3 
,. . , 

es :i1nve .rtihle si· 3'· S: X -+X · 3 · T oS= SoT= 
\:" ,,... 

-· ''ti 
I

Evidehtem�:n'tei en, este taso 'T yY s son uno a uno y sobre y además 

,. . S es un1cé;l con esa propiedad. 

Ejemplos: 

t,)f·Sea ·x = Rn y se•a {µ, la fuedida de Lebe�gü� ent¿ri}Js t6da
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t f · ,. 1· l d Rn en Rn d t · t rans ormac1on · 1nea e cuyo e erm1nan e sea + -1 p.m. • 
de t (T) = ~ 1; 

entonces: 

a) Claramente T es medible e invertible ya que es continua y de 

t(T)iO. 

b) Corolari<.) al teorema de Fubini : 

Sea T: Rn ..... Rn medible y no singular y sea f Lebesgue~sumable 

n en R , entonces: 

J fdµ = J (foT) !det(T) Idµ. 
Rn Rn 

Como T es medible y no singular y e.orno E E r ~ 

n X es Lebesgue suma.ble en R entonces 
T- 1( E) 

µ(T- 1(E)) = J x 
1 

aµ :J(x º T)I det(T) 1 aµ= 
. n T- ( E ) T- 1( E) · .. .. R Rn 

µ(E)~T p.m. 

2 - Sea X= [ O, l) y µ la medida de Lebesgue;: 

, ·[2x si xE[ o,½)·, 
sea T: X ..... X · ::> • T ( x) = 

. 2x-l si •x E [½,l) 

entonces T p.m. aunque no sea invertible. 

Sea A= [a, b) e [ O, 1) , entonces: 

' , T. - 1 (A):: [ ~ , ~ ) U [ · · 2 2 , .. 
a+l 

2 
b + 1 

2 
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de dond� se sigue que la medida de la imagen inversa de cualquier unión de 

tales intervalos A ; es la misma que la medida de la unión de esos inter-

valos y por lo tanto T p. m, 

Deí. 4: Sea T: X ... X y Ac X; un punto x §_A es recurrente (respecto 

a T y A) si } n E: N . · ·� · Tn( x) € A.

Así mismo, se dirá que .x es recurrente � �sentido ft:erte si es recurren " 

te para una infinidad de naturales. 

Teorema de recurrencia: (Poiricaré 1890, sobre el problema de los tres 

cuerpos y las ecuaciones de la dinámica, Acta Math. 13 1-2.70 y Caratheo-. 

dory 1919 ). 

Sea µ. (X) < 00 y supóngase que T: X ->X p.m. , entonces "\Í x E E 

es recurrente para una infinidad de naturales n y E E r

a) Sea E E f y sea F : { x E E f Tn ( x ) � E 'v n }

i) x E F � x E E y x * Tn ( E ) 'v n (;;:>

x E E y x E T-n ( Ec ) 'f n �

F = E íl íl T-n ( Ec ) � F E f .
n=l 

ii) X E F n T•n ( F) �. X € F y Tn 
(X) € F �

x E E y Tn ( x ) E E � x i F �

F n T-n ( F) = , V n E N .

'iii) x € T"'n (F) ílT•(n + p) (F) � 

Tn ( x) E F y Tn (T� ( x)) E F �
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x E T~n ( F n T-P ( F)) = 91 :::) 

T .. n(F) ílT"'(n+p)(F)= fJ Vn,pEN. 

iv) Supóngase que µ ( F) = a> O, entonces 

' 
µ ( T-n( F ) ) = µ ( F ) = a n ya que Tn p. m. 

n E N . 

Sea Tº = I entonces 

00 00 00 

µ( í::: T-n(F) = í::: µ(T-ri(F))= ¿ a ;. 

n=O n=O n=O 

µ(X) < oo, por lo tanto µ ( F) = O :::) 

b) 

'd x E E es recurrente 'v E E T . 

i) Para cada natural n sea F = { xE E 
n 

entonces de a) se tiene que 
00 OJ 

µ ( I: F n) = O :::) E :!: E - , í::: Fn =·,E', 
n•l :ri=l 

00 ~· 

ii) 1) X EE' => X ~ F 1 = F:::) k1 €N :) . . Tkl(x) 

2) x€ E' => X $ F Zk . ,¿ kz EN . 9. 

1 
.r., 

EE 

con z, \k,z >,k l ,:::) , {por ip.duccion) 

Tr (x) E E para una infinidad de nati,:trales r, para casi toda x E E y pa-

ra cualquier E E r. 
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Evidentemente e 1 teorema no es válido si µ (X) = 00 ya que, por 

ejemplo si X= Rn, µ es la medida de Lebesgue y T: X -+X · :l · T (x): 

x + a con a E' Rn: constante entonces T es invertible,· p; rri. y casi nin­

gún punto de E es recurrente "t/-E E .r. 

Problemas : 'l, ;. ' Supóngase que : µ(X) < ai'; que T· p; m. y que E E r, 
~ . 

entonces ' !: X E Tn(x:) diverge; V X e E: Dé rha':b.é ra más general, 
n=O 

si f es una función medible y no negativa en X entonces la serié 

00; . ; •• 

a) Evidentemente n ~o XE Tn (X):: aj V X E _E ya que E € r ~ Tn(x) € E 

para una infinidad de 
fr ' ; " 

nE N ~ XE T (x) • 1 para una infinidad de n EN 

b) Sea f medible y no ne gatíva eh ·x,' sea E= ( x 1 ,f(x) >O) y pa-

ra cada :natural·· k' ·sea: Ek = f .k I J(x)> k~ 1 } eri.ton:te•s : 

i) 
' co·.,, 

E= I
1 

E k 
k= 

ii) Tn(x) E Ek para una infinidad de n E N 
• 00 

V x E Ek, \¡/ k E N ~=> n~l f{Tn {x)) = ro 
• . • ¡ 

x EE 

• i 

2.-Sea X=Rn, µ la medida de Lebesgue, sea AE r: :l · 

µ{A) < oo y sea 

-39-



. 
T: X ... x · 3l · .T p.m. entonces, \J x EA es U:n punto de acu-, 

mulaciÓn de 

Con.sidérese la colección. numer,¡1.ble de esferas abiertas, s ,._¡,dé ' 
m. 

centro y ra..dto racionales cuya intersección B . con A no es vacia
1
·enton-­m 

CD 

ces A: I:
1 

Bm .. , m= . 

Casi todo punto de Bm es, recurrente en el sentido fuerte y s1 B'm 

es el subconjunto excepcional de Bm entonces 
CD .. CD 

µ( I Bm)=O,., A~A- I: B': Ar. 
m=l. m=l m. 

Se.a .. x EA 1 y sea O una vecindad abúHta cualquiera de x en-

tonces 3 p EN · 3l · x E Bp e O Y como· ·x E B -B' en. tonces. x .,es • p p 

f .. recurrente con respecto a B ~ Tn(x) E O para una infinidad de n . 
p 

Si T: X .... x p.m. y µ(X)< CD entonces el teorema de recurren-

cia establece que para cualquier conjunto 1nedible sucede que casi todos sus 

puntos son recurrentes una infinidad de veces. Nos pre.guntamos ahora: 

· 1) ¿ Tales puntos tienen un "tiempo medio" de estancia para cada me .. 

dible E? i.e. 

¿ lim 
n -oo 

2) De manera más general, 

? 

,. 
¿para que clase de fun::iones medibles 
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en X existe este tiernpo
1
medio en algún sentido ? i. e. 

/ a) 

¿ Cuál es la clas� (S'. • 3 · 
3:X)i 

t= [ f:X-+R I fes medible y J lim<1 · í:: ':f(T�'(.x) )}? 
n--+m n n=O 

Sea T:X .... X que p.m:'w seán �:. [f:x .... 'é f �s .rt:ie�ible} 

· 3;,, · .u (f) = fq T, . entonces
:· : ... • T: !, ::' • 

i) U
T 

es lineal y

ü) UT !.lll + ... ,!m, ,+ .,,

iii) 1 U T (f} 1 ( x) = 1 u T( n < x ) 1 = 1 f < T < x)) 1 = 1 f 1 º T < x )

= U
T

(; ¡l ¡':t(�>;'I x! Ex\,� 1 u;(f}"I' =,';'_tr'l(I f i)

iv} Sean l�p<oo Y

) •,',' , ' 

11 t'll'�-; rr · rr1 pd µ ):/r,,

. , X 
. !.T 

entonces 

UT: L
p

{X,C} .... Lp{X,C) 3

V f E L
p (X, C}

11 UT(f) 11 P = 11 f 11 P

''Séi 1 'E.'E fitarfjJe. µ(E) -2� entonces x �,T� X y1 • E - _ T -\(:E} -' •. '? : , 

:,; ;> l!iT �.}�?; �.,)} ,-,f; ./J-.E))Jl,P = \f (;,-�\�) .),��; =:/f ,(EJ
l

/pr,= ,I,\; �'EJLP. • /·

;,¡ ! _-,,,,. 
''-',)'·.·'. 

b) Sea x. > OyE.E
1 1 

tal que 

n entonces 
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.i ~-.. ~''. 

n 
f'; ''r 

i ·:: l 

f,r·: 

X· 'x ;( . :1 
i E-

1 

n 
-·,: '; f_:_; (f" ~, 'ji; ;i~{ x,.·xE 
. 1 . 

1 

r: 

º ±11 p 

n 
TI t> 

i =l 
X· 

1 



n n 
¿ 1/ xi U T ( XE _) 11 p = ¿ 

11 X· X 11 - 11 f 11 -1 - E. p p 
i=l 1 i=l l 

por ser X· >Ü 
l -Y ,UT: !)JI+ - !In+ 

+ r 
f E(r.r. 

n n :) c) Sea R) :::) f = ¿ x. XE~ ' n ' . 1 

i=l l 

___ xi >O, Ei E !8 i=L '.' .. , rn, V n y fn f f ~ 
. ' + 

UT(fn} 1 UT(f) y UT(fn)• UT(f) E·~-- 'Vn :::) 

"' l = 11 fil P ~ 

f: X - R es ,medible entonces il UT( f}-ÍI p .=.11 f \\. p 

y analogamente si f: X-C es me_dible ya que 

LEMA: Sea T: X -+X que p.m. entonces T induce una transformación 

lineal acotada e isométrica del espacio de Hilbert L2 (x, C}; en si :rrüsmo 

bajo la ley U(f) =fo T. 

As(_puE!,S, al m~~os para funcibhes en Lz (x,C) la pr~gmt1 d;e que 
n-1 

para cuales funciones existe .en algún sentido el lÍmite lim n· 1 1: fo Tk 
n--+oo k=O. 

es equivalente a indagar pa·ra que funciones existe el límite uniforme 
n-1 

limn-1 I: uk(f} en donde U es una transformación lineal isométrica de 
. . 

n-oo k =O 
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L
2 

( X, C, µ) en si mismo lo cual, a su ve.z es contestado por el si guíen,, 

teorema de. Von Neumann (1932). 

Teorema ergÓdico medio: Sea U: H--+ H 
I . 

· una 'trah~for:h:iaciÓn 
. ,,. . 
1sometrica 

,,- del espacio de 'Hilbe~t c~mplejo H en si mismo', entonces 
n-1 

lim n- 1 í:: uk f = P (f) 't/ f E H. en donde P es la proyección octo-. ~ 

Il-+00 k= Ü 

gonal del subespacio cerrado I = [ f EH I U ( f) = f } ; u 

Sea (H, 11 11 ) un espacio c'omplejo de Hilbert fijo. 

Teorema l (F. Riesz) Si M es u:ri subespacio cerrado de H y x EH enton­

ces existe x
1 

E M y x
2 

E MJ. ; { y E H \ y.,l z E M } Únicos · :;J • x=x 1 + x2 . 

Teorema 2 (F. Riesz) Si F: H .... C es lineal v acotada entonces 

3 y E H Únicó · 3 · F( x} = (x, Y), 't/ x € H y además 11 F 11 : 11 y 11 

Def: Una transformación lineal U: H --+H es isométrica si 

11 U{ x) 11 : 11 x 11 x E H, en cuyo caso se tendrá que: 

i) U es acotada 

ii) (U (X), u (y)) = ( x, y} 

IIU{x+v}il 2 .: iJx+yjl
2 ~ (U(x)+U(y),U(x)+U(y)) = 

(U(x} ,Ü{x}) +(U(x), U(y)} + {U(y), d(~)) + (U(y), U(y)) -

(x, x) + {x, y} +{y, x) + (y, y) = {x + y, x + y) ~ 

U{x, y) + U(y, x) = {x, y) +(y, x) ya que (U{x), U{x)) ~ {x, x)}:/ x 
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y como {U{x), U(y)) = (U{y), U{x)) y {x, y)= {y, x), 
/ ·: 

entonces !R(U{x),U(y)}=, ~ (x,y) \rJ x,y f H 
'··',j 

~ ~ (U( ix)' U( y)) = !R ( i U( X)' U( y)) = !R ( i (u( X)' (TJ( y)) J 

= - ID (U{x) '. U:( y), ) : - ~ ( X, y) = !)r ( i( x; y)) = !R (i ~· y} 

~(U{x),U(y))={x,y) 't/x,y E H. 

iii) U( x) = 0 ~ (U( x), U( x)) = { x, x) = O ~ x = O 

~ U ~s uno a urio ~] u- 1 ; Ini{U-) - H 

la cual, tambié~ es una isometria ya que 

Y : U ( X ) ,::¿,I I U - l ,( Y ) 1 f, = i I U - l U ( X ) 11 = 11 X 11 = 

\J y E ~m( U) . 

ii U(x) 11 : 11 Y JI 
. J 

Si además Im( U): H entonces se diri qu~ U es unitaria y si 

H es real entonces se suele decir que U es ortogonal. 

Evidentemente , U unitaria~ u- 1 unitar:i'.á . 

LEMA: Sea T: H _, H lineal y acotada, entonces J T*: H _. H lineal y 

acotada Única · :l · (T(x), y)= {x, T*(y) ),V x, y EH · y además . JI T* il = 

: 11 T 11 • (T* se llama la adjunta de T ) '. 

y acotada ya que : 

r •,, ' : • 

.entonces F 
;Y 

es lineal 

1 F y ( x); 1 = 1 ( T ( x) . Y ) 1 s I i T ( x > i 1 1 ! Y I i ~ ( 11 T l 1 11 Y 1.1 > 11 x 
,, 
il ~ 
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"] y* E _H Único · 3 

\:J x E H y además 

Sea T* : H .... H · )

F {x)=(T{x),y)=(x,y*) 
y --, 

11 F y _!! = /1 Y*, ii 

T* (y)'.= y* 

_ a) Si además '.f es invertible entonces T-1 = T* y · T es unit�ria ip

4) 

5) 

T* T = TT* = I 

T unitaria � T T * = T* T = I-· 

Una proyección ortogonal en H, es una tránsformadÓn lineal acota ... 1 

da P: H 7 H . · 3 - · P2 
= P y II P 11 � - l. 

Sea P una p. o. en H entonces 

i) N{P) = ( y �
¡

H I P{y) = O } es un_ subespacio lineal cerrado de

H llamado el espacio nulo de_.!::. 

ii) Sea z · E Im (P) � } z1 E H · :3 • P( z1
) =

1 
z :::)P(z) =

: pZ ( z1 ) = P( z1 ) = z �

11 P/�)¡¡ tz 

/ :ii f : E :i:

)

)

itPii : l
' ,,. a menos que P = O . As1 pues una p. o. que no sea 

nula es isométrica. 

iii ) Im(P) .L =N(P).

iv) P* = P

v) Si

entonces P es una_ p. o. en H. 
; 
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LEMA: 

LEMA: 

vi) Sean P
1 

y P ·p.o. en H entonces
. 2 . 

I m ( p 1 ) · 1m ( p 2 ) �'

I ( P ) e I ( P
2 

)"
J. 

= N( P
2) y .m 1 m 

Im(P
2) cim(P

1
)
.L 

= N(P1) · �·.

p p = o � 
1 2 

P 2 P : O y P 
1 

+ P 
2 

e s una p. o. · :?> • 

1 
m ( p 1 \ p 2 ) = ( xl + x2 1 xi E I m (pi ) }

Sea T: H .... H. lineal y continua,; entonces 

I = f fE H I T(f) = f} t.�s un: subespacíolín:ealcerradci'de H�
T 

a) La linealidad de T � linealidad de I
T 

.

. .. 
f .. fn \1 < e . J,¡ e > O �

Sea M un subt·spacio t:errado de H entonces E'xiste.una y solo 

una p.o. P: H .... H • ·) • P{f =f1 + f2)::: f1 con f1 E M y 
.L ,, . f2 E M umcos

i) P es lineal.

iii} 1,: í + f :i : :1 f ,::; 1 2 i! .. ,¡' ,1 
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•' 

Pes acotado y i[P;;~ 1 ,.e:, Pes una p.o.-

subespacio cerrado M. 

Claramente I ( P) = M . 
m 

Teorema ErgÓdi~o \11?-edio: 
·. (',; ·. 

Sea U: H .... H isométrica y sea P la p. o, sobre el sUbespacio ce­
n-1 

rrafjjo Iu. entonces lim n -1 I: uk f = P(f) 'V f EH . 
n -ooo k=O 

i) I I u= u* 

Como U e:s isorriétrica ~ntotices 

Sea f E IU * entonces 

11 U ( f) - f I i 2 = {U { f) .. f, U ( f} - f) = 

11 U{f) 11 
2 - (f, U{ f)) .. (U{ f), f} + 11 f 11 

2 
; 

ilU{f)ll 2={u(f), u(f),)=,(f,f}= 1if'112 , 

(f,U{f))= {u*(f), u*u(f))=(f.,f}= llt/1 2 

(U{f), f) = (f, u*(f}): {f.,~); 11 f li 2 '~ 

11 U {f ) - f j) 2 = O ~ U { f ) =i if b f E IU . 

y 

ii) Sea P l_a p. o. sobre IU; entonces 

n-1 : , 
f E Iu ~ lim n - l · S Uk( f) : .f = P( f) . 

n ->oo k=O 
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iii) f = g - U{ g) para alguna g E H =* • .-

n-1 n-1 ·n-1 
r:·uk(f)= r: uk(g-U(g)= t uk(g) -

k=O k=O k=O 

n 
r:. uk ( g) = g.- un ( g) =* 

k=l 

n-1 n 
ll n- 1 !: uk( f) 11 = 11 g - u ( g) 11 :!:: 2 11 g 11 ~ 

k=O n . n 

n-1 
lim n - l , uk ( f ) : O 

n ... oo k=O 

Evidentemente K= { g-U( g) 1 g e H l es un subespacio lineal 

de H por ser U lineal pero K ,no es nE:lcesariamente .ce,:rado 

iii) Sea · f E K ~ 1 g • E H · 3 · g - U( g ) = f. E K y f ... f . :tP. p p p p 

Sea entonces 

n-1 
11 An 11 :!:: h-l t II uk 11 :s: 1 n ~ 

k=O 

11 f-f 11 + 11 An ( f ) 11 p p 

-48-



y 

As{pues, E;> O=, pEN · 3 · Jlt-fp JI< e /2 

. . n-1 
y 1 n EN . 3 . 11 An (f;) H: ', n- 1 t ' uk (fp) Ji < e /2 

. . k=O 

los cuales existen por ser fp ~f: y . fp E K. 

n-l 
~ lim ~ ~ uk ( f) : O \j f E K 

iv) 

v) 

n -+ro n k=O 

-J. 
.·K = lu 

f E KJ.·~ (f,:g-U(g))=O \/g EH~ 

* ,, ' ' ' ·, 
. (í, g) - _(U {f), g) : O 'tJ g E H ~ 

(f-U*(f),g)=O "q g EH"* u'\f}= f 

-J. 
~ U( f ). = f ~ K = Iu 

Sea f E. H = l f1 E Iu · y f 2 E 

f = fl + f2 ~ 

· n- l n-1 

Il. Únicos u ·3 

n-1 
lim n - 1 r: uk( f) = lim r: 

n-+oo k=O n ..... oo k=O 

uk( f1) + u m. { uk( f 2) = · 
n -+00 k:O 
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vi) Supóngase ahora que U: H .... H no es isométrica sino unica-

mente una contracción i. e. 11 U( f) 11 :s: " 11 f 11 'V f E H 

~::::, 11 UII :s: l entonces el teorema sigue siendo válido. Para demostrarlo 

basta con demostrar que también es valido para la ·contracción U la afir­

mación de que Iu = IU* ya que el resto de la demostrad6n es 

la misma. 

i) Es claro que 11 U 11 :S: l ~ 11 U* 11 :S: · 1 

ii) Sea f E Iu entonces 

o :s: llu*(f)- f 112 = 11 u~(f) 112 - (u*(f)~f)-(f,u*(f))+ 11 fll 2 = 

llu*(f) 112 -(f,U(f}}-(U(f),f)+ 11 fll 2= 

llu*(f) 112 - 2 11 f 112 + 11 f 112 = 11u*(f) 112 - l!f !l2 so::::, 

u*('f) = f 

Teorema ergÓdic~ máximo: 

Sea T: X .... X que p.m. y para cada f: X .... R suma ble sean 
n 

n E N • 3 • }: ~ (x) :?! O} 
k=O 

entonces • J . fd µ ;;;: O • 

Ef . 

Supondremos ~ue f es sumable y 

Sea m EN y sea 

Em = ( x E X 11 p S m · 3 · 
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entonces Em f Ef ~ lim JE fdµ = JE fd µ 
n -+oo m f 

así pues, para demostrar el teorema basta cori demostrar que cada Em 

es medible y que JE fd µ ~ O Vm 
m 

Sean m, n E N .fijos y sean 
.• . ', 

i) Em como ya se d~finiÓ, 

Def: Sean a 1, ... , ªn E R y sea m €N · :3 , m s: n . 

El número : ªk' será un - m~lider si,,, ak+ ªk +· l + ~ /." + 

ªk + ªk+ 1 + .•. + ªk+ p-l ~ O para alguna p · :3 • ls: p :!l::m (F. Riesz 

ies llamo número m-f~v()rables}; 

entonces 

Claramente ªk es 1-lider ~ ªk ~ O 

Claramente ªk es m-lider /o ªk: ~ O 

sin embargo el siguiente lema es válido: 

LEMA a: d 
. , 

Da a la suces10n ~l' , . , , ,n 

res de ella es no negativo. 

l .. ·. 

i) Para cada X sea 's( x): suma de los m-11dereres de la 
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f0(x), ... , f (x) y sean+m-l 

ii) DR = ( x E X I fR (x) es un m-lider del� sucesión.

entonces: 

a) 

b) 

fQ ( X ) , , • , , f . 
+ l ( X ) } k • Q, • , , , n + m -1

. n m-

E : D1m 

m k +p-l 1  ·  
Dk= U ( E frt ( [O,oo)) = DR es medible

p=l r=k 

k=O, 1, •.. , n + m-1 = Em es medible.

n+ m-1 
e) s(x):; , E fk·(x) X

t5 
.(.x) = s .es medible y

k=O k 

d} 

n +m-1 
xsd µ = E J fk d µ � O por el . .lema·�

k=O Dk

Sea 1 � k � n-1 entonces. 

x E Dk. � ¼ p � :q,. ·.,:) .�···· f� ( x) + '. ... + fk + p _ 1 ( xJ :'2:· O �--.

; T(x) E Dk-1 =Dk= T-1cnk_l) = (por inducción.) Dk= T ... k(Do)·T-k(E 
m

)
0

k=l, .. :·. n .:1 . 
 

cóm.ei · · Uk :"L�'( X; Il', µ ) .... L�('X� R,, µ ) es una 'isometría pá.I"a

l�p<oo, 
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1 
por lotanto .. ·. 11 uk{f) 111 = 11 fk 111 = Jx. fkd µ. Jxfdµ = 11 f 111 ~ 

J Dk fk d 'µ = J T~k(Do) fkd µ • J T-k(Do) fd µ = JDkfd µ ~ 

fo· fkd µ = J · .. k. {fo Tk) d µ .= fx< fo Tk ){ X T k( < }d i µ = 
.. k ·. T- {Do) . . . - Do) . 

~ --. 

fxf X·XD d µ = JD fdµ·= JE.· f4µ i. e. 
1 •• O o m X 

Jn fk d µ = JE fd µ, k:O, 1,.,,, n-1 
k . rp. 

Ahora, para k= n, rt+ l, ... , n + m + l se tiene que 

n +m-1 
J X s d µ = r; . f D f k d µ = n JE f d µ + m j X I f I d µ ~ O 

k=O . k . m 

lini { J fd µ+ rp fx· 1 f l d µ ) : JE fd µ ~ O 
Em n m n ... oo 
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Teorema ergÓdico_individual: 

, ,  ,. s1on 

Sea:, T:X�X que p.m. y entonces la suée-
n..;l 

s n ( x) = n -l
. !: f

k
( x )

. k20• 
converge en casi todo X a una función f*(x)

suma ble e invariante (i. e. foT(x) = f*(x) V x). Si además µ (X) <oo

entonces 

Nqte,se primero que nó se pierde generalidad s.i se demuestra el, 

teorema para f:X�R sumable • 3 • 1 f(x) 1 < oo 't/ x E X. 

1) 

y como 

Sea f sumab le; entonces 

00 

{ x I f(x)> a} es medible 

!: ( x I f > n·1J + r: ( x. f < - n·1 } es de medida
n"l n = l 

a-finita y como Tk p.m. 'fJ kal, 2, ... , entonces

a-finita k:l, 2,... � X': r: Xk es de medida cj-finita
k=O 

f (x)=O 'f/x'e X' e �-s (x)=oVxe X' C �k n 
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( 

2) Sean a, b E R • :3 • a< b y sea 

Y ='/(a, b) = { xJ lim sn(x) <a.< b < Hm �n (x')')

'· . 

entonces: 

i) fk sumable ..., k � lhn sn(x) 'y

'J es medible 

-·-· _  
lim s ' son in�dibles n 

.: . ' :. :· ' ' ';' ' \, � ya que de no ser as1 se tendr1a que

x E X' � Y e",< X'

iv) Supóngase q·a:é b·>O/ de ·n.o s'Efr asf. entonces . � O a _, Y

entonces los siguientes argumentos se darían �ra -a y .f 
,. �:: .. :· \ ,-� : 

. .. 

en lugar: de darlos para b y f : 

Sea Z un subconjunto meclible de 'J. . de medida finita y sea 

g: Y ... R • 3. •. g(x) = f(x)- b �x) la cual es sumable entonces 
·• . ·· ·  ' - . ·  ', ' ·. ' i. 

,.',(_é'f · �:·b < Üm. sn(:it) �} n0 E N • :3 •

n0-t

I: 
k=O.
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p . • � • r; g ( x) � O J y como 
k•O p 

g: Y . �.
R es suma ble y T :f ... � p.m. entonces por

el T. E. Max. se tiene que 

por ser 
' 

fy gd µ = f 'l (f- b X
z

) d µ � O

µ( z) � b-1 Jy fd µ � b-
1 f x I 

f I d µ V z � V

• :l • .. Z tes medible y de medi.da finita:

, Como · :(./:� X' entonces 'l es. de medida cr -Únita � 

: Úm . µ(Z�) � b·1 J X 
I fl d µ < oo

,. .f sun::i,able; as1 gµes, u 
;¡ es de medida finita. y por lo:tanto 

.. ' . =·. � 

se tiene que fy gd µ:J
y 

(f-b X )d µ: J
� 

(f-b)d µ � 9.

Procediendo analogamente con la función a - f se demuestra que 
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y como 

3) 

4) 

J
1 

( a - f) d µ � O = J ( a. b)d µ =(a - b) µ ( ) � O
. ·. · , .· 

- a - b < O y µ ('/) � O � _¡i (1¡) .. O � µ(Y (a, b)) = O

V a, b racionales :. � · a < b 

� '· . \ 
' .. · .  : . .  . : ; 

lim s (x) = f*(x) 'd x E X .. 
n .. 

.. 
. f* T(x.) = lim sn(T( x)) = lim sn{x)=f.(x) fx • 

n-1 n-1
J X I sn Idµ = n-1 J X I E . fk I d µ s n•l E J-X I fk 1-d µ =
. •· · k=O . \_k=O 

n-1
n-1 . E

k=O 

n-1

n-1

n-1 E l! f 11 1 = 11 f 11 1: J X 
I f} d µ = (L�ma de Fato:u

k=O 

J*. es sumable. · 

5) Supongamos ahora que µ(X) < oo.

Sean p, n EN y sea

X - { x I 
zpn s f * ( x) < é + 

1 J
(p, n) - zn 
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l'.)' f* T f* T X X V o ,. � : (p_, n .. ) .... (p, n) que p.m. p, n E N

ii) Sea x.E X(p, n) y e: > O entonces

r'-1

f*(x)= lim r-l E fk(x) • ".l. n E ·N • 3 • 
n .... oo k=O 3 e 

r-1

1 f*(xr- r ·-l L fk(x)I <,: '4 r '); n e 
k•O 

r.l 
f* ( x ) - e < r "'.1 I: fk ( x ) < f* ( x) .. e . '4 r � n e 

k=O 

As( pues, si n � n e entonces 

n-1
n·l I: fk(x)- (..E...- e)> O� 

k=O zn 

n-1 
I: ( fk( x) - (...P.- - e: ) } > O al menos para alguna

k=O 
. �n 

n � (T. E. :Ma.x ). 

n�l 
- e: ) } d µ = ( E J. X f d µ )-n( f n • e )

k=O (p, n) 

µ (X( )) = n( J ·f. d µ • ( pz .. n - e ) µ ( X
( )

) ) � O �p, n X(p, n) . . p, n 

f f d µ � ( .E_ - e ) µ (X( ) ) =>
x(p, n) zn p, n 
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J f d µ :;;: � µ (X
( , ) para alguna n ., X( ) zn p, n 1 p,n 

Analogamente se obtiene que: 

� µ (X
( ) ) 

s J 
X 

fd µ s P + l .µ. (X
(. ) 

)2 p, n . (p, n) zn p, n 

As{ mismo, por la definición de X( ) 
se sigue

p,n 

.E.. µ (X( ) ) s: J f.* d µ :s; P + l µ (X(p. n)) :::)2n p, n X
(p, n) 2n , 

J f d µ = J f
i6

c 

d µ ' • 
X X 

6). Caso l : f no es acotada 

e: > o => °'.! g · aCotá. cla �u:r:;nable • 3 •
. 

g = f y

J X I f • g j d µ = 11 f - g 11 l < e �
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i 
1 

si se escoge a 

" n-1 
11 g* - fif.t 11

1 
~ 11 f - g 11

1
+ 11 n'."1 t. gk. g* 111+ 11 g ~ f 111 ~ 

k=O 

n • 3 • o 
no-1 

11. ~,n • 1 E 
k•O 

•· lim J 1 ªn .. /i I d µ = O 

Caso 2: · f e• acota.da, entonce& cada s11 lo 'ea y usando 

µ. (X) <-ro y el teorema de la convergencia domina.da se demuestra que 

lim JI f* • ªn 1 = O , 
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