TEOREMAS ERGODICOS

Arturo Fregoso *

.’
Notacion

V significa para todos excepto un conjunto de medida cero

LJ . s o S . .
= significa igual excepto en un conjunto de medida cero.
. ' . . :
Sea X un conjunto no vacio, un semi-anillo en X es un conjunto I
tal que:

i)Te @ X)={A|Aacx)"
ii) 0 €T

iii) A,B €T=AB € T

™M 8
Q

B [+0]
iv)] A,B €T = {cn €T}

=N cncm:yj y AZB=
n-=1

n

1}
—

Asifmismo, un g-anillo en X es un conjunto M tal que:

i) A © §(X)

i) (A €n) = U A €A
n=1 n=1

iii) A,BE A= A.B € A

. . . . .’
Sea I  un semi-anillo en X, una medida en X es una funcion

h:I-R tal que:

i) H(f)=0
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ii) W es o-aditiva
iii) M es mondtona
Sea una medida en el semianillo I entonces se define

Wrin(X) =R como yx(A)=inf { mu(al faer) oy

[++] . - l.lv:.i'..'\">xi

Ac ngl An}
©

| A, para toda familia numerable { A} "‘G Nc T,

entonces se define Li“*(rA’) =0 .

si Ad Z

Def:l A"C)(é"‘i es M emedible si

LEMA: A ={A¢X | A es u-medivble'} es un’ c-ya“nijl‘lg en. X Yg“-*“jl R\
es una medida en A Claramente [CAh y M| T=p.
Ejemplo: Sea X=R™ vy sean |
L= {(ap by 2y bad = Ul %) |2y <x;=b;
- ai<b:ib,bi=v1,...,n} Ul y
it =R 3w (f)=0 y u((ag,by;.iusap,by 1) 2;1 (by=a;);

v .
) o n

“entonces :
i) T es un semianillo en X
ii) 4 es Qna medida en T
iii) . El 0;-_anillo ‘A de los conjuntos u-;medible.s es el g-anillo de
;ylo.sr conjunfci)'sv Le be sgue -med1b1esen | Rn "y Ll*sil: A.x? sellama ia .meaidé.v de

n - . >
Lebesgue en R~ la cual es og-finita i.e.: “

o w32s FarS:



Un conjunto medible E es de medida = o-finita si . .

Fopig =g 59

et b

és'de medida v

gt oy N simy. e o : N :9‘.."

dida M " es oO-finita ' A L

En este caso se tiene que:
.' a) p*¥(S):inf{ u(A)|ScA y A esabierto }
b) A= {Ecx | € > 0 =3 A abiertoy B cerrado “

en X -3+ BCEcA y u(A-B)< ¢}

&
]

Sea.. (X, I, M) un:espacio de thedida Afé”fo;mplptoi;fiijd “iiie.

\,

AT = 3 A} A, U-medibles, A3CA) y u(Ay):0

«3 . A:AIUA3

i
I .3

i e
s

3 ¥ 4
KA AR N T

Def. 1: Una transformacidn u;medible en X ‘es una funcién

[ I L
¥ %

LEMA 1: Sea ‘T:X X 'medible y' f: ¥ -R medible, entonces f oT

"es medible

i e
i

{x I foT (x) >a'} = T'1 {y I f(y) >a } Vae R >

LEMA 2 : Sean 8, T:X X medibles, entonces SoT es medible.,,

Def. 2: Sea T:X -X, se diré_,;q;ue,_; T.. preserva a la medida.y. ...,
. . v o . Aoy R b ; ki e R i ST
. si: . o e L e

i) T es medibley -




i;) (Tl A))u( A’:V‘é EI“ S

LEMA 3: Ssi S, T:X <X p.m. ,éntonces So T también pP.-m.

Y I T

LEMA 4: Sean T; y Tp:X =X -3-
)T =T,

ii) 'rl p.m.
entonces 'I‘2 p.-m.

Sea E EI‘ entonce#:

i) T, (X)- TZ(X)Vxex-' Ber Y

p,(B) 10y T‘l(E) T'l(E)UBGI‘-aTZ esmed1b1e

)l Tz‘ (E)') u(Tll (E) UB)= u (E) = T, pom

LEMA5: Sean T y Tp:X=X ) © Ty: Ty ysea f:X- Y, efif*oné.es'

LEMA 6: Sean Tl' Tz y SX -‘X de .
i) T, =T

kfentoncé"jd :So Tl = SoTz y T oS e TZO S y p m

i) SOTI

i) x€ {x | TjoS(x)#TyoS(x)) =

s(x)e‘{ y | Tl(?)*'Tz‘V}l>§

= So T, por el lema 5.

-
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Coxes My | TI(Y) T, (5) ) s

b { x| T o8(x)# Tzo S(x)} -0 ‘yaque S p.m.

=Ti'o8 = Tz20°S.

LEMA 7: Sean Sl’SZ’leTZ X=X 3"

i) 51=SZ y T:L=T

ii) S, v T1 p-m.

L

2

entonces Slo T, v Szo T2 p.-m. y ademas

i) S0 T1 y SZO T, p.m. por el lema 4 y el'lema 3
ii) S o T = Sj0 T, por el lema 5 vy

Sjo T, =5,0'T, ‘por ellema 6 =

Coralorio: Sien el espacio de medida (X, I',u) se identifican a los cone
;untos casi iguales se puede hacer lo mismo con las transformaciones que

preservan la medida y son casi iguales en X

. 07 .
Def. .3 es invertible st 3, S: X -X -3+ ToS= SoT= I

Evidentemente'en este caso T y'S son uno a uno y sobre y ademas

- . .
S es unica con esa propiedad.

Ejemplos:

1) Sea ‘X 2RM y sea u 1a medida de Lébe§gu§ énténces toda
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L) p.m.

transformacion lineal de R™ en R cuyo determinante sea - ]

Sea T:R®=R" linealy '3 - det(T)= -
-entonces :

a) Claramente T és medible e invertible ya‘q\ie es continua y de
t(T) # ‘0.

b) Cofolario al teorema de Fubini :

Sea T:R™~R"™ medible y no singular y sea f Lebesgue=sumable
en R", entonces :

T £dy -j‘ (foT)ldet(T)ldu
R" RR

Qdmo T es medible y no singular y como E € I =

T-I(E)Y€ I' = x . es Lebesgue sumable en R" entonces
-1 . » ‘
T"Y(E)
u(T'l(E)) fx duzf(x | o'r)ldet('r)ldu
v : n YE n TTHE)

2. Sea X=[0,1) y p la medida de Lebesgue;

| e : . sl 2% six €[ ’:0,-1-.
sea T:X-X' 3" T(x)= ' 2

2x-1 si x €[4,1)

entonces T p.m. aunque no sea invertible.

Sea A=1[a,b)c [ 0,1), entonces:

Lrl(a)s 2, By atL 2EL )= w(rha)) = u (a)
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de donde se sigue que la medida de la imagen inversa de cualquier union de
tales intervalos A ;, es la misma que la medida de la union de esos inter=

valos y por lo tanto T p.m.

Def. 4: Sea T:X~-X y AcCX; unpunto x€A es recurrente (respecto
a TyA) si 30 €N 3 TH(x) € A.

. . . ’ . .
Asi mismo, se dira que x es recurrente en el sentido fruerte si es recurren=-

te para una infinidad de naturales.

Teorema de recurrencia: (Poiricaré 1890, sobre el problema de los tres

cuerpos y las ecuaciones de la dinamica, Acta Math. 13 1-270 y Caratheo=
dory 1919).
Sea pP(X)< = y supongase que T:X =X p.m., entonces V x €E

es recurrente para una infinidad de naturales n y E € T

a) Sea E €I vy sea F={x€E1Tn(x)¢EVn }
i) x€EF©x€E y x¢Tn(E)Vn &
x€E y XET'n(EC) ¥Vn &

F=EN N T®(E°) = F € T.
n=l

ii) xEF NT™(F)é x€F y T (x)€eF =
x€E y TP (x)€EE=x ¢F =

FAT(F)=¢ {n en.

iii) x € TN (F) nT'(n’fP)(F)' e

T (x) € F y T"(TP(x)) € F &
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x € T'"’h'(F NT-P(F)): g =

Tn(r)ynr-0+Plp)- ¢ VopeN.

1v) | Sup'(;nga:”s‘"eﬁ que - H(F) - '2a>0, entonces
L(T"®(F))=u(F)=a n yaque T°p.m.
ne€N.

Sea T° = I» entonces
u( T TT(F)= T u(T(F))T
n=0 . n=0 - n

[REA]
2 m-,
g1
8
A

M(X)<‘oo, por lo tanto u(F)=O =

]

¥ x€E es recurrente VE €I .

b)
: - kn .
i) Para cada natural n. sea ‘Fn_ { x € El T (x)¢ E,Vke N }

entonces de a) se tiene que “(Fn) : 0 V n, =

, L hL e oo
w( Xz Fn) =0 »E. EA" -?:‘Z 'Fn_"fE!‘ -
n=1 n=1 '

ii) 1) x€E =x ¢ F|=F = kléN-a-‘Tkl(x)eE.

k

) meE Sx 4T, Ky EN 3

kN

TZklkZ (x) EE con . 2_] k1k'~2' >i,k

) = {por ipduccién)

T'(x) ¢ E para una infinidad de naturales r, para.casitoda x €E vy pa=

ra cualquier E € T .
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' Evidentemente el teorema no es valido si L(X)=% vya que, por
ejemplo si X =R", U es la medida de Lebesgue y T:X «X * 3 T(x)=
.x +aicon aERn ’cons"“ta*’nt‘e":-ento‘nc'efs" T é's -inVer'tibl'é,:’p"."rﬁ.' y casi nine-

gin punto de E es recurrente‘v E € T.

Prob'lv‘ema,sy:i'l, Lt 1S_u»pc">'ngase“qvue S(X) < e, que T pim. y que  E € T,
entonces .* 20 XE?Tn(x‘) diverge 'Y %€ E. De manera mis general,
n= o

si f es una funcion medible y no negativa en X entonces la serie ;-

i

©

nz=7()f(Tr’()()) diverge ¥ x€ E:>{x'] £(x) >0},
a) Evidentemente a%0 XE Tn(x T o VXg E ya que E é = Tn(x) € E
para una infinidad de n€é N = XE e ( )- 1" para una 1nf1n1dad de ' n EN.

b) ~-Sea f' medible 'y no negativa en "X, 'sea ET [ x l f(x)' >0} y pa=

ra cadamatural kv sea’ Ep = {%]f(x)s k=l ‘entonces:

8

i) E-= kglEk

i) Tn(x) € Ek para una 1nf1n1dad de n€N

.(‘v,

V xéEk,VkQN - Z f(Tn(X))=

ol

2=Sea X =R", | la medida de Lebesgue, sea A€T ‘3"

u{A) < » vy sea



T X=X f,f_}a ¢, T p.m. ~entonces, v x €A - es un punto de acue: .

8

mulacion de { T™"(x) 3} o
n—

N

. - . - . . ..
Considerese la. coleccion. numerable de esferas abiertas , Sl;ﬁ,gcede- et
centro y radio racionales cuya interseccion - Bm .con. A no es vacia, ’enton= .,
ces AT T Bey.. o

m=1 "
Casi todo punto de B es recurrente en. el sentido fuerte y si B' B
. . . 1 -
es el subconjunto excepcional de B,, entonces u (B m) 0 =

(T B.):0 = AZA-
Au(m;lim) 0= AS

5 B oz A
m=1_ .

.o m
Sea: x €A' 'y sea 0. una vecindad abierta cualquiera de x . en-

tonces 3 PEN- 3; x € B

o <0 y como’  'x€B, --B’,p entonces | x €8 i

P

f~recurrente con respecto a Bp = T%(x) € 0 para una infinidad de n .

8i T:X =X p.m. y u(X) < » ¢ntonces el teorema de recurren=-
cia establece que para cualéuier coﬁj‘ﬁn‘c\o; 1ﬁédib1e sﬁééde fqtue ca51 todos sus
puntos son recurrentes una inkfil‘qid;(k’i»v;i‘ev veéés. Nos .‘pi'e:'gu‘x;térhos:ahora:

1) ¢ Tales puntos tienen un ''tiempo medio'" de estancia para cada me=
dible E ? i.e.

é lim = ¥

” ” . .
2) De manera mas general, ;para que clase de funciones medibles
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en X existe este tiempo medio en algin sentido ? i.e.
i Cual es la clase € - 3

&8

€= {f:X~R | f es medible y 3 11m.‘:‘}1."
n

n —oo n=0

Sea T:X X que p. mi:";_’y“s’ééin fm: { f: X—*C l f es n‘edlble 1

V: - 39U = , e
vV Upmem 37 U ()7 f0T, entonces

i) U es lineal y T B ’Ui!‘f)" Em
) | 000 | ()] Bgle) (5) 121 ;"ika [sltloT(x)
- U (|f|)(X)Vx€X: RGN ”T(Ifl) C

s

1) Sean l<p <oy ||f =, (LTS enionces”

N
L

U Lp(X,c)qum,cy wumn el

V feLp (X,C) . |

P |
@ ey o ey Sy
BRI & R

ca) ses Eefhardls w(E) <o entonces KpoTs x '-1( ”)
1/ P

1/p

E H Y

U (XE):’ ” U (XE) H ,—u(T'l(E)) gy

;_—u(E)

b) Sea

caprin L IRl R TIETEE 1 SAE T BAOrO
n. entonces 7

s ARy J o B iyt e e L ) L
OO R e T

~41- b

2 x>0y Eiév tél que  W(E;) < o0,izl, ...,



n [ o} T
= | . %
_Z HX1 UT( ’KE) ”p = % | %, X

i=1 i i

+ +
~ por ser Xi>0-.,' y _‘UT:i Z[P - EDI B e RTaT

| ‘ . B
c) . Sea fE(M,R)= . f =% x X_n D
R F S R IR . ; n . 1' 1 ‘Ei !
_ .

x>0, E;€ B izl .y, Yooy £ be =

UT(»fn)1 UT(f) y U:T(fn)%' UT(f) € gy+ Vn -

. 1 - . i _ . . : .y fl . '-, ‘“ ) e
| U= tim U () = im0 = el =

f:X-R es medible entonces. i UT(f)"'“-’p::f Il £ it

y analogamente si f:X:7C es medible ya que

el =1l

) ) yt_,;_,-lU'T(f)]:UT(]ﬂ).

LEMA: Sea T:X -X que p.m. entonces T induce una transformacion

lineal acotada e isométriﬁc“a del espacio de Hilbert. LZ(_X,,:C)’{;,” en si mismo

bajo la ley U(f)=foT.

Asf,.‘pltfxq,sf, al menos "iaa'ra' funciores en LZ(X,C) la pregmi:ade que
) : n-1
para cuales funciones existe en algin sentido el limite lim n'l;__,Z fo Tk
' n-|o :k=0;

es equivalente a indagar para que funciones existe el limite uniforme __ .. .. ..
. n-1 ‘
limn~! ¢ Uk(f) ~en donde U es una transformacion lineal 'ispvméxt-,ri-ca de
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LZ (X,C,u ) en si mismo lo cual, a su vez es contestado por el siguieni:

teorema de Von Neumannv(rl932‘,’)- S S R S

Teorema ergodico medio: /Sea U:H~H unatransformacion isometrica

del espacio de ‘H‘ilbé’i't’ complejo H en si mlsmo, "entonces

n-1 TR R : Co
lim n-! ¥ UKf- P(f‘)‘v fe H endonde P es la proyetcion octo-
n-co k=0 ‘

gonal del subespacio cerrado Iy ® {fen|U(f)=11}

Sea (H, H H ) un espa.cio_c'on_l“pl.ejﬂo‘ de Hilbert fijé.

\

Teorema i (_F.Riesz) Si Mesun Jsu’bé'spa'.ciéce:xl"rado,:d'e"’Hv y. x €H enton=

ces exiSté kl €M y %, €ML 2{ vy € H\ y_L z EM } ﬁn’ic"o‘s: T X=X +x2.

Teorema 2 (F. Riesz) Si F:H-C es lineal v acotada entonces

3 v € Hinico +3 F(x)= (xy)Vx €H yademds [Fl: |yl .

Def: Una transformgcién lineal U:H ~H es isométrica si
hu(x)|l=]x|] x€H, en cuyo caso se tendra que:
1) U es acotada |
) (U(x), UG (xy)
[Utean 2 = eyl = (UG)40(5), Ulx)+u(y) ) =
(U(x),U(0) +(U (). T() + (V). 06 ) + (U6). V) ) -
(x,%) + (. y) +(y. %) +(y,y) = (x+ vy, x+y) = |

Ulxy) +0(y, 02 boy) +ly0) yvaque (U0, U()= (., ¥ x
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vk

y como (G(x). D(v)) = (U(y). U(x)) v (7)= (7 %)

entonces  R(U(x),0(y))= % (xy) ¥xy €3

- R(U(ix).0()) = RGU()T(5)) = RGO O())

- 9U(x). U7 - 9 (xy) = (ilxy))E R Gixy)

= (U(x), U(y))=(xy) Vxy € H.

i) U(x)= 06 (U(x), U(x)) = (%, x)=0 % x=0

> U es uno a uno b}U'llm(U)-.H

e . I
la cual tambien es una isometria ya que

y= Ule) = 0L 0y) = 0ot = Uxl = o ii= vl

YV vy eim(U) .

Si ademas  Im(U):-H entonces se diré que U es unitaria y si
H es re'alle‘ntonces se suele decir que U es ortogonal.

Evidentemente ,U 'uﬁift'a.r"x‘iva"(ﬁ U-l unitaria.

LEMA: Sea T:H-H lineal y acotada, entonces 3 T*:H-H linealy
acotada unica - 3 (T(x).y)=(x, T*(y) ),V x,y€H 'y ade'ma?ls S TE 2

=Tl . (T*% sellama la adjunta de T ).

.Sea. y €EHy FoeH-~C 5 Fy’(x):r (T(x),y) . entonces FY es lineal

-y acotada ya que:

IR L= e | s (Tl Iyl Ik f

¢ -44 .
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3 v* € H Gnico -3 Fy(x) = (T(x),vy) = (x,’,_,y*)

W ox e H yademis | F, |5 v
Sea T*:H-~H .3 T* (y)= y*

‘a) Si ademas T es invertible entonces T-1. T y = T es unitqria ¢

T*T=TT*=1

4) T unitaria € TT*= T* T=1

. - B ., 2 . B
5) Una proyeccion ovtogonal. en H (es uha transformacion lineal acota="

da P:H~H -3 Pé:zpP y |[P| =1
Sea P una p.o. en H entonces
i) NP)= {y €H | P(y)=01 es un subespacio lineal cerrado de

H llamado el espacio nulo de P.

ii) Sea z € Im(P) & }z€eH > 1;1(21)::Z ;p’("z):
2 Pz(zl)= P(z)) =2z=
| 2 H si z € Im(P)

et side ey

- - W

=1 a menos que P=0. Asi pues una p.o. que no sea
. e .

nula es isometrica.

iii) Im(P)‘L =N(P).

entonces P es una p.o. en H.
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vi)

LEMA . =&

b) ’ Sea f adherente a- IT<->."} fné

LEMA :

una p.o. PrH=H:+ 3+ P(f=f+f,)=1f con feM

© e f=f1ff2.

i)

P

Sea.n’P1 y Pz‘p.o. en H entonces

L(R) L(P) e

Im( PI) c Irn(PZ')'L_ : N(pz ) Y -

(P e (Pt NP e

PP =0 =
ez
ZPI:OV-P

1-Q»P2 es una p.o. D °

Im(P1+P2): {xl+x2 ‘ xielm(Pi) 1.

~-Sea T +H—~H: lineal y:continua, entonces < -

I T = {feH l T(f)=£f]} es un subespacioilinealcerradode H.~
La linealidad de T = linealidad de I'I‘ .

Ip *30 fy=f = T(6) =

=4, = T(f) = [ TO-L i< TO-0 4] £ {l<e he >0 =

fEIT.

Sea M un subespacio cerrado de H entonces existe una y solo

y f2€iMkl Unicos

Wk

P es lineal.
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P es acotadoy {|P “ <1l =» P esuna p.o.-

En este caso sé'dice que P es la proyeccion oriogonal sobre el

subespacio cerrado M.

Claramente’ I (P) =M

Teorema Ergédiqo medio:
Sea U:H-H isométricay sea P la p.o. sobre el subespacio cem
n-1 '

rrado Iyy. entonces lim n-1 % ka—P(f Vf GH
n -0 - k=0

i =
‘Como:: U es isométrica entonces

s (U £), Ulg) >):A:;=-f(f;ffg)~_v,\f;:f yg € H 22U U=1
. Asfpues ' ‘f_;E“;It”J.ﬁ\lfk'(f) . "U*:,:U frif = fe IU*

Sea f € IU* entonces

1U(e) -1 2= (U(5) -1, U(£) ..f)" N
fu(e) || 2- (£, u()) - (U(f) f) +|1f|;2
lute) || %= (u(s), U(f)) 66y 12,
(£,0(f)) = (U¥(1), U U(f)) (ff |,f,, oy
(0(6), D= (6, v = (¢ f>- TIE

Ju(f)-£1%= 0 =U(£) = = €Ly .

ii) Sea P.La p.o. sobre ‘IU; entonces
n-1

f€I;= lim n-l 3 Uk(f):,f= P(f) .
n-ow = k=0 :

wd7



iii) f=g-U(g) paraalgﬁna géH =,

n-1 n-1 ‘n-1

£ UN(5): ¢ UN(g-U(g): 3 UN(g) -
k=0 k=0 k=0 A

E UK (g): g-UP(g) =

k=1~
n-1 n;. | ’
- . g-U(g)
la-1"z uk(ey | = BT LEb < 2 g -
k=0 e
n-1 _ 1
limn-1 ka(f):'»o
n - 00 k=0

Evidentemente K= { g-U(g) | g €H} es un subespacio lineal

de H por ser U lineal pero K mno es necesariamente cerrado

iii) Sea fEK& }gpge’H- 3 - 'gpfu(gi)) " eKy £, ~f.

Sea A = pn-l by Uk entonces

n-1 s
- k :
Al s nl s U1 nw

I8, 1 = | Anle-5) I+ 1) A(e,) | =

e 4l Ante)
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As{ pues, € >0 By p_'€ N:>- 'Hf-fp | < ¢ /2 |

Ty reN e () [F etz UG | < 02
- los cuales existen por ser f

Jph Y €K

n-1
= liml ¢
n -0 B k=0

ﬁk(f): oYie K

iv) ' -1

CrekRte (1 g-u(g)):oVge He

(f—U*(f),g)=0 Vg €H= U*~(f)‘= f

& U(f)=f R - 1y
- H=23fely v f,€ Iy 3
< o f=f1+f2 =
“n-1 n-1 n-1

. lim n-1 5 Uk(f): lim ¥ Uk(fl) + lim ZUk(fz):
1 - n=o . k=0 . n-0 kz0 nooo k0"

g+ 0= P(1) .
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. < i y . » . . .
vi) Supongase ahora que U:H-H no es isometrica sino unica=-

mente una contraccion ki.e. l U(£) | = * | £ i V fe H :

e |l Ull = 1 entonces el teorema: s;ig‘ue s‘iendoﬁvafli_dio. Para demostrarlo
basta con demostrar que 'también es valido para la tontréccio’n U 1la afir-
macidn de que Ly = Iyy ya que el resto de labdembstra:ci’én es
la mi‘sma‘. ‘ ’

i) Es claroque ||U| s 1¢e | ﬁ* | =1

ii) Sea f €1 entonces

0= [l (- 1122 100 |12 - @ 0,0 -+ | 1)

lo*(s) 12 - (. u(e)) - (W) 0+ | 5] 2=
Io% () 122 1 %4 e 2= 0% | 2= e 2 e0

U*(f) = f

) A4 s,
Teorema ergodico maximo :

Sea T:X =X que p.m. yparacada f:X=R sumable sean
| N , | n o o
Up(f)7f vy Eg= {x€X| neN-.>- 35 f(x)=20]
k=0 T
entonces J' . fd p > 0. |
Eeo o
Supondremos que £ es sumabley ‘f(x)] < o V¥Yx.

Sea m €N vy sea

| P
E {x€X |3 psm -3 ¢ f(x) >0}
k=0
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e

. . . e *
sin embargo el siguiente lema es valido: .

entonces Emr Ef = lim" j‘E fdy = IEf & (s SUR S SV
. n - m
P

asi pues, para demostrar el teorema basta con demostrar que cada E

es medible y que‘ IE fd u >0 Vm .
: : m

Sean m,n € N fijos y sean

i) E_.,, como ya se definio,

Def: Séan a;,..., a, €R vy sea méeN-> - msn.

El nlmero * aj “ serd un m-hder i _‘ak',.;.‘a.ki +1 Fiodt
afk‘*' gt toap, p-1 2 0 para algx¥na. p - alsp Sm (F.Riesz
les llamo nimero m-favorables); T

Claramente ay es l-lider¢a; >0

Claramente a, es m-liderffb.afké 0

a.l T L3 az :-1, 33:-' 1,3.4: 3,3,5"-' 5, a6=7 ’

" entonces a; < 0y é;l es’un- S-lider. . * 7 1.

LEMA a : Dada la ,s‘_u‘ce,vs.ijér‘l{.,:.fa‘.l,{.,:v. vy B "elnt,oqce”s :la_suma. de los . malide

res de ella es no negativo.

i) Para cada x sea 's(x): suma de los m-lidereres de la

«
' ‘sucesion.
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£(x), ..., f |
olx) n+m-_1(x) y sea

i) Dp={x€X | fR(x;,); es un m_-l‘ide‘r;(%ie; l‘a's.ucesi“_c'm .

Cfplmde £ (%) P R0 ngma

entonces :

a) Em: le

- m  k+p-1 - U
b Dy (5o )7 ([0w) =Dy

es medible
p=l rz=k TR o

k=0,1,..., n+m-1 = Em es medible.

n4+ m-1 ' ‘

c) s(x)z .¢g - <’fk¢:‘(X)‘ XD(X)= 8 es medibley. .
k=0 k i ~

n +m-1 o .
Xsd,p, = ¥ I fk d o2 0 porellcnuha«;»
" k=0 Dk

d) Sea I <k < n-1. entonces..
x € D & ]p < m._-ﬁa ;,A.fk_;’(x), +ioet £k+~p-1(¥)' >0 @
iT(x)eD, . =D, = T-}D induccidn) D, = T-K(D )aT"K(E Yksl, .. n-1
(x) e ko1 =Pk (Dy_y) = (por induccion) Dy T ( N ( m)

como Ukka(X.R, o) "LP(X. Ryf) ‘es ‘una {sometria para

1$p<m,
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porlotanto” Uk(f)” 1 = ” fk ” 1 = J‘X fkd M= .F:de*“ = ” f ”1 =

fbl; fdw <[ () ™) au = [yl roTF)(x T-k(p ) M

‘rx(féT 1 XDbO'I,‘ yau ,fx (fx'XDO)OT dy

Fiv ' . v v
[fxxp du =  fadp=[_ fdpie.
fduc= fdp, K20,1,..., nol
IDk k¢ H fEm M 2 D
Ahora, para k3n,n+l,..., n +m+1 se tiene que

Ik Ixlglausfyldan -
n +m-1

Txeaws B I fctusnfg @uem fylelan =

e R el g e
= nlir;lo(fEmkfdu n_fxlf.ldu) IEmfdu?o
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Teorema erpddico individual;
'~ Sea L TiX =X que pm y fe L1(X,C»|J.) entonces la suce=

. n-1. .
sién  s;(x)=n7!l T fi(x) converge en casitodo X a una funcién (x)

sumable e invariante  (i.e. FoT(x) = f*(x) ¥ x). Siademds u(X) <

-entonces .. fxf*d vl :,j;f::'X’fd'“ y 1im IX l f’f 'E’h |d K =0

Notese primero que noé se pierde generalidad si se demuestra el

teoremé.para, f:X—=R sumable e | £(x) ) <o Vx€x.

1) ' Sea f sumable; entonces {x If(x.‘)> a} es medible
V aeR=Xy? {x|£y(x)=f(x)# 0} =

o | o

z

z {x|f>n‘1}' +

[x f<a n=l } es de medida
n=1 . n=1 " ' '

c-fiﬁita y como Tk p-m. V kni, 2,..., entonces
X, = T"k(XO) = {x | fk(x) # 0 } también es de medida

z

: c-finita. k=1,2,... = '\AX’= ‘ Xk es déﬂﬁmedida. g=finita

k=0
i‘yﬂcorr‘io o fk(x) :0\’V‘u'xh€ X! c =-;'sﬁ(x;) =0 Vx€ x' ¢ .

. (x)=lims (x)= 0V xex ©,
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2) Sean a,bgR °>.-° a<hb y'sea_‘.‘

Y :Y@w: {xllime(x)<a<b< mey(x)]

entonces :

| » 1) f, sumable v k =’th sn(x) y 11m ' sn éongir;edibles =

Y es medible'y
ii) x GY@ 11ms (x)<a <b <Tim s (x) =
} k . B-M fk(x) 75 O 7 ya que de no ser asi";se':;’"teﬁdrfa. que
lim s _(x)= lim s, (x)=0 =X¢Y = x¢ Xy =

. % 6 X' = Y c\’ X' ‘.

) T e 0T a0 = THEY Y

iv) Sﬁpéngase queb>0, "de’no sér asi entonces ' a <0 y
entonces Ios s1gu1entes argumentos se dar1an para 2y of

en lugar;_:de darlos par.a. b y f

Sea Z un subcon_]unto medlble de Y de med1da fmlta y sea
g: Y +R 3. g(x)=£f(x)=b Hx) la cual es sumable entonces
"x€Y=b<l1ms(x)¢=}neN.B." (x)>b Xz(x)‘r’-"
};" {v fk(x) '"b'X . (x)} > 0 =
B RS

N .
3 :
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no-l Npa=1

0
x) = e TR(x)-b ™(x)) } =
DB 3 (1T X (1)

n-l

u[vjo

{f (x) b XT"k(Z)(x) } 2

k=0

no-l
ST fkfi" "Poxglx) >0

p‘ i . |
\g {Xe\iia P g kz gp(x)zO}‘i.’ycomo

B Y —oR es suma.bley T: 'f -oY p m. entonces por

el T.E. Max. se tiene que
gd b= [. (f-b dM. 20 =
Jgean=ly (b x)an 20 =
©.*d+..Z  es medible y de medida finita,

Como WcX' entonces Y  es.de medida g -finita ¢

} Zp Y -2 ZM Y u(Zg) < =u(¥):

s 11m : (Z < b'1 |f| du<oo SRSt
u

por ser f sumable; ..a-e-.‘sf pues, ‘f es de medida finita. y por lo-tanto

se tiene que I gd M -'-I (f-b X ) M= I (f=b)d 4 2 0.
? L S
Procediendo analogamente con la funcién a-f se d‘éffoestra que
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y como

W

. X

"

5)

%% (a f)du20=J‘ (a-b)d uz@-b)u( )= 0
Casb<o y u(¥)s 0= W)= 0 =u(Plab))=0
V a,b racionales 9 a<hb

o x| dim s (x) < T ag(x) 2 0 o
l1msn(x)= FWxex.
: f*T( X)= llm Bn(T(x))=1im Bn(x):f*(x).vx .

n-1 o n-1

les Idu n“fxl Z fkldusnlkz [glfldu=
n_-l “ ' ‘ ’. - n-l

n".zfxlfoTk‘l durnl g Um0 ] 2
k=0 k=0 _

..n"1 20. KR l:‘ ”f I 1=Ix|fl dpu - (Lema de Fatou
f, €M o [ (imf)) slim [£) »

gl ldustim [ e Tau<fyfelan-

% es surr;able.'

Supongamos ahora que p(X) <oo .

Sean p, nEN ysea

( ) {xl < f*(x)<-22—.%-1'—} ;w'entonces:
P’n . 4 -

ot

-57-



N ok o o
) oT =T x(p'n)..x( )quepm Vp,neN

ii) -Sea x.é‘X(p’n) y .c,’w;>:0 _enfﬁn;es
: | ral | : .
'x = lim r'l‘ - X) = n. : . .
£ nl-.oo ' s0 Al =3 ne GN W
... rel , :
¥y - =t g f(x)]<e Vrane
k=0 v '
o ral o
'vf*('x')-e(_r,l-f”fk()<f()§e Vr > ne
‘As{ pues, si n > ne e‘ntonces
n*l' s f(x)-(E-¢c)>0=
k=0 2n ,
nel LT . -
T { (x) - (B - ) ] > 0 al menos para alguna
k=0. r
n = (T.E.ng )
nel »_ o nal D
= {f (x)- - du =( ¢ fdyu )on(-E—
R SR R
(p,n) L ¥ T e i3
405, -n(f p,n)fd“'__( ROLICAIELES
J fduz(l’—-e)u(x ) =
X(p,n) (p, n)
-58-



6)

[ fd p > -E- u (X ) para alguna n .
Jx ,n
(p. ) tp:»)

Analogamente se c_ibtien'e que:

2 1
o )= ] X(p.m* © r‘sz u(x(p’n))

Asi{ mismo, por la definicion de X(p ny o€ sigue

B o (x S" o s&_»x >
L ) f(p,n) bR G, n)

S X, fe f d =
2" ey = Ix(p»n)( ) El.s 2% " (p’n))

| f, @t |s ] [yteetan] s 2 ()
cp=l 'X‘(p,n),g i e IX . o o

s s sl g s
fd p = .
[ fau Ixf d

Casol: f no es acotada

e > 0= ‘3 g ‘acotada sumable ©° 3 - g=f'y

Jxlf-gldu=lf-gl;<e =

JIPR I I+ 175 g gl
s et |l s Int T (f -g.) + | n=] I g eg +
n= £y oo kBT oo K 1
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' nel _ o
P N F I FC Ry I
=0 P L BTSN
omel SR
“ n-l 2 Sk g ” + ZQ V n w
8i se escoge a n,° 3 . ",'an"l’ z 'gk; g* ” <g¢
% n 2n, entonces Ns ’-f*" < ¢ V né n
: o _ n- 1 - 0
: ” 11mI| sn-f. 1 .d"p, = 0

Caso 2;: { es icbﬁda. entonces cada ‘vsﬁ" lo es y usando
o (X)‘ < y el teorema de la con\iergencia dominada se demuestrz que

hlim ‘ri-f*-sni = 0
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