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. /fit is safé to trace back to any single man the 
origin of those conceptions with which pure 
rnathematical analysis has been chiefiy oc~ 

cupied during the nineteerith century and up 
the present time; we must, Lthink, trace back 
to· Jean Baptiste Joseph FÓürier ( 1768-1B30). 

Philtp·E. B. Jourdain 

·SERIES DE FOURIER: 
BREVE INTRODUCCION- HISTORICA ' 

Onésimo Hemandez Lerma* 

Introducción: Una s·erie trigonométrica 

S(f) =~o ~ ~{ (an cos nx +bn sen nx) (1) 

es la S:erie de Fourier de f si los coeficientesan y bn están dados por 

.:_ 1 (2rr ) an -'if J 0 f(x cos nx dx, bn - } forr f(x} se~ nxdx, (2) 

donde fes una funcióndefinida en el intervalo [0,27r]. Para indicar esta 
correspondencia escribimos 

f(x) "' ~a0 + L~ (an cos nx + b_n sennx) 

o, más brevementé,f(x) ""'S(f). 
Nuestro propósito es dar una breve descripción del desarrollo histó­

rico d~ la teoría de las series de Fourier. Por razones de espacio es 
necesario que usemos algunos conceptos con los que, quizás, el lector 
no esté familiarizado. En este caso pueden consultarse [1.] ó [16] (ver 
biblió'grafía ·al final) . 

. Periodo de Euler-Bernoulli-d 'Alembert. Consideremos una cuerda elásti-

. * Profesor de la ESIME. del IPN~, temporahnente en la Universidad de los 
Andes (Mérida; Venezuela). 
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ca fuertemente estirada, vibrando en el plano XY y cuya posición de 
equilibrio es el intervalo [0,21T]. B~jo ciertas condiciones (por ejemplo, 
P.omogeneidad del material de la cuerda, vibraciones de amplitud peque­
ña, etc.), se prueba que el desplazamiento y(x, t) de un punto sobre la 
cuerda con posición de equilibrio en (x, O), en un tiempo t, satisface la 
ecuación diferencial parcial 

Y -a2 Y , tt.- . , XX, (3) 

donde a es una constante determinada porlas características dela cuer­
da. Esta ecuación fue estudiada alrededor de 1750 por matemáticos 
como Jean Le Rond, d'Alembert, Leonhard Euler y Daniel Bernoulli. 
d'Alernbert en 1747 y Euler en 1748 encontraron que la solución de (3) 
es: 

y(x, t) =~(f(x +at) +f(x-at) ), (4) 

donde f(x) = y(x, O) es el desplazamiento inicial dado a la cuerda. Sin 
embargo, había una gran diferencia conceptual en sus resultados.Hasta 
el siglo 18 [4, Caps. VI y VII], la palabra 'función' se usaba para 
designar una expresión (o fórmula) 'simple' escrita eri términos de varia­
bles y símbolos conocidos en aquel tiempo. Por este motivo, d'Alem-

. . -
bert sostenía que la función f en (4) debía tener propiedades que la 
restringieran al conjunto de las funciones conocidas entonces. Entre los 
matemáticos que se oponían a este punto de vista estab;;in Euler y 
Lagrange. Euler concebía una función no únicamente como una canti· 
dad descrita por una fórmula eri términos de variables, sino como una 
correspondencia arbitraria, Jo cual permitía ampliar el concepto de fun­
ción hasta incluir cualquier tipo de relación entre variables. 

En 1753, Bernoulli publicó una memoria dónde mantenía que el 
desplazamiento y(x, t) de la cuerda (con velocidad inicial y t(x, O)= O) 
es expresa ble en la forma 

y(x, t) =~e;' bn sen nxcos nt, (5) 

la cual, para t =O, se reduce a 

y(x, O)_= k7' · bn sen nx. (6) 
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Es decir, el despfazamiento inicialf(x) =y(x, O) debía ser expresa-
ble en la forma (6).. Además, la solución(5), afirmaba Bernoulli, incluía 
la solución (4) obtenida por d'Alembert y Euler. Uno· de los argumentos 
en que se apoyaba BernoulH es que experimentalmente se prueba que 
-ciertos tipos de':_ oscilaciones se pueden expresar como una suma \ 
finita de la forma 

~a0 + Lt Bn sen (nx. + h) =~ao + L'I' (a~ cos nx + b~ sen nx), 

y, por tanto, no veía razón alguna para rechazarla posibilidad de que la 
serie en (6) representara a la furición f, y puesto que sus esfuerzos para 
demostrar este hecho fueron infructuosos, el reto se mantuvo en las · 
siguientes preguntas: 

A. Considerando que la posición inicial f(x) de la cuerda es (hasta 
cierto punto) arbitraria, ¿es 'razonable' esperar que la serie en (6) repre-
sente esta posición? _ 

B. Suponiendo que f(x) pudierá representarse por tal serie, ¿cómo 
se calcularían los coeficientes? 

La pregunta A, ·como veremos después, quedó sin respuesta hasta la 
· aparic;ión de los trabajos de Fourier y Dirichlet. Con respecto a B se 
obtuvieron los siguientes resultados: Euler. y -Lagrange, independiente­
mente, encontraron que para una serie (1) finita los (ahora así llama­
dos) Coeficientes de Fourief a~ y bn están dados por las fórmulas (2). · 
Posteriormente, en 1777, Euler ,extendió el resuÜado para una seri~ 
infinita. El procedimiento segu!do por Euler para c~lcular an y bn es, 
esencialmente, el mismo que usamos ahora (consulte [l] ó [8] ). Ante­
rior a este resultado es el de Alexis Clairaut{l 713~1765), publicado en 
1759 sobre la serte de Fouríer de cosenos de¡,-

. 00 . . . ·2 ;rr 
f(x)"' Íªo + ~1 an. cos n,x, donde an ñ'Íof(x) cos nx dx, 

y el de Lagrange sobre la serie de Fourier de senos def, 

f(x)"' L'; bn sen nx, donde b ~ - ~fo f(x) sen nx dx. 

En 1805, Marc-Antoine Parsevalencontró (con hipótesis insuficien­
tes) una relación entre los coeficientes de Fourier y la función[ que ha 
resultado. set de gran importancia en la investigación posteri9r: si fes 
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integrable y acotada sobre [0,27T] entonces, 

1 •P. _1T A (x) dx · !a __ 2 +-· k_-
00 r a2 + b 2 )- ·· · - Jo 1 • 2 o 1 \! n - n · 1T . ..·. . 

·C. de. la Vallée Poussin (1893) extendió el resultado parafuncionfü 
absolutal)lente integrables y Fatou para funciones en L 2 [0, 11T] Lia¡m­
nov (1896) y Hurwitz (1903) encoritrarori una relación en Ja que _(7} 
:resulta como caso particular: s{ f y g son funciones integrables y 
'acotadas sobre [0,27T] entonces, 

.} ~1T f(x)g(x_) dx ~~ªo Ao+ ~7' (an An +·bn An), (8) 

donde an y bn son los coeficientes de Fourier de f y An y Bn los 
coeficientes de Foµrier de la función g. ·La ecuación (7), (y,,_ algunas 
veces, también (8)) es llamada ecuación de Parse~al. . . ''-----------

Teorema (Dirichlet)~ Sea{ función periódicaconperzodo 21Tdefiniday 
16 . . . 
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acotada sqbre [O, 21Tl Sif tiene sólo un número finito de discontinuida­
des y de máximos y mfnimos en [O, 211') entonces, su serie de Fourier 
S(f) converge y su suma es 1 (f(x+) + f(x--) ) en caqa punto x .. Los 
números f(x+) yf(x-)son lós límites laterales de f enx definidos por: 

f(x+} · lím f(x+h) 
. h-i;;o 

y f(x-) =lím f(x-h), (h>O). · 
h'40 

Una demostración distinta de este . teorema fue dada por Bonnet 
alrededor de 1849. [20, Secc; 9.43): · 

. . 1 

· Los primeros esfuerzos de Dirichlet estaban encaminados a probar 
que la continuidad de fes suficiente para que ella misma sea la suma de, 
su serie de Foúrier. Sus esfuerzos·fueron vanos aunque en 1837 probó 
que la condición de que f sea acotada no es necesaria sif es absoluta­
mente integrable. Heine, en 1870, demostró que· la convergencia e: 
uniforme sobre éada intervalo fa, b] que no contiene puntos de discon­
tinuidad de· f (el concepto de continuidad unif ~rme fue iÍ1ttodubido por 
Stokes en 1847). Durante medio siglo se trató.de probar el teorema de. 
Dirichlet con la única condición de que f fuera continua, pues se tenía 
la 'certeza' de que esto era suficiente, pero en 1875 Paúl du Bois- · 
Reymond encontró un ejemplo de una función continua cuya serie de 
Fourier divergía en un punto. Otrós ejemplos fueron encontrados des­
pués por Fejér, Lebesgue, Schwarz y Faber, algunos de los cuales, si­
guiendo la idea de du, Bois-Reymond, eran de series de Fourier que no 
convergen (a la funcíón que las genera) en un conjunto numerable de 
punto~. Estos ejemplos ·pueden encontrarse en J15, Secc. 4.12] ó [ 21; 
Cap. VIII] ó [16,p. 546]. . 

El ejemplo de du Bois-Reymond renovó el interés en las series 
trigonométricas. y condujo al siguiente resultado de C. Jordán 
(1838-1922); . 

Teorema (Jordán). ·sea funafuneión periódica con período 21fy abso­
lutamente integrable sobre [O; 211} Si xes un punto interior del interva· 
lo [a, b] en el cual f es, de variación acotada, entonces, la serie de 
Fourier S(j) de f converge y su suma es ~(f(x+) + f(x-) ). Si fes 
continua en x, S(f) converge af(x) . . 

Por un tiempo se pensó que la variación acotada de una función era 
una condición necesaria de su continuidad lo cual estaría en contradic­
"ción con el ejemplo de du Bois-Reymond, pero después se dieron ejem­
plos (e. g., f(O) = O y f(x) = x112·sen(I/x), O<x<I) de funciones conti- . 
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nuas que no son de variación acotada. Por otra parte, la~ condiciones de 
Jordan: son más generales que las de Dirichlet po=rque úna función que 
satisface las condiciones' del primer teorema es de variación acotada 
pero el converso es falso. Por ejemplo la función logl2 cos ~xi satisface 

. las condiciones del teorema de Jordan y su serie de Fourier es 

logl2 cos ~xi= 2:7' (-l)n- 1
( cós nx)/n~ . 

Sin embargo, esta función no satisfa~e las condicfone·s efe Dirichlet pues 
no es acotada en 7T. 

Periodo Riemann-Lebesgue. El siguiente .gran paso en el estudio de las 
series trigonométricas fue dado por BernhardRiemann {1820-1866) 
bajo la influe_ncia directa de Dirichlet que fue su_ profesor en la universi­
dad alemana de Gotinga. 

. ···~¡-. . " 

Como hemos mencionado, Dirichlet encontró cond~dones suficien-
tes para que la serie de Fourier de u11a función .f converja a f .El 
proble~a de Riemann (hasta ahora sin resolver) era encontrar condicio­
nes necesarias y suficientes. En 1854" Riemann.presentó una memoria, 
''Sobre la representación de unafunción por una, serie trigonométricq.", 
(publicada hasta 1867, después de. SU. mue_rte) que principiaba conside­
rando el concepto de integral bajo un punto de vista más amplio qu(! el 
-dado por Cauchy en 1823 para funciones ._continuas. Generalizó a tal 
grado la integral de Cauchy que pudo dar un ejemplo {ver[ 5, p .. 9] ó [7, 
p. 11] ) de una función integrable con un número. infinito de discorJ.ti- · 
nuidades. 

W. R. Hamilton (1843) probó que si fes. continua _sobre [a, b] 
entonces, 

b ' 
lím ¡ f(~) sen kxdx . O. 

k--+oo 
(9) 

. . 

Riemann (Lebesgue, en 1903) generalizó el res.ultado.anterior al caso en 
que f ~s Riemann (Lebesgue)-integrable. Este hecho, fun.damentalen la 
lústoria de las series trigonométricas; es conocido como lema de_ Rie­
mann-Lebesgue. Su importancia estriba, entre otras cosas, en que de él 
se sigue el siguiente, · 

Teorema de Localización de Riemann.: El comportamiento (convergen­
cia o divergencia) en un punto x de la seriéde Fourier de unafunciónf 

j
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R'-integrable depende, únicamente, de los. valores de f en una vecindad 
drbitrariamentepequeña dex. 

·Otras.contribuciones 9e Riemann fueron con respecto al 'problema 
de unicidad' de una serie trigonométrica. Es decir, ¿existen dos series 

. trigonométricas distintas que converjanaJa misma·función?, o, equiva­
lentemente·, ¿existe una serie trigonométrica que converja a cero en 
cada punto y que tenga coeficientes (al menos uno) distintos de cero? 
Riemann dio la siguiente respuesta negativa: Si una serie trigonométrica 
conyerje. a cero en [O, 21í] excepto, quizás; en un conjunto finito de 
puntos entonces, todos· los coeficie!1tes de la serie son cero. Una conse­
cuencia (observada por du Bois-Reymond) de este hecho es: una fun­
ción que satisface las: condiciones de. Dirichlet tiene una representación 
úniCa. Es decir, no- puede _ser representada por üna serie trigonométrica 
quena sea su serie de Fourier: 

Otras respuestas al problema de unicidad fueron dadas por Reine y 
Cantor. De singular importancia son las investigaciones de Cantor por­
que al considerar· el problema fue conducido al estudio de las propieda­
des de los conjuntos de puntos que fueron el origen de la actual Teoría 
de Conjuntos {ver la introducción de Jourdain a, [5 ]). En 1871 Cantor 
probó el siguiente, 

. Teorema (Cantor). Si una serie tfigonométrtca converge a cero excepto 
en un _conjunto reducible entonces, todds Jos coeficien~es de la serie 
son cero. 

Nota: un conjunto A es ·'.'reducibfo" -si su p~ésimo conjunto derivado 
es vacío para. algún entero p0sitivo p'. (conjunto derivado:::= conjunto de 
-puntos de·acumulaeión). Observe que el teorema de Riem~nn es un caso 
particular de éste pues todo -conjunto finito es reducible. · 

La. terminología a•ctual .es; A. es un. U-conjunto (o, conjunto de 
unicidad) si la convergencia de una serie trigonomé_trica a cero fuera de 

·A, es posible sólo si todos los coeficientes d~ la se.de son cero. En estos 
·términos el teorema de Cantor resulta:- Cada conjunto reducible e-s un 
· U-conjunto. . ... , 

En 1909, W. H. Young extendió el resultado de Cantor para con-· 
juntos numerables. i. ~., cada conjunto numerable es un U-conjunto· 
(aunque existen conjuntos, los racionales,_ por ejemplo, que son numera­
bles y no son reducibles). Ahora, puesto que todo conjunto numera o.le 
es de medida cero, surgió la pregunta: ¿cada conjunto. de medida cero 
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es un U-conjunto? D. E. Menchov(en 1916) construyó el primer ejem· 
plo (3, p. 126] que daba una respuesta. negativa a _esta pregunta. En 
otras palabras, no todos los conjuntos de unicidad son finitos o numera· 
bles. 

Naturalmente, la siguiente pregunta era: ¿existen conjuntos no· 
numerables que sean U-conjuntos? A. Rajchmann (1922 y 1923) cons· 
truyó conjuntos perfectos (Le., cerrados y sin puntos aislados) que eran 
U-conjuntos. Independientemente, y usando otro procedimiento, N. K. 
Bari (1923) obtuvo el mismo resultado, ,(para un estudio de los princi· 
pales resultados en el problema de unicidad de series .trigonométricas 
consulte [ 3] ó [ 15 ] ó [ 21] ). . 

En 1904 el matemático húngaro Leopold Fejér, obtuvo resultadm 
muy importantes al considerar, en lugar de la convergencia puntual, la 
convergencia de las medias aritméticas de las sumas parciales de la serie 
(1). 

Definición. Sea Sn la n-ésima surµa parcial de la serie ~7' An, y 

. (n = 1, 2, ... ) 

(i. e., Sn es la media aritmética de las sumas parciales S ¡, S2, •• • , Sn). 
Decimos que la serie ~';A n es (C, 1 )-suma ble (o, Cesaro-sumable) si la 

· sucesión (Sn)°(' converge. Además, si lím Sti = S,. decimos que Ses la (C! 
~ 

l)·suma (ú, Cesaro-suma) de~~ A.n· 
Fejér probó que: si f es Riemarm (o Lebesgue}integrable' y x es un 

punto del intervalo [O, 21T] tal que f(x+.) yf(x-) existen entonces, la 
serie de Fourier (1) de fes (C, l}sumable a }(f(x+) + f(x..:...) )~Poi 
tanto, si fes continua soi).re [O, 21íJ su serie de Fourier es (C, 1)-suma· 
ble a f Así, Fejér logró reivindicar el concepto de continuidad al de· 
mostrar que la serie de Fourier de una función continua, aunque no 
converja puntualmente, es 'sumable' en el sentido de la definición ante­
rior (o sumable en el sentido de Cesaro ). 

Otro aspecto importante delresultado de Fejér es que de él se sigue 
inmediatamente el 

Teorema de Aproximación de Weíerstrass(J 885 ). Cada función conti· 
nua de período 21f puede aproximars(! u.niformemente por polinomim 
trigonométricos. 
20 



El teorema de Weierstrassfue generalizado para polinomios ordina ~ 
rios por M. H. Stone en 1948. 

Durante este siglo la teoría de las series trigonométricas ha tenido 
un gran desarrollo debido en gran parte~ a la teoría · de integración 
introducida por Henri Lebesgue en 1902 con el propósito, precisamen­
te, dé aplicarla al estudio de ;fas sedes: trigonométricas tatcomó había 
hecho Riemann anteriormei).te. · Qhesgue {19Ó6) probó el asombroso 
resultado segú.n el cual; fa serie de Fourier(i) de l1nafunción continua[ 
puede integrarse término a término y Ja s~rie integrada converge ... 
¡aun en el caso de que la seri:e (l)diyerja! Además, la s~de integrada 
converge uniformemente sobre cada intervalo; cerrado [a, b ]. Por tanto) 
una· condición necesaria pata que uriá serie trigonométrica sea una serie 

- .. . . 

de Fouriet (i. e., que sus coeficie11tes estén dados por (2) para alguna 
función fJ es que fa iriteg~al de e:Sta ~erie séa convergente en [O, 211']. 
Usando esté criterio Lebesgue probó el siglliente teorema comunicado a 
él por Fatou: Lá serie trigonométrica 

· .. 00 sén nx. 
~2 .... 

. · logn 

converge y nó es la serie de Fourier de función integrable alguna (vea· 
(13. p. 70] ). . 

Ahora, ¿eXisten condiciones suficientes para que una serie trigono­
métrica sea una serie de Fouri~r? Una respuesta positiva fue dada casi 
simultáneamente por F. Riesz y E. Fisher en 1907. 

Teorema (Riesz.:Fisher). Sila serie 

1 2 . ~CX> .·· 2· 2) 
~o + ~l (an + bn 

converge, la serie trigonométrica {l}con estos coeficientes an y bn es la 
serie de Fourier de unafunciónf enL2 [0, 21TJ 

Observe· que el teorema de Riesz-Fisher es un converso del teorema 
de ParsevaL Por otra parte, si la norma de una función[ en L2 es 

11 f ll=C(f(x)dx )
112 

(10) 

el teorema, en la f ormaen que fue ep.unciado por Fisher, dice que L 2 es 
completo con respecto a la norma definida por (1 O). Esta condición, . 
. . 1 
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entre otras, hace más conveniente la integral dy Lebesgue que la de. 
Riemann pues L 2 no es completó (ver[2, p.143] ). 

Resultados recientes. Hemos mencionadq que _existen· fundones "c<?ntf· 
nuas que no son la.suma de. su ~eri~ de Fourier. En 1935, J. Pál y H. 
Bol1r demostraron que esta Situación pueqe 'corregirse' media~te un 
cambio de variable [ 14; Teor.1 l: si fes conttnua sobre [O, 2]conf(O)~ 
f(2rr), existe un homemorfismo-g del in t~rvalo [O, 21T l sobre sí mismo 
tal que la serie _de Fol.J.rier def0 g converge uniformem~n.te .. Otra forma , 
de corrección fue dada por D, E.. Menchoy: sif es medible sobre [0,"27T]. 
existe una función continua g tal que f(x) = g(x). excepto sobre un 
conjunto de medida cero y la serie de Fourier de g c9nverge unifqrme­
mente. 

Kahane y Katz., en ·1966, han probado. que., dado cualquier conjtm-. 
to de .medida cero, existe unaJunción co:p.tinua cuya_ s,erie-~e F<;:n1rier 
cliverje en cada punto de ese conjunto .. P~:>r otra pa~te, L.. Carleson [6] 
probó, ese mismo año, que es írnposible construir una función continl.J.a 
cuya serie de Fourier diverja sohre Ún .conjunto de medida positiva. Su 
resultado fue: si fes una función en(L2 [0,211'])(en particular, si fes 
continua), su serie de Four:ier .d.onverje excepto. sobre. un .conjuntq. de 
medida cero. C. Fefferman [ll] y [ll]haextendido,en 197.1,elres~l-: 
tado de. Carleson, a .series ~e, Eovr~er ;qiúltiples. 

Ob~ervación. Es evidente que, han quedad~ muchos aspecto~ importan­
tes sin mencionar. El lector inte~esado puede consultÚ la· bibliografíá, . 
principalmente, [ 1_9] y l21]. Lo poco que he~os. m,en9i()nado pe~mite 
apreciar la enorme influencia que)as series de Fouriér han ejercido en el 
desarrollo del Análisis Mat~mático :rn~de,rno.:Una descripción detallada 
de los resultados recientes y de la -importancia de las series de Fourier 
en la Física .y Ja lngeniería .. será ~1 objeto de una µo.ta futU.ra. ," . . . . . . . . . . . 
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