’i-If zt Is safe to trace back to any smgle man z‘he \

- origin. of those conceptzons with which pure

- mathematical analyszs ‘has been chzeﬂy ‘oc-

' ’cupzed during the ‘nineteenth century and up
- the present time, we must, I think, trace back
tor Jean Bapz‘zsz‘e Joseph Fourzer ( 1 768-]830) -

thlzp E B Jourdam

SERIES DE FOURIER
: BREVE INTRODUCCION HISTORICA

N SRR ’1‘ 'Onesuno Herndndez Lerma*

, Introducczon Una serie. tr1gonometr1ca

S(f) —ao +21 (a cos 1x +b sennx) (1)

s la serie de Fourzer de f si- los coef1c1entes ay y b estan dados por

j%”f(x) cos nx dx . ' by '=1—- f2 f(x) sen nx d:x Q)

' donde f es una func1on deﬂmda en el mtervalo [0, 27r] Para 1nd1car esta

correspondenma eSCI‘lblmOS |

f(x) ~¥ao +21 (a cos nx +bn sen nx)

0, mds brevemente f(x) S(f)

Nuestro propésito es dar una ‘breve descripcion del desarrollo histo-
rico de la teorfa de las series de Fourier. Por razones de espacio es

‘necesario que usemos- algunos conceptos con los que, quizds, el lector
no esté tarmharlzado ‘En este caso pueden consultarse {1] 6 [16] (ver
3 b1b110graf1a al fmal)

_ Perzodo-‘de Euler-Bemoullid’AZembeft.-'Cbn’sid‘erernos -una cuérda eldsti-

| * Profesor dela ESIME del IPN temporalmente en la Umversxdad de los

‘ _ Andes (Menda Venezuela)
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ca fuertemente est1rada V1brando en el plano X Y y cuya posicion de»
equilibrio es el intervalo [0 2m). Bajo ciertas cond101ones (por ejemplo,
homogeneidad del material de la cuerda, vibraciones de amplitud peque-
fia, etc.), se prueba que el desplazamlento »(x, 1) de un punto sobre la
cuerda con posicién de equilibrio en (x 0) en un t1empo f, satlsface la
ecuacién d1ferenc1a1 parc1a.l ~

Y= Yewy -

donde a es una constante determmada por las caractemstlcas de la cuer-v 4
da. Esta ecuacién fue estudiada alrededor de 1750 por matemdticos
como Jean Le Rond, d’Alembert, Leonhard Euler y Daniel Bernoulli.
d’Alembert en 1747 y Euler en 1748 encontraron que la solucién de 3)
es: - ' S : - :

Yo D=Ll +an) Hfeean)). @

donde f(x) = y(x, 0) es el desplazamiento inicial dado a la cuerda. Sin
embargo, habia una gran diferencia conceptual en sus resultados. Hasta
el siglo 18 [4, Caps. VI y VII], la palabra ‘funcién’ se usaba para -
designar una expresién (o férmula) ‘simple’ escrita en termmos de varia-
bles y 31mbolos conocidos en aquel tiempo. Por este ‘motivo, d’Alem-
bert sostenia que la funcién f en (4) debia ‘t‘ener propiedades que la
restringieran al conjunto de. las funciones conocidas entonces. Entre los
matemdticos que se oponfan a este punto de vista estaban Eulery
Lagrange. Euler concebia una funcmn no Unicamente como una canti
dad descrita por una formula en términos de var1ables sino como una
correspondencia arbitraria, lo cual perrmua ampliar el concepto de fun-
ci6n hasta incluir cualquier tipo de relacion entre variables.

En 1753, Bernoulli publicé una ‘memoria dénde mantenfa que el
desplazamiento y(x, ¢) de la cuerda (con ve10<:1dad inicial y,(x, 0)=0)

es expresable en la forma

Ve =37 bysenmecosnt, ()
~ la cual, parat =0,se reduce a

y(x O) 21 nsennx S 6)
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_ ‘Es decir, el desplazamlento 1n1c1a1 f(x) y(x 0) debm ser expresa-
ble en la forma (6). Ademds, la- solucwn (5), afirmaba Bernoulli, inclufa

o la solucmn (4) obtenida por d’Alembert y Euler. Uno de 108 argumentos

en que se apoyaba Bernoulli és que’ expenmentalmente se prueba que .

—ciertos ‘tipos de— oscﬂacmnes se pueden expresar como una suma
'fzmta de la forma = : S

Lo+ v B, -s;en?(nx_+ H) =340 + 2’1" @h cos nx + b}y sen ),

y, p01 tanto, no veia razon alguna para rechazar la posibilidad de que la

p—

. serie en (6) representara‘a la funcién f, v puesto que sus esfuerzos para
demostrar este hecho fueron 1nfructuosos el reto s€ mantuvo en las :

siguientes preguntas

| A. Considerando que la posicién inicial f(x) de la cuerda es (hasta
- cierto punto) arb1trar1a (,es razonable esperar que 1a serie en (6) repre-
sente esta posiciéon? - : S

B. Supomendo que f(x) pud1era representarse por tal serie, {cOmMO
se calcularfan los coeficientes? ‘

La pregunta A, como veremos despues quedo sin- respuesta hasta la

"apanc1on de los trabajos de Fourier y Dirichlet. Con respecto a B se.

obtuvieron ‘los siguientes resultados: Euler y Lagrange, independiente-
mente, encontraron que para una serie (1) finita los (ahora asi llama-
dos) Coeficientes de Fourier a,, y by, estdn dados por las férmulas (2).
Posteriormente, en 1777, Euler extendié el resultado para una serie
infinita. El procedimiento seguldo por Euler para calcular a,, y b, es,

~esencialmente, el mismo que usamos ahora (consulte [1} 6 [8] ). Ante-

rior a este resultado es el de Alexis Clairaut (1713-1765), publicado en
1759 sobre la serie de Fourzer de cosenos de f

f(x)~ '—ajo + 'El an co’snx, : d‘onde @, =7 fo f(x) cos nx dx
y el de Lagrange sobre la serze de Fourzer de senos de f
)~ 21 b sen nx, donde bn =z jq' (x) sen r1x dx

En 1805, Marc Antoi’ne‘Parseval encontro (con hipétesis insuficien-

' tes) una relacién entre los coeficientes de Fourier yla funcién f que ha

‘ resultado ser ‘de gran 1mportanC1a en la investigacién posterior: si f es

15
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integrable ya acotada sobre [o, 277] entonces i ey
i ﬁ”ﬁ(x)dx=_:ao+zl (an +b ) L@

C. de la Vallee Poussm (1893) extendlo el resultado para funcmnec e

absolutamente integrables y Fatou para funciones en L, [0, 2m] Liapu |

nov (1896) y Hurwitz (1903) encontraron una relacién en la que (7)
resulta como caso partlcular si- f y & son funcmnes 1ntegrab1es v
‘acotadas sobre [O 27T] entonces ‘

1 f f(x)g(x)dx-——avo+ 21 (a A, +b A @
donde a,, v bn son los coeﬁc1entes de Fourler de f y A y B los"'
coeficientes de Fourier de la funcién g La ecuacién (7), (ykalgunas

veces, tamb:len (8) ) es lamada ecuacion de Parseval.

Perzodo FourzerDzrzchlez‘ En 1807 Founer presento a la Academla de» B

Parfs su memoria “Théorie du Mouvement de la Chaleur dans les Corps

Solides™, la cual fue galardonada con el Gran Premio de Matemdticas de
- 1812. Sin embargo, esta no fue pubhcada sino hasta los afios 1824- 26
debido a que el jurado, entre:los cuales se- encontraban Lagrange, La-
place y Legendre, consideré {7, pp. 6- 7] que el trabaJo de Fourier
dejaba mucho que. desear desde el punto de vista de rigor matemadtico.
Fourier enuncié que: cualquzer funcmn definida sobre el mtervalo [o.
2m] se puede representar como una sene (1) de senos'y. cosenos con
coeficientes dados por (2). | . |
La tnica condicién- que Founer 1mpuso a la funcmn es. que fuera
integrable. Por supuesto que esta condicién es- suﬁmente para calcular
los coeficientes 2, y by, de la serie (l) pero no implica que la suma de
la serie, en caso de que esta COIIVGI]a sea la funcién dada. Founer se

concret a ‘probar’ su teorema en varios casos partlculares ‘Al anahzax ‘

el caso general us6 un argumento geomemco que contenia la. idea del

que después fue usado por Dlrlchlet para probar por. prlmera vez,un
resultado posmvo con respecto a la convergen01a de las serles de Fou >

rier. .
| En 1829 Peter Gustav Le;eune Dmchlet ( 1805 1859) probo rlgu :
-~ .rosamente el 51gu1ente teorema gy

Teorema (Dmchlet) Sea f funczon perzodzca con perzodo 277 deﬁmda y ,




" 'acotada sobre [0 27r1 Si f tzene solo un numero f‘ mz‘o de dzscontmuzda-

des y de maximos.y mmzmos en [0, 2m] entonces, su serie de Fourier
S(f) converge y su suma es L (f(x+) + f(x—~)) en cada punto x. Los

. numeros f(x-l—) y f(x ——) son los hmltes laterales de f enx def mdos por ',

. f(x+),_f=_11m rf(x+h)f oy _f(x——)=11’m'f(x~h),(h>0)-

Una demostracmn distinta de este teorema fue dada por Bonnet

' alrededor de 1849 [20, Secc.9.43].

Los pr1meros esfuerzos de Dirichlet estaban encammados a probar

‘que la continuidad de £ es suficiente para que ella misma sea la suma de,

su serie ‘de Fourier. Sus esfuerzos: fueron vanos aunque en 1837 probé
que la condicion de que f sea. acotada no es necesarla si f es absoluta-
mente 1ntegrable Heine, en 1870, demostrd que la- convergencia e:
uniforme sobre cada intervalo [a, b] que no contiene puntos de discon-
tinuidad de- f* (el concepto de continuidad uniforme fue introducido por

© Stokes en 1847). Durante medio’ s1glo se trato de probar el teorema de

Dirichlet con Ia tinica condicién de que f fuera continua, pues s¢ tenia
la ‘certeza’ de que esto era suﬁc1ente peto en 1875 Paul du Bois-
Reymond encontré un ejemplo de una funcién continua cuya serie de
Founer divergia en un punto. Otros e]emplos fueron encontrados des-
pués por Fejér, Lebesgue, Schwarz y Faber, algunos de los cuales, si-
guiendo la idea de du Bois-Reymond, eran de series de Fourier que no
convergen (a la funcxon que las genera) en un conjunto numerable de
puntos. Estos ejemplos pueden encontrarse en [15, Secc. 4.12] 0[21

Cap. VIII} 6 [16, p. 546].

El ejemplo de du- Bo:é Reyfnond Tenové. el interés en las series

| tr1gonometr1cas y condu]o al S1gu1ente resultado de C. Jordan
- (1838- 1922), & o

| Téorema ad ordén)' Sea funa funcion perio'dz'ca con periodo 2Ty abso-

lutamente integrable sobre [ 0, 2m] Si x es un punto interior del interva-
lo [a, b] en el cual fes de varzaczon acotada entonces, la serie de
Fourzer S(f) de f converge v su suma es 1( f(x+) + f(x )) Si fes
continua en x, S(f) converge a f(x) k

~ Por un tiempo se pens6 que la variacion acotada de una funcién era

 una condicién necesaria de su contmmdad lo cual estarfa en contradic-
'cién con el ejemplo de du Bois- Reymond pero después se dieron ejem-
plos (e g f(O) O y f(x) x ’2sen(1 /x), 0<x<1) de funcmnes conti-
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nuas que no son de variacion acotada. Por otra parte, las condiciones de

Jordan son mds generales que las de Dlrlchlet porque una funcién que

satisface las COI’ldlClOI’lCS del pr1mer teorema es de variacién acotada

pero ¢l converso es falso. Por ejemplo la funcwn 10g|2 cos —xI satisface
“las condiciones del teorema de Jordan y su serie de Foumer es

log|2 cos —xl—- Z0(— I)” 1(cos nx)/n

Sin embargo esta funcmn no satlsface las condlciones de. D1r1ch1et pues
no es acotadaen .

Perzodo Rzemann-Lebesgue El s1gu1ente gran paso en el estudlo de las .
series trigonométricas fue dado por Bernhard R1emann (1820 1866)
bajo la influencia directa de D1r1chlet que fue su profesor en la universi-
dad alemana de Gotinga. :

Como hemos menc1onado D1r1chlet encontro cond1c1ones suficien-
tes para que la serie de Fourier de una funcmn [ converja a f. El
problema de Rlemann (hasta ahora sin resolver) era encontrar condicio-
nes necesarias y suficientes. En 1854 Riemann . presento una memoria,
“Sobre la representacion de una funcidn por una serie trigonométrica”,
(publicada hasta 1867, después de ,'su.‘ muerte) que .principiaba conside-
rando el concepto de integral bajo un punto de vista mds amplio que el
dado por Cauchy en 1823 para funciones. continuas. Generaliz6 a tal
grado la integral de Cauchy que pudo dar un ejemplo(ver[5,p. 9167,
p. 11]) de una func1on integrable con un numero infinito de d1scont1- '
nuidades. ' A

W. R. Hamﬂton (1843) probo que si f es contmua sobre [a b]
entonces,

elim ‘gbf(x) sén’ kx-.dx == 0. SN e | (9)

Rlemann (Lebesgue en 1903) generahzo el resultado anterlor al caso en
que [ es Riemann (Lebesgue)-mtegrable Este hecho fundamental enla
historia de las series trigonométricas; es conoc1do como lema. de Rie-
mann-Lebesgue Su importancia estnba entre otras cosas, en que de él
se sigue el S1gu1ente o

Teorema de Locahzacnon de Rlemann EZ comporz‘amzento ( convergen-
cia o divergencia) en un punto x de la serie de Fourzer de una funcion t




R—mtegmble depende umcamente de los valores de f en una vecmdad

o 'arbzz‘rarzamente pequeria de x.

‘Otras.contribuciones de meann fueron con respecto al problema
de unicidad’ de una serie trigonométrica. Es decir, ;existen dos series
trlgonometmcas dlstmtas que converjan a la misma funcién? , o, eqmva-
lentemente;, Gemste una serie’ tr1gonometr10a que conver]a a cero en
- cada punto y que tenga coeflc1entes (al menos uno) distintos de cero?
| Rlemann dio la s1gulente respuesta negatlva Si una seme trlgonometrlca
converje. a cero en.[0, 27] excepto, quizds, en un conjunto finito de
puntos entonces, todos los coeficientes de la serie son cero. Una conse-
cuencia (observada por du Bois- -Reymond) de este hecho es: una fun-
cién que-satisface las condiciones de Dirichlet tiene una representacion
umca Es decir, no puede ser representada por una serie trigonométrica
que no sea su serie de Fourier: S : S

Otras respuestas al problema de un101dad fueron dadas por Heine y
Cantor. De singular 1mportanc1a son las investigaciones de Cantor por-
que al considerar el problema fue: conducido al estudio de las propieda-
des de los conJuntos de puntos que fueron el origen de la actual Teoria
de Conjuntos (ver la 1ntr0du001on de Jourdam a.[5]). En 1871 Cantor
| probo el s1gu1ente '

.Teorema (Cantor) Si una serie trzgonometrzca converge a cero excepto
en un- corz]unz‘o reduczble entonces todos los coeﬁczentes de la serie
son cero.

Nota: un conjunto A es “reducible” :si su p-6simo conjunto derivado
es.vacio para algin entero positivo p. (conjunto derivado= conjunto de
-puntos de acumulaeién). Observe que el teorema de Rlemann s un caso
partlc,ular de éste pues todo conjunto finito es reducible.

“La. terminologia - actual es; 4. es un.U-conjunto (o, con]unto de
ummdad) si.la convergencia de una serie trigonométrica a cero fuera de
A, es posible s6lo si todos los coeficientes de la serie son cero. En estos
términos el teorema de Cantor resulta Cada conjunto reduable es un

U- conjunto : -
En 1909, W. H. Young extendm el resultado de Cantor para con-
juntos numerables. i. e., cada conjunto numerable es un U-conjunto .

" (aunque existen conJuntos los racionales, por e¢jemplo, que son numera-
“bles y no son redu01bles) Ahora, puesto que todo conjunto numerable
es de medida cero, surgi6 la pregunta: ;jcada conjunto.de medida cero

i
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es un U-conjunto? D. E. Menchov (en 1916) construyo el pnmer eJem e

plo [3, p. 126 ] que daba una respuesta negativa a esta pregunta. En
otras palabras no todos los conJuntos de umcldad son f1n1tos onumera’
bles. : ; . g
Naturalmente la siguiente pregunta era: (,exist‘en conjuntos no-
numerables que sean U-conjuntos? A. ‘Rajchmann (1922 y 1923) cons.
truy6 conjuntos perfectos (i. e., cerrados y sin puntos aislados) que eran
U-conjuntos. Independientemente, y usando otro procedimiento, N. K.
Bari (1923) obtuvo el mismo resultado, .(para un estudio de los princi--
pales resultados en ¢l problema de un1c1dad de series. tr1gonometr1ca<
consulte [3] 6[15]16[21]). :

En 1904 el matemdtico hungaro Leopold Fe]er ‘obtuvo resultado<
muy 1mportantes al considerar, en lugar de la convergencia puntual la
convergencia de las medias aﬂtmetlcas de las sumas parcmles de la sene :

(1).
Definicién. Sea S,, 1a n-ésima,'surzna parcial de la serie £, 4,, y’
S, =(S; +52+. .+ 5,). . (m=1,2,..)

G.e.,S,esla medla antmeuca de las sumas parc1ales S1, S2, o Sh).
Decimos que la serie 21 A, es (C, 1)-sumab1e (o, Cesaro- sumable) sila
- sucesion (S,.,)l converge. Ademas si lim S, = S, decimos que S esla (C,
=00
1)-suma (0 Cesaro- suma) de El o : ,
Fejér probd que: si fes Rmmann (o Lebesgue)-mtegrable yx es uni’
punto del intervalo [0, 27] tal que f(x+) y f(x—) existen entonces, la
serie de Fourier (1) de f es (C, 1)-sumable a 2( fex+) +fx=)). Por
tanto, si f es continua sobre [0, 27] su serie-de Fourier es (C, 1)-suma-
ble a f. Asi, Fejér logré reivindicar el concepto de continuidad al de-
mostrar que la serie de Fourier de una funcién continua, aunque no
converja puntualmente, es ‘sumable’ en el sent1do de la definicién ante-
" rior (o sumable en el sentido de Cesaro) o
Otro aspecto importante del resultado de Fe]er es que de él se mgue

inmediatamente el

Teorema de. Aprommacxon de We:erstrass (1 885 } Cada funczon contz :
nua de perzodo 27 puede aproxzmarse unzformemente por polmomzob

trigonométricos.




. te, de aplicarla al estudio de las
~ hecho Riemann antenormeme |

~ H teorema de WeIerstrass fu o
©rios por M. H. Stone en 1948. » -
- Durante este s1glo la teorla de las series tr1gonometr1cas ha tenido
un gran desarrollo deb1do en gran parte, a la teoria’'de integracién
| "mtrodumda por Henrl Lebesgueven’ 1902 con ¢l propésito, prec:samen- g
| r1gonométrzcas tal como habia
_ sgue (1906) probé el asombroso
_resultado segun el cual;la serie de- Fourier 1) de una funcion continua f
puede mtegrarse termmo a termmo y la serie mtegrada converge .
-~ jaun en el caso de que la serie (1) dlver]a' Ademds, la serie 1ntegrada
~converge umformemente sobre cada intervalo’ cerrado[a b]. Por tanto,
- una condicién necesaria para que una serie tngonometnca sea una serie
de Fourier (1 e. que sus coeficientes esten dados por (2) para alguna
- funcién f) es que la mtegral de ‘esta’ serle sea convergente en [0, 27].

ené.fal_ifz&do ’para;;.polinenﬁos: ordina-

' Usando este criterio Lebesgue probo el s1gu1ente teorema comunicado a

el por Fatou La sene trlgonometnca

E«, sen nx |
log n

| converge y no es la serle de Fourler de funcmn integrable alguna (vea:
(13.p.70]). e | | | -
" Ahora, belesten condwxones suf1c1entes para que una serie trigono-
métrica sea una serie de Founer‘7 ‘Una respuesta positiva fue dada casi
: 31mu1taneamente por F. Rlesz y E. F1sher en 1907.

o Teorema (Rlesz Flsher) Sz la serze "

ga +2:1 (a,,+b ) =
converge la serie mgonometrzca (1) con estos coeﬁczentes a,yb,esla
~ Serie de Founer de una funczon f en L2 [0 21r]. | : '

, Observe que el teorerna de RleSZ Fxsher es un converso del teorema
: de Parseval Por otra parte §i la norma de una func1on f en L2 es

The Ilfll*(fﬂ(x)dx) W
< :el teorema en la forma en que fue enunc1ado por Flsher dlce que Ly es

completo con . respecto a la norma deﬁmda por (10). Esta condicién,
: . , oM




~entre otras, hace mds conveniente la integrél' de Lebesgue que la de
Riemann pues L 5 1o es coimplet‘”c’) (ve‘r,[ 2, p.}-ﬁ1434} )

Resultados reczentes Hemos mencmnado que ex1sten funcmnes conti-
nuas que no son la suma de, su serie de Fourier. En 1935, J. Pal y H.
Bohr demostraron que esta situacién puede ‘corregirse’ mediante un
cambio de variable [ 14, Teor. 1]: si f es continua sobre [0, 2] con f(0) =
f(2m), existe un homemorfismo g del intervalo [0, 27] sobre si mismo
- tal que la serie de Fourier de:fog converge uniformemente. Otra forma -
de correccidn fue dada por D. E. Menchov sif es medible sobre [0, 2].
existe una funcién continua g tal que f(x) = g(x). excepto sobre un
conjunto de medida cero y la ser1e de Fourier de g converge uniforme-
mente. - '

Kaharie y Katz en 1966 han probado que dado cualquler conﬂm-.

to de medida cero, existe una.funcién continua cuya serie-de Fourier
diverje en cada punto de ese conjunte. Por otra parte, L. Carleson. [6]
probd, ese mismo afio, que es imposible construir una funcion continua
cuya serie de Fourier diverja sobre un conjunto de medida positiva. Su
resultado fue: si f es una funcién en(L, [0, 2m])(en particular, si f es

continua), su serie de Fourier converje excepto. sobre. un conjunto. de
medida cero. C. Fefferman l11]y [12]ha extendido, en 1971, el resul

tado de. Carleson a series de Fourier multlples "

Observaczon Es ev1dente que han quedado muchos aspectos 1mportan-
tes sin mencionar. El lector mteresa.do puede consultar la bibliograffa,
. principalmente, [19] y{21]. Lo poco que hemos mencionado permite
apreciar la enorme influencia que las series de Fourier han e;er(ndo en el
desarrollo del Anlisis Matemdtico moderno. Una descripcion detallada
de los resultados recientes y de la importancia de las series de Fourier
en la Fi; 1,s1pg y la Ingenieria serd el objeto. de una nota futura. -
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