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La ecologia tedrica y la dindmica poblacional tienen como objeto
tratar de describir y explicar de que manera se ve afectado el creci-
miento o decrecimiento de las poblaciones de ciertas especies por el
medio ambiente o por sus interacciones con otras especies, para lograr-
lo se requiere el uso de modelos matematicos como una herramienta
que nos ayude a atacar esa problemética. En este trabajo estudiaremos
el caso en el que dos especies compiten entre si.

Para modelar poblaciones en competencia consideremos dos especies
B, y B; en el mismo ambiente fijo A, y sean u y v el numero de indivi-
duos de las especies B; y B, respectivamente al tiempo t, el siguiente
modelo fue introducido por Volterra en 1925 y estudiado empiricamente
por Gause en 1934 para dos especies de levaduras; la idea aqui es que
cada especie crezca logisticamente en la ausencia de la otra, estabi-
lizdndose cada una en la capacidad de carga del medio ambiente, k; > 0
y k3 > 0, que se define como el nimero maximo de individuos que per-
miten una tasa positiva de crecimiento.

du [ u algv]
= N l— ———u

dt k1 ky
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El término ajov en la primera ecuacién lo podemos ver como la
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contribucién de la especie 2 para reducir la tasa de crecimiento de la
especie 1, am u es la contribucién de la especie 1 para reducir la de la
2. Note que a2 ¥ a1 son constantes positivas.

Una de las preguntas fundamentales en la dindmica poblacional es
acerca de la coexistencia o extincién a largo plazo de las especies, la
cual desde el punto de vista matematico la planteariamos como, ;qué
pasa cuando dejamos que corra el tiempo?, es decir, jcudl es el compor-
tamiento asintético del sistema? Para atacar el problema nos vamos al
plano fase donde (u(t),v(t)) es una curva paramétrica en el plano uv,
y localizamos los puntos siguientes

(0,0) = Ninguna especie estd presente,

(k1,0) = especie 2 ausente y la 1 a la capacidad de carga del medio
ambiente,

(0, k3) = especie 1 ausente y la 2 a la capacidad de carga del medio
ambiente,

que son los puntos de equilibrio del sistema y se obtienen de igualar
a cero los términos del lado derecho del sistema y resolver el sistema
algebraico de ecuaciones. Otro punto de equilibrio es

(lﬁ — apky ko — 0421/61)

b
1 —appag 1 — ajpan

el cual est4 en el interior del primer cuadrante.

En el caso de que los pardmetros ajp y o) sean pequeiios de tal
manera que Oélg% <ly a21% < 1, lo que ecolégicamente significaria
que la competencia entre las dos especies es débil, tendremos que al
correr el tiempo las soluciones del sistema tienden al equilibrio situado
en el interior del primer cuadrante. En este caso decimos que las es-
pecies 1 y 2 coexisten, situacién que se prueba usando el Teorema de
Poincare-Bendixon. Consiiltese por ejemplo, [1], [2] y [7]. Graficamente
la situacién arriba mencionada la vemos en la figura 1.
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Figura 1

Con el objeto de capturar con més precisién la interaccién entre las
dos especies, asi como para incorporar otras, consideremos nolineali-
dades méas generales que las que vimos en (1), en el siguiente modelo
tipo Kolmogorov [10], en el que se enfatiza que el origen es un punto
de equilibrio,

v = uf(u,v)

v = vg(u,v). (2)
Para hacer de estas ecuaciones un modelo competitivo necesitamos que

5 ‘

gj}(u, 0 <0

g
—= < 0 3
wv) < )

para todas v > 0, v > 0. También queremos que u, v tengan alguna
forma de autoregulacién. Concretamente, supondremos que f(u,0) > 0
para v < M y negativo para u > M, de manera similar g(0,v) > 0
para v < N y negativo para v > N. Este sistema ha sido amplia-
mente tratado en [3], [4] y [5]. Allf se prueba que las trayectorias de
(2) convergen a un punto de equilibrio que puede estar en alguno de
los ejes o en algin punto del primer cuadrante donde se intersecten las
ecuaciones f(u,v) = 0y g(u,v) = 0. Asi, en (1) sabemos que la con-
vergencia es hacia un equilibrio con coordenadas positivas, en el caso
general nos gustaria encontrar condiciones que garanticen la coexisten-
cia de las especies. Sin embargo, cabe mencionar aqui que la nocién de
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equilibrio positivo para representar coexistencia es bastante restrictiva
ya que todo lo que necesitamos para que las especies convivan al paso
del tiempo es que las trayectorias de las soluciones de (2) se mantengan
alejadas de los ejes del plano uv a partir de cierto rango. En este tra-
bajo probaremos que cualquier solucién positiva por componentes de
(2)—(3) estd acotada por abajo a partir de cierto tiempo. Para hacer la
demostracién de este hecho accesible para estudiantes de licenciatura,
anadamos que

%(u, v) < 0

-g-%(u, v) < 0, (4)
aunque estas condiciones no son absolutamente necesarias. Estas condi-
ciones se conocen como crecimiento logistico que generaliza el creci-
miento logistico que hemos visto en cursos elementales de ecuaciones
diferenciales. El siguiente sistema es un ejemplo de un sistema Kol-

mogorov en competencia con crecimiento logistico,

ki —
u’=u(11+c:; —01120) = uf(u,v)

V= ky = v anu ) = vg(u,v)
T \l4ew )T gt

donde ky, kacy, c2, 2, 021 son constantes positivas, ver [9].

Para demostrar el teorema principal de este trabajo necesitamos
conocer el comportamiento asintético del sistema (2) cuando una de
las especies estd ausente asi como un resultado de desigualdades dife-
renciales. Tal es el propédsito de los dos siguientes lemas auxiliares.

Lema 1. Sea
u' = uh(u)

donde h es diferenciable con continuidad, h(u) > 0 para u < K y
h(u) < 0 parau > K. Entonces cualquier solucidn positiva tiende hacia
K cuandot — 0o. K es la capacidad de carga del medio ambiente.

Demostracion: Consideremos una solucién local u(t) > 0 en [0, s]. N6-
tese que u(t) = K y u(t) = 0 son soluciones de la ecuacién. Por el
teorema de existencia y unicidad, la solucién al problema con valor
inicial u(tp) = K es u = K y la solucién con valor inicial u(ty) = 0 es
u = 0. Esto es verdad para cualquier ¢; en el dominio de existencia
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de la solucién. Hay 3 casos: u(0) € (0,K), u(0) = K y u(0) > K.
u(0) = K esté claro. Si u(0) € (0, K), entonces u(t) € (0, K) para toda

€ (0,s). Como u'(t) = u(t) h (u(t)) > 0 para toda t € (0, s), u(t) es
una funcién creciente y acotada en este intervalo y %1_1)2 u(t) existe. En

consecuencia, podemos extender la solucién a toda s < oo, u(t) es una
solucién positiva en (0,00) y

0< limu(t) < K.

t—00

. . _ : , . .
Por continuidad, tl_lj'& h(u(t)) =h (tl_lglo u(t)) Asi que tl_l_’rg u'(t) existe.
Si tlim u'(t) > 0, u'(t) > v > 0 para t > t;. Entonces

u(t) > ulto) + / w(s) ds > ulte) +(t — )

implicaria que © — 400 cuando t — 0o, pero esto es una contradiccién.
Asi,

lim «'(t) = lim u(t).h(u(t)) = 0.

t—00 t—00

Ahora bien, en vista de lo anterior tlim h(u(t)) = 0 y por lo tanto
—00

lim u(t) = K.

t—oc

Cuando u(0) > K, u(t) es una funcién decreciente en (0,s) y como
antes }i_r)nu(t) existe. Otra vez, podemos extender la solucién hasta
s

s = 0o. El argumento para concluir que tl_iglo u(t) = K es exdctamente
el mismo a partir de este punto. (Ver Figura 2). 0
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Figura2 t

En el caso de que la parte derecha de la ecuacion
del Lema 1 sea r(l - wk)u, grificamenie
tendriameos la Figura 2.

Lema 2. Sea u(t) una solucién de
v = G(u)

en [a,b], G diferenciable con continuidad (G(u) = uh(u) seria un
posible caso). Supongamos ademds que y(t) es una funcién tal que
y'(t) > G(y(t)) en [a,b]. Siy(a) > u(a) entonces y(t) > u(t) en [a,b].

Demostracion: Por continuidad, y(t) > u(t) en [a,a + §] para alguna
5 > 0. Si lo que queremos probar no es cierto, entonces hay un primer
punto c tal que y(t) > u(t) en [a, ¢) con y(c) = u(c). Entonces, por una
parte tenemos que
y'(c) > G(y(c)) = G(u(c)) = u'(c).
Pero por otra parte, para valores pequeiios de ¢t < 0 debemos tener
y(e+t) — y(c) < u{c+t) — u(c)
t t
y asi, en el limite cuando t — 07,

y'(c) < u'(c).

De la misma manera, si 2(t) es una funcién en [a,b] tal que 2/(t) <
G(z(t)) en [a,b] y z(a) < u(a), entonces z(t) < u(t) en [a,b]. O
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Ahora ya tenemos todos los ingredientes necesarios para probar
nuestro resultado principal.

Teorema 1. Sien (2) las funciones f y g satisfacen las condiciones (3)
y (4) asi como la hipdtesis de autoregulacion, entonces para cualquier
solucidn positiva por componentes (u(t),v(t)) ezisten un tiempo T y
numeros positivos W y Z tal que si t > T, entonces u(t) > W/2 y
v(t) > Z/2.

Demostracion: Sea pues (u(t), v(t)) una solucién positiva de

v = uf(u,v)

v' = wg(u,v).

Como %5 <0, f(u,v) < f(u,0) y v’ < uf(u,0). Sea w una solucién de
w' = wf(w,0) con w(0) > u(0). Por el lema 1, w — M cuando  — o0;
por el lema 2, w(t) > u(t) en (0,00). Asi,

Ve>0, 3t(u(0):t>t(u0)=ult) <w(lt) <M+e.

De manera similiar, 3 ¢(v(0)) tal que para t > t(v(0)), v(t) < N +e.
De aqui que g(u,v) > g(M +¢,v) >0y f(u,v) > f(u, N +¢€) > 0 para
t mayor que T = max{tu(0),tv(0)} y € > 0 suficientemente pequena.
Por lo tanto, cuando t > T,

v >uf(u,N+e¢)
v >vg(M+ev). (5)

Ahora consideremos w' = wf(w, N). Puesto que %5 < 0, f(w,N) es
decreciente en w. f(0,N) >0y f(M,N) < f(M,0) = 0 implican la
existencia de una tnica W € (0, M) tal que f(w,N) > 0 para 0 < w <
W'y f(w,N) < 0 para w > W. Lo mismo es verdad para la solucién

del problema
w =wf(w,N+e¢), wT)= U_(;Q

con W, en lugar de W. Es mds, por el teorema de la funcién implicita,
W. — W cuando € — 0. Supongamos que € es tan pequefia que W, >
TW. De nuevo por el lema 1, w — W, cuando ¢ — oo ; por el lema
2y (5), u(t) > w(t) para todas las ¢ > T. Asi, hay un tiempo T, tal
que u(t) > ¥ para toda t > T,,. Un argumento similar demuestra que
existe un T, tal que v(t) > £ para t > T,. Notese que % y Z son
independientes de u(0) y v(0), pero T,, y T, no lo son. 7 = max (T, T)
concluye la demostracién. (Ver la Figura 3 para visualizar graficamente

el resultado). O
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A partir de un tiempo que dependa de
las condiciones inicales, 1a trayectoria
no puede estar por debajo de las cotas.

Comentarios finales.

Bésicamente lo que probamos en el teorema anterior, es que el modelo
(2) predice la coexistencia a largo plazo de las especies si f(0,N) > 0
y g(M,0) > 0. Observe que estas cantidades juegan el papel de alzﬁ
y agl'—,?; para el modelo (1), lo significativo es que el concepto de co-
existencia a largo plazo no se reduce a converger a un equilibrio en el
interior del primer cuadrante sino al hecho de que las soluciones en el
problema del modelo (2) estdn a una distancia positiva de los ejes, que
representan la extincién de la especie respectiva.
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