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Resumen
Polya y Szego conjeturaron que el n-poligono regular es capaz
de producir el tono mas grave de entre los poligonos con n
lados. La conjetura sigue abierta para todos los valores de n >
5, después de casi setenta anos de haber sido formulada. En
este trabajo, presentamos una exposicion sobre este problema
y algunos temas relacionados.

1. Introducciéon

A mediados del siglo pasado, en [18], los matemé&ticos hingaros George
Polya y George Szego abordaron el siguiente problema:

De entre todas las membranas poligonales de n lados y area dada, jcual
es la que tiene menor velocidad de vibracién?

Esa misma pregunta puede formularse en términos actsticos:

Si un tambor poligonal de n lados tiene 4rea dada, jqué forma debe
tener el poligono para producir la tonalidad mas grave posible?

Los mismos autores formulan la conjetura de que el poligono regular
es la respuesta a esa pregunta, y prueban dicha afirmacion en los casos
n = 3 (el tridngulo equildtero) y n = 4 (el cuadrado). La conjetura
permanece abierta en todos los demas casos.

La prueba de Polya y Szego se basa en un proceso de simetrizacién
conocido como simetrizacion de Steiner, en el que cada subconjunto
(medible) del plano es transformado en otro conjunto con la misma
medida que el original, y que es simétrico con respecto a una una di-
reccién preestablecida. En el articulo [17], Polya y Szego consideran
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un problema de electrostatica, y demuestran que la simetrizacion de
Steiner reduce la capacidad de un condensador; esencialmente, la mis-
ma demostracién sirve para concluir que la simetrizacién de Steiner
reduce también la tonalidad mas grave que puede producir un tambor.

La velocidad de vibracion de una membrana estd determinada por
el primer eigenvalor del problema de frontera (1); esta cantidad es cono-
cida como el tono fundamental de la membrana (2. De esta forma, el
problema de Polya y Szego que tratamos en este trabajo, es un ejem-
plo de “problema de eigenvalores de ecuaciones diferenciales parciales”;
existen muchos ejemplos de este tipo de problemas, y una muy extensa
literatura al respecto. En particular, diversas técnicas de simetrizacién
de dominios han sido empleadas exitosamente en dichos problemas, tan-
to en dominios euclideanos como no euclidianos; de entre la muy vasta
literatura al respecto, referimos a [4, 8,9, 11, 21|, donde pueden encon-
trarse una buena cantidad de ejemplos, asi como numerosas referencias,
involucrando tanto problemas lineales como no lineales.

2. El Tono Fundamental de una Membrana

A lo largo de este trabajo, € sera un subconjunto abierto y acotado
de R2 con frontera suave a trozos. Consideramos en §) la ecuacién de
Helmholtz con condiciones de frontera de Dirichlet:

—Af(z) =X f(x) reQ, IeC 1
{ flx)=0 z € 09. (1)

Es bien sabido (ver por ejemplo [5]) que este problema no tiene solucién
para valores arbitrarios de A, si no solamente para un conjunto discreto,
numerable y no acotado de niimeros reales positivos, conocidos como
eigenvalores del problema; la funcién f es una eigenfuncion asociada a
A. Nétese que las eigenfunciones asociadas a un eigenvalor fijo forman
un espacio vectorial. Es claro que los eigenvalores (y sus eigenfunciones
correspondientes) dependen del dominio €2; en este trabajo nos ocu-
paremos exclusivamente del mas pequeno de estos eigenvalores, que es
conocido como el tono fundamental de la membrana €2, y al cual deno-
tamos — especificando su dependencia del dominio — por A\;(€2).

El problema (1) aparece en muy diversas situaciones; en particular,
resulta de separar la variable temporal en la ecuacién de onda que
modela las vibraciones de una membrana que tiene la forma del dominio
), v que esta sujeta por la orilla; esto es:

u(z;t) + Au(z;t) =0 xre, teR
u(z;t) =0 x € OSL.
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Como consecuencia de lo anterior, las vibraciones periédicas de la mem-
brana son de la forma

O sty = VR p )

donde A es un eigenvalor del problema (1) y f es una solucién del

mismo. En actstica, las frecuencias v/ determinan las tonalidades que

un tambor con forma €2 es capaz de producir; a mayor valor de A, la

velocidad de vibracién es mayor, de forma que los valores mayores de A

corresponden a los tonos més agudos y los valores menores a los tonos

més graves. De este modo, el tono fundamental \;(€2) corresponde a la
tonalidad més grave que un tambor con forma €2 puede producir.

Las siguientes propiedades de las eigenfunciones son muy bien cono-
cidas (ver e.g. [5, 6]):

(a) Las eigenfunciones son suaves (de clase C>(€2), es decir funciones
cuyas derivadas de todos los 6rdenes son continuas).

(b) Si u es una eigenfuncién correspondiente a A;(§2), entonces u tiene
signo constante en ) (o es siempre positiva o siempre negativa).

(c) Si u es una eigenfuncién correspondiente a \;(€2) con j > 2, en-
tonces u necesariamente cambia de signo en 2.

(d) Siwy v dos son eigenfunciones correspondientes a A;(£2), entonces
una es un multiplo de la otra (i.e. el primer eigenvalor tiene multi-
plicidad uno).

En general, dado un dominio €2, no es posible calcular explicita-
mente los eigenvalores — y en particular el tono fundamental — del pro-
blema (1). Son muy contados los casos (ver, por ejemplo [13] para una
descripcion) en los cuales esto puede hacerse por separacién de varia-
bles; ademas, con la excepcion de los casos en los que €2 es un circulo o
un rectangulo, este método ofrece no pocas dificultades técnicas.

Una forma de conocer el valor exacto del tono fundamental de algu-
nas regiones {2 es el método de dominios nodales. Este método se basa
en la observacién siguiente:

Sea u una eigenfuncién del problema (1) correspondiente a un eigen-
valor A\ > Ay, v sea

O ={zeQ |ulx)>0}

Entonces, para {2 cualquier componente conexa de Q7 se sigue (de la
continuidad de u) que u = 0 en 9€2'. Por lo tanto u es una eigenfuncion
para 2’ con eigenvalor \;; al tener u signo constante en 2’ se concluye
que A\, = A (). Se dice que Q' es un dominio nodal de €.

Desde luego, el mismo argumento se aplica si se considera el con-
junto 2~ de los puntos de €2 en los que u es negativa. El método de
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Figura 1: Algunos dominios nodales del circulo.

dominios nodales nos permite conocer el valor explicito de una coleccién
infinita de dominios distintos:

Partiendo de un dominio del cual se conocen todos sus eigenvalores
y todas sus eigenfunciones (digamos un circulo o un rectdngulo) ca-
da eigenfuncién produce dominios nodales distintos, para los cuales se
conoce tono fundamental. FEn la Figura 1 se ilustran dos ejemplos tipicos
de dominios nodales del circulo.

Todo esto aparenta estar muy bien; sin embargo existe el inconve-
niente de que estos dominios nodales no son elegidos a priori, si no que
estan determinados por las eigenfunciones; o sea que, si buscamos el
tono fundamental de un dominio dado, este método no servird darnos
el valor de su tono fundamental, a menos que de la casualidad de que
esté en el “menu de opciones” (que visto asi resulta muy limitado).

Por lo comentado en los dos parrafos anteriores, si queremos conocer
el valor del tono fundamental de una membrana, casi siempre hemos de
conformarnos con aproximaciones; hay muchos métodos tanto analiticos
como numeéricos para estimar y para aproximar el tono fundamental,
existiendo una extensa literatura al respecto. En el caso particular que
nos ocupa (el tono fundamental de poligonos), podemos mencionar,
como una pequena muestra, los articulos recientes [1], [10] y [20].

Un resultado tedrico clasico, y fundamental para lo que sigue en este
trabajo es el siguiente:

Teorema 2.1 El tono fundamental de §2 estd dado por

= min =—. (2)

donde el minimo se toma sobre todas las funciones u de clase C*(Q)
que se anulan en la frontera, y se alcanza en el caso en el que u es una
eigenfuncion correspondiente a A\ (€).
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Al cociente en el lado derecho de la igualdad (2) se le conoce como
cociente de Rayleigh. El teorema anterior es completamente analogo al
resultado de dlgebra lineal que establece que el menor eigenvalor de una
matriz hermitiana A de tamano n x n es igual al menor valor de Ax - x
para x € R™ con norma (euclideana) igual a 1 (ver e.g. [14]). Para una
prueba del Teorema 2.1 puede consultarse, por ejemplo [6].

3. La Simetrizacion de Steiner

A continuacién presentamos la simetrizacion de Steiner que, como se
menciond en la introduccién, fue utilizada por Polya y Szego en el
problema que nos ocupa.

Denotamos por m(-) a la medida de Lebesgue en el plano.

Definicién 3.1 Sea Q C R? un conjunto Lebesque medible y ¢ una
recta dada en el plano. Se define 0* como el conjunto tal que, para toda
recta Y perpendicular a ¢, se tiene que Q*NY C Y es igual al segmento
de recta sobre ), centrado en ¢ y de longitud igual a la medida de
Lebesgue (unidimensional) de QNY. Al conjunto Q0* se le conoce como
la simetrizacion de Steiner de €2 con respecto a la recta (.

La simetrizacion de Steiner se ilustra en la Figura 2, donde el conjun-

to negro de arriba, al ser simetrizado con respecto a la recta horizontal,
es transformado en el conjunto blanco de abajo.

{l
P

Figura 2: La simetrizaciéon de Steiner
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NoTA: desde luego, €2* depende no solamente de €2, si no también
de la recta /.

Una vez que se ha transformado un dominio €2 en su simetrizacién de
Steiner 2*, es posible también simetrizar, de forma natural, funciones

definidas en :

Definicién 3.2 Sea u : Q2 — R wuna funcion continua, acotada y no
negativa. Para 0 <t < sup{u(x)} sea Q; el conjunto

QG ={reQ|ulx)>t}.
Se define u* : Q* — R por
u*(z) =sup{t | z € Q}
A la funcion u* se le conoce como la simetrizacion de Steiner de u.

Observamos que u* es continua, simétrica con respecto a ¢, y que
para toda funcién integrable ¢ : R — R se tiene que

/Qgpou:/*goou*. (3)

Mas ain, se tiene el siguiente resultado que es fundamental para los
fines de esta exposicién:

Teorema 3.1 (Desigualdad de Polya) Para toda u : Q — R de
clase C* se tiene que u* es de clase Ct y que

/|Vu|22/ |Vu*|?.
0 O

El resultado del Teorema 3.1 resulta natural del hecho de que la
funcién simetrizada u* tiene sus valores de forma que “varian menos
localmente” que los de la funcién original u. Una demostracién de este
teorema puede consultarse en [16].

Para nosotros, el siguiente corolario es fundamental.

Corolario 3.1 Para todo Q) C R? abierto, se tiene que A () > A ().

DEMOSTRACION

Si uy es una eigenfuncién correspondiente a A;(£2), se sigue del Teo-
rema 2.1, la igualdad (3) con ¢(z) = |z|* y el Teorema 3.1 que

Vul? | Vur]?
Jo lul Jo 1|

A ()
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Figura 3: Una funcién simetrizada

4. Encontrando Vibraciones Minimas

En el caso en el que la membrana 2 es rectangular, resulta muy sen-
cillo determinar los eigenvalores del problema (1) por el método de
separaciéon de variables; puede calcularse que si €2 es un rectangulo con
lados de longitudes a y b, entonces

2 2

De la igualdad de arriba, puede notarse lo siguiente: si tomamos un
rectangulo cualquiera, y lo hacemos crecer o decrecer manteniendo la
proporcién entre los lados, entonces el tono fundamental es inversa-
mente proporcional al area del rectangulo. En otras palabras, de entre
cualquier coleccion de rectangulos semejantes, el producto del drea de
Q con A1(9) permanece constante. Esta propiedad no es en absoluto
exclusiva de los rectangulos, si no que ocurre en el caso general:

Si Qg es una dilatacién (o contraccién) de un dominio §2 por un
factor R > 0, entonces

Otro ejemplo sencillo e importante que ilustra este hecho es el tono
fundamental del circulo de radio R; esta dado por

Z
o -5
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donde la constante zj; es la primera raiz de la funcién de Bessel Jj.
Tenemos pues, que para determinar el tono fundamental de €2 la
pregunta importante es cudl es la forma del dominio, y no cual es su
tamano (que puede fijarse sin restar informacion).
El siguiente resultado es necesario para la validez de la conjetura de
Polya y Szego, ya que garantiza la existencia de solucién al problema.

Teorema 4.1 Sean > 3 entero y C € (0,00). Eziste un inico poligono
P, de n lados y drea C, tal que

M(P,) < \(P)
para todo poligono P con a lo mds n lados y drea C.

Referimos a [9] para una demostracién de este teorema. Como se
menciond en la introduccion, se sabe que Ps es el triangulo equilatero y
que Py es el cuadrado. Las pruebas de los casos n = 3,4 estan basadas
por completo en el Corolario 3.1, y las presentamos a continuacion.

Teorema 4.2 De entre todos los triangulos de drea dada, el triangulo
equildtero es el que tiene el menor tono fundamental.

DEMOSTRACION.

Observemos primero que si aplicamos simetrizacion de Steiner a
cualquier triangulo con respecto a cualquiera de sus alturas obtenemos
un tridngulo isésceles. Entonces, en vista del Corolario 3.1 el tridangulo
con menor tono fundamental (cuya existencia y unicidad estdn garan-
tizadas por el Teorema 4.1) debera tener al menos dos lados iguales.

Ahora, tomemos un tridngulo isésceles y simetricémoslo con res-
pecto a la altura desde uno de sus lados repetidos (ver Figura 4): El
tridngulo PQR se transforma en el tridngulo (también isdésceles) PQS.
Sean a y h las longitudes de la base y altura en PQ) R, como se sefiala en
la figura, y sean a’ y h' las longitudes correspondientes en el tridngulo
simetrizado PQ)S.

Si «a es el angulo QPR (o QRP) entonces, se observa que

h W
senq = — = —.
a’ a
Se sigue
h I 9 h?
E . g =sen o = a2
h2 + —
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Q

Figura 4: Simetrizacion de tridngulos isésceles.

de modo que, escribiendo = = h/a, ' = h'/a’ se obtiene la relacién

4z
/
- 5
SR (5)

Es claro que el triangulo simetrizado PQ.S no podra ser igual al tridngu-
lo original PQ R a menos que ' = x. Puede verificarse facilmente, susti-
tuyendo en (5), que dicha condicién se cumplird solamente en el caso
en el que z = v/3/2, que es la proporcién entre la altura y la base de un
tridangulo equilatero. Como por el Teorema 4.1 debe existir un triangulo
que minimice el tono fundamental, este tiene que ser el equilatero, ya
que todos los demés candidatos fueron descartados.

0

Teorema 4.3 De entre todos los cuadrildateros de drea dada, el cuadra-
do es el que tiene el menor tono fundamental.

DEMOSTRACION.

Notemos primero que simetrizando un cuadrildtero no convexo con
respecto a la perpendicular a la diagonal exterior se obtiene un cuadri-
latero convexo.
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Tres simetrizaciones de Steiner bastan para transformar cualquier
cuadrilatero convexo en un rectangulo, como podemos ver en las tres

figuras siguientes:
Simetrizando con respecto a la perpendicular a una diagonal se ob-

tiene una especie de papalote (Figura 5).

<

Figura 5: Primera simetrizacion de un cuadrilatero convexo.

Tomando la perpendicular al eje de simetria del papalote obtenemos
un rombo (Figura 6).

AV

Figura 6: En el segundo paso, obtenemos un rombo.

Tomando la perpendicular a dos lados opuestos del rombo, la simetri-
zacién de Steiner resulta en un rectangulo (Figura 7).

De este modo, podemos concluir que el cuadrilatero con menor tono
fundamental es un rectangulo. Verificar que de entre los rectangulos
de area dada el cuadrado tiene el menor tono fundamental, se sigue

facilmente a partir de (4).

O

El método ilustrado anteriormente no puede aplicarse en el caso de
los pentagonos por una razéon muy sencilla:
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Figura 7: De rombo a rectangulo.

Dado un pentagono arbitrario, no es posible garantizar la existencia
de una recta con respecto a la cual la simetrizacion de Steiner resulte
en un pentdgono; en general, se aumentara el nimero de lados. Por
ejemplo, el pentagono de la Figura 8 se convierte en un hexagono.

Figura 8: Caso n = 5.

5. Perimetro y Frecuencia de Vibracién

Ademas de evidencia numérica y fisica, existen también argumentos
geométricos que hacen suponer que la conjetura de Polya y Szego es
cierta. Un ejemplo de esto es la desigualdad de Faber - Krahn que es-
tablece que para todo dominio €2 se tiene que

A1(§2) m(Q) > 7204
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con igualdad si y solamente si €2 es un circulo. Esto es, el dominio mas
simétrico es el que minimiza el tono fundamental; también, el circulo
es el dominio con menor perimetro de entre las regiones con area dada
(ver por ejemplo [2] para una detallada exposicién de este resultado,
conocido como la desigualdad isoperimétrica). De entre los poligonos de
n lados, el poligono regular es el més simétrico y también el que tiene
menor perimetro; es entonces de esperarse que sea también el que tiene
menor tono fundamental.

La desigualdad de Faber — Krahn fue conjeturada por J. Rayleigh
a partir de evidencia fisica; dicha afirmacién aparece en su libro “The
Theory of Sound” que fue publicado en 1876 y del cual siguen aparecien-
do nuevas ediciones (ver [19]). Esta desigualdad fue demostrada décadas
mas tarde independientemente por G. Faber [7] y por E. Krahn [12].

Tanto la desigualdad de Faber — Krahn como la de Polya indican una
relacion entre el perimetro y el tono fundamental de una membrana.
La desigualdad de Faber — Krahn nos dice que el dominio con menor
perimetro es también el que tiene menor tono fundamental; Polya nos
dice que la simetrizacién de Steiner reduce el tono fundamental de las
membranas, y no es dificil ver que también reduce el perimetro. Partien-
do de un dominio arbitrario €2; y aplicando repetidas veces simetriza-
ciones de Steiner (con respecto a una recta distinta cada vez) obtenemos
una sucesion de dominios €2y, €25, 23, ... tales que:

(a) Todos los dominios tienen la misma drea.
(b) El perimetro de 2,11 es menor o igual que el perimetro de €2,.
(©) Mus1) < Ma(2).

En vista de lo anterior surge la pregunta sobre hasta donde llega la
relacion entre el perimetro y el tono fundamental. Podemos por ejemplo
preguntarnos:

isera cierto que dados dos dominios €2y y €25, con la misma area, el
que tiene menor perimetro tendra necesariamente también menor tono
fundamental?

Notemos que si la respuesta a esta pregunta fuera afirmativa, en-
tonces la conjetura de Polya y Szego se seguiria facilmente en todos
los casos. Pero resulta ser que es posible dar contraejemplos. En lo
que sigue damos algunos de ellos, todos en poligonos, presentados con
detalle en [15].

1) Sea T un tridngulo rectdngulo isdsceles. Para ¢t > 0, sea R; el
rectangulo con la misma area que T y razén de su lado mayor entre

1 1
su lado menor igual a t. Existe § > 0 tal que para 3 <t< =+9dse

tiene que R; tiene menor perimetro que T, pero A\ (T") < A\ (Ry).
2) Sea P un paralelogramo con dngulos interiores de 45 y 135 grados,
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y sea Ry como en el ejemplo anterior (con T' reemplazado por P,
desde luego). Tomemos ¢ tal que R, sea el rectdangulo con la misma
area y el mismo perimetro que P. Entonces, existe § > 0 tal que

1 . . .
para — — 0 <t < — se tiene que R; tiene mayor perimetro que P,

pero A\ (Ry) < A\ (7).
Sea T' un triangulo equilatero, y sea R, como antes. Tomemos ¢ tal
que R. sea el rectdangulo con la misma area y el mismo perimetro

1 1
que T'. Entonces, existe 6 > 0 tal que para 3~ o<t< 5 se tiene

que R; tiene mayor perimetro que T, pero Ai(R;) < \(P).
La construccion de los ejemplos anteriores hace uso de la llamada

simetrizacion continua de Steiner, introducida por Friedmann Brock
en [3]; este método, en términos muy generales, consiste en transformar
homotdépicamente a un dominio €2 en su simetrizaciéon de Steiner 2*;
entre muchas otras propiedades, resulta ser que el cociente de Rayleigh
de los dominios va decreciendo con la homotopia.
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