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Para encontrar las raices de la ecuacion cuadratica
ar’+br+c=0

usamos la famosa férmula general

_ —bx /b —dac

N 2a ‘

Para las ecuaciones ctibicas se pueden usar las formulas conocidas como

férmulas de Cardano y para las cuarticas el método de Ferrari. Para

la ecuacion polinomial de grado cinco no existe una férmula que nos

dé sus raices en términos de las operaciones elementales y de radicales.

Abel fue el primero en dar una demostracién completa y correcta de que

la ecuacion general de grado cinco no es soluble por medio de radicales.
Este trabajo esta dedicado a la memoria de Jaime Cruz Sampedro

quien con sus preguntas me motivé a profundizar en el tema.

Xz

1. Introducciéon

La ecuacién polinomial general (con coeficientes arbitrarios) de grado
n no es soluble por medio de radicales para n > 5. Es importante
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aclarar que las raices de tales ecuaciones existen (esto lo garantiza el
Teorema Fundamental del Algebra), podrian obtenerse bajo otros cri-
terios y hay métodos para aproximarlas. Entre los primeros en estudiar
las soluciones de las ecuaciones polinomiales de grado mayor o igual a
cinco estan Joseph—Louis Lagrange, Paolo Ruffini, Niels Henrik Abel,
Augustin Louis Cauchy y Evariste Galois.

Se presenta un contexto historico tanto del problema como del perso-
naje y un bosquejo de demostracion del hecho. Para la parte historica se
consultaron diversas fuentes, entre otras los trabajos de Shirley Brom-
berg y Juan José Rivaud [I], Peter Pesic [4] y José Manuel Sanchez
Munoz [6], asi como diversas paginas de Wikipedia. El bosquejo de de-
mostracién se basa en una prueba debida a Michael Rosen [3], la cual
coincide en espiritu con la de Abel, usa lenguaje moderno y no utiliza
la teoria de Galois. Finalmente, se reproduce la primera pagina tanto
de la version de 1824 como de la de 1826 de la demostracién original
de Abel, disponibles en la red [7].

2. Ecuaciones polinomiales

2.1 Grado 1

La ecuacién de primer grado
axr+b=0,

con a # 0, tiene una tunica raiz, la cual es
b

r= ——.
a

Los origenes de la obtencién de soluciones para la ecuacion lineal se
remontan probablemente a los albores de la humanidad. En el papi-
ro Rhind, el escriba Ahmes (en el antiguo Egipto, ~ 1650 a.C.) dice
basarse en un documento original escrito unos 200 anos antes. El pro-
blema 26 del papiro pide el valor de aha si aha y su cuarto son anadidos
para obtener 15.

En notacién moderna, para solucionar el problema, se ha de resolver
la ecuaciéon

1
x—i—zx:l&

cuya solucién es x = 12.

2.2 Grado 2

La ecuacién cuadratica

ar’ +br 4+ ¢ =0,
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Figura 1. Papiro Rhind.

con a # 0, se puede resolver utilizando la férmula general

—b =+ Vb — dac
N 2a '

Los origenes de la obtencién de soluciones para la ecuacién cuadratica
se remontan probablemente al Neolitico, habiendo evidencias de reso-
lucién de este tipo de ecuaciones en la cultura china («Nueve Capitulos
en el Arte Matematico» elaborado durante el periodo Han, de 206 a.C.
a 221 d.C.), en la cultura babilénica (texto BM 13901, ~ 1600 a.C.),
en la cultura griega (Proposiciones 28 y 29 de libro VI y Proposicién
11 del libro IT de «Los Elementos» de Euclides, ¢ 300 a.C. y Libro 6 de
la Aritmética de Diofanto, ~ 280 d.C.) y en la cultura hindu (II 4 del
Aryabhatiya, ~ 500 d.C.)

X

El antiguo texto babilénico de la tablilla
BM 13 901 (~ 1600 a.C.) traducido (al
alemén) y publicado por O. Neugebauer
contiene problemas como:
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He restado el (lado del) cuadrado del drea, y es 14, 30.
El ntimero 14, 30 estd en base 60, que en base 10 corresponde a
14 x 60 + 30 = 870. El problema es resolver la ecuacién
z? — x = 870.
La solucion estd dada en palabras:
Tome 1, el coeficiente del (lado del cuadrado). Divida 1 en dos partes
0:30x0:30=0:15 anada 14,30
14,30 : 15 tiene raiz cuadrada 29 : 30
Anada a 29 : 30 el 0 : 30 que habia multiplicado por él mismo,
y 30 es el (lado del) cuadrado.
Lo anterior corresponde a x = (1) + 4/(5(1))? + 870,
por lo tanto z = 30.

2.3 Grado 3

Aunque hubo algunas soluciones particulares con anterioridad, no fue
sino hasta el siglo XVI que los algebristas italianos Scipione dal Ferro,
Niccolo Tartaglia y Gerolamo Cardano obtuvieron la solucién para la
ecuacion cubica general.

Alrededor de 1515 Scipione dal Ferro, probablemente influenciado
por Luca Pacioli, resolvié la ecuacién cibica de la forma az® + bx = c.
No hizo publico su resultado, pero lo comunicé a su alumno y yerno
Annibale della Nave y al menos a otro alumno, Antonio Maria Fiore.

Niccolo Fontana (apodado Tartaglia), quien lleg6 a vivir a Venecia
en 1534, era famoso por resolver ecuaciones cubicas. Fiore reté a Tar-
taglia a un concurso, para resolver ecuaciones ciibicas, mismo que gano
Tartaglia. El médico Gerolamo (o Girolamo) Cardano estaba comple-
tando un libro matemaético y, teniendo noticias del concurso entre Fiore
y Tartaglia, le interesé incluir la solucion de la ecuacion cibica. Intento
convencer a Tartaglia de que le diera su solucién. Al fin lo hizo, pero, de
acuerdo con Tartaglia, Cardano jur6 por el Espiritu Santo y su fe como
caballero, no publicar el descubrimiento. En 1539 apareci6 el libro de
Cardano sin la solucion de Tartaglia.
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Versos en que explica Tartaglia su método para resolver las ecuaciones

P rpr=qr>=pr+qyadtqg=px

= (1534) 2 i)

dal Ferro Tartaglia
Quando chel cubo con le cose appresso Del numer farai due tal part’a uolo
Se agguaglia 4 qualche numero discreto Che l'una in l'altra si produca schietto
Trouan dui altri differenti in esso. El terzo cubo delle cose in stolo
Dapoi terrai questo per consueto Delle qual poi, per communprecetto
Che’llor produtto sempre sia eguale Torrai li lati cubi insieme gionti
Alterzo cubo delle cose neto, Et cotal somma sara il tuo concetto.
El residuo poi suo generale El terzo poi de questi nostri conti
Delli lor lati cubi ben sottratti Se solue col secondo se ben guardi
Varra la tua cosa principale. Che per natura son quasi congionti.
In el secondo de cotestiatti Questi trouai, & non con pafi tardi
Quando che’l cubo restasse lui solo Nel mille cinquecente, quatroe trenta
Tu osseruarai quest’altri contratti, Con fondamenti ben sald’e gagliardi

Nella citta dal mar’intorno centa.

Con ayuda de su alumno Ludovico Ferrari, Cardano obtuvo una
demostracion del resultado y lo generalizé. En 1540 Ferrari descubrié
que la ecuacién de grado cuatro x* + 622 4+ 36 = 60z puede resolverse
con ayuda de una ecuacion ctubica.

Habia el rumor de que dal Ferro habia dejado su férmula original con
su yerno. Cardano y Ferrari visitaron a della Nave y confirmaron que dal
Ferro habia descubierto, con 20 anos de antelacién, la misma férmula
que encontré Tartaglia. En 1545 Cardano publicé su libro «Ars Magnas»
en el cual presenta las ecuaciones cibica y cudrtica, y sus soluciones,
dando crédito a dal Ferro, a Tartaglia y a Ferrari.
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Raices de la ecuacién cubica
(Método de Cardano)

Ars Magna Cardano

Consideremos la ecuacién ctibica ® + az? + bx + ¢ = 0.
Al tomar z = y — § obtenemos una ecuacién de la forma
Y’ +py+q=0,donde p=1(3b—a®) y ¢ = 5-(2a® — 9ab + 27c).
Para resolverla hacemos y = u + v, obteniendo la ecuacién
u? + 0% + (p+ 3ww)(u +v) + ¢ = 0.
Supongamos que u y v satisfacen que p + 3uv = 0, entonces uv = —%.

Por lo tanto

3 3 3,3 3
u’ vt = —qyuv = -5,

. 3 3 . s 42 p3
asi pues u” y v° satisfacen la ecuacién t* + qt — 57 = 0,
la cual es una ecuacion resolvente y sus raices son:
2 3 2 3
h=-4+\/T+Eye=—f-\E 15
Sea A = ¥/t;. Los valores para u son: A,wAy w?A, donde w = —
Como uv = —&, sea B = {/t; tal que AB = —2.
Entonces las raices de la ecuacién 3® + py + ¢ = 0 son:
y=A+B, y2 =wA+w?’Byy; =w?A+wB.

De donde pueden obtenerse las raices de la ecuacién cubica original.

1 V3
3t 5t

2.4 Grado 4

El alumno y secretario de Cardano, Ludovico Ferrari descubrié que
la ecuacién general de grado cuatro se puede reducir a una ecuacién
cubica y por tanto ser resuelta por medio de raices cuadradas y raices
cubicas. Cardano explica el método de Ferrari en su obra «Ars Magnas,
el cual empieza con un teorema sobre cuadrados y rectangulos y usa en
dos ocasiones la completacion de cuadrados.
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Raices de la ecuacién cudrtica

De la ecuacién cuértica z* + az® + ba? + cx + d = 0, al sustituir z = y — >
obtenemos la ecuacién y* + py? + qy + r = 0, donde
p=1(-3a®+8b), ¢ = 1(a® —4ab+8c) y r = 55 (—3a” + 16a*b — 64ac + 256d)
Sean y1, Y2, Y3, ya las raices de la ecuacién en y.

Sean a = (y1 +y2)(ys +y1) = —(y1 + 42)°,
B=(yr+ys)(y2 +ya) = —(y1 +y3)*, 7 = (y1 +ya) (2 + y3) = —(y2 +¥3)°,
observandose que y1 4+ y2 + y3 + ya = 0. Consideramos
h(t) = (t —a)(t = B)(t —7) =t* = (@ + B+t + (aB + ay + 1)t — aBy.
Se escribe este polinomio en términos de los coeficientes p,q y r y resulta
una ecuacion resolvente
para este caso: t° — 2pt® + (p® — 4r)t +¢° = 0.

Observamos que v/—ay/—B/—7 = —q.

Resolviendo esta ecuacién cibica obtenemos o, 8y ~.

Debido a que y1 +y2 = v/—a,y1 +y3s = /B, y1 +y4 = V=",
tenemos 2y1 = /—a + v/—B + /=7 y de manera andloga se tiene que
292 = V=G~ V7B ~ 7, 205 = —vV=a + VB~ VT,

201 = —v/=a B+ V.

De donde pueden obtenerse las raices de la ecuacion cudrtica original.

2.5 Grado 5

Una vez obtenidas las formulas para las raices de las ecuaciones de gra-
dos 3 y 4, siguieron infructuosos intentos para resolver las ecuaciones de
grado 5 por medio de radicales, es decir, obtener una férmula del mismo
estilo (que involucrara solamente operaciones elementales y extraccién
de raices, a partir de los coeficientes de la ecuacién).

Las raices de tales ecuaciones existen (por el Teorema Fundamental
del Algebra), podrian obtenerse bajo otros criterios y hay métodos para
acotarlas, separarlas y aproximarlas.

2.6 General

En su memoria de 1771 «Reflexiones sobre la resolucion algebraica de
ecuaciones», Joseph Louis Lagrange considera, para la ecuacion cibica
y> + py + q, la resolvente (y; + wys + w?y3)3, donde yi1,y2,y3 son las
raices de la ecuacion original y w es una raiz primitiva ctibica de 1. Los
dos valores de la resolvente corresponden a t; y t5 en la solucion de
Cardano.

Para la ecuacién cudrtica x* + asx® + asx? + a1z + ao considera la
resolvente R = (1 + x9 — 23 — m4)2, donde z1, z9, x3, x4 son las raices
de la ecuacion. Al aplicar las permutaciones se obtienen solamente 3
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Figura 2. Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813).

valores distintos. Las cuatro raices de la ecuacién original se pueden
expresar como combinaciones sencillas de los diferentes valores de v/R.
Usando las identidades de Newton, Lagrange mostré que R satisface
una ecuacion cibica. Resolviendo esta ecuacion se obtienen sus 3 raices,
de las cuales se pueden obtener x1,x9,x3, x4, como en la féormula de
Ferrari (en la ldmina se usé la resolvente (y1+v2)(y3+y4) = —(y1+y2)?,
donde vy, ya, y3, Y4 son las raices de la ecuacién y* + py? + qy +r = 0).

En el «Teorema 100», Lagrange dice que si todas las permutaciones que
dejan invariante a t también dejan invariante a y, entonces y puede ser
expresado como funcién racional de t y los coeficientes de la ecuacién dada.
Cuando Lagrange us6 el método de resolventes con la ecuacién quintica,
obtuvo una ecuacién de grado 6. Por lo anterior, consideré

que era necesario un nuevo camino para atacar la quintica.

Figura 3. Carl F. Gauss (1777 - 1855).

En el apartado 365 de sus Disquisitiones Artithmeticae [2], (1798-
1801) llamado «Secciones del circulo que pueden realizarse por ecuacio-
nes cuadraticas o sea por construcciones geométricas», Carl F. Gauss
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presenta una construccion del poligono regular de 17 lados e indica
que los poligonos regulares construibles con regla y compas
son los que tienen n lados, donde n > 3y n = 2"p;---p,, con
m y n enteros mayores o iguales que 0 y py,...,p, son primos
de Fermat (los cuales son primos de la forma p = 22” + 1, se conocen
solamente 5, a saber 3, 5, 17, 257, 65537 y se conjetura que son todos).

Gauss advierte: Siempre que p — 1 contenga otros factores primos distintos de 2,
somos llevados a ecuaciones de mayor grado, a saber, a una o més ecuaciones
cubicas cuando 3 aparece una o varias veces entre los factores primos de p — 1,

a ecuaciones de quinto grado cuando p — 1 es divisible por 5, etc.
Podemos probar con todo rigor que las ecuaciones de mayor grado
no pueden ser eludidas de ninguna manera ni pueden ser reducidas

a ecuaciones de menor grado. Los limites de este trabajo excluyen aqui esta

demostracién, pero emitimos esta advertencia no sea que alguien intente llevar a

cabo otras construcciones geométricas que no son las sugeridas por nuestra teoria

(e.g., secciones en 7, 11, 13, 19, etc. partes) y asi gaste su tiempo intutilmente.

En la introduccién de su primera demostracién (1797-1799) del Teo-
rema Fundamental del Algebra, Gauss comenta:

En pocas palabras, se supone sin suficiente razén que la solucién de
cualquier ecuacién se puede reducir a la resoluciéon de ecuaciones puras.
Tal vez no seria demasiado dificil demostrar la imposibilidad para el
grado cinco con todo rigor, comunicaré mis investigaciones sobre este tema
en otra ocasién. Aqui es suficiente enfatizar que la solucién general de
ecuaciones, en este sentido, se mantiene muy dudosa, y consecuentemente
que cualquier demostraciéon que dependa totalmente de esta suposicién, en el estado

actual de las cosas no tiene peso.

En el apartado 359 de sus Disquisitiones, Gauss también aborda el
problema:
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Las investigaciones precedentes trataban del descubrimiento de ecuaciones
auxiliares. Ahora explicaremos una propiedad muy notable concerniente a sus
soluciones. Consta que todos los trabajos de los geémetras eminentes han
fracasado en la bisqueda de una solucién general de ecuaciones de grado
mayor que cuatro o (para definir lo que se desea mdas exactamente, de la
reduccién de ecuaciones mixtas a ecuaciones puras. Existe la pequena
duda de si este problema no solamente esta mas alla de las facultades
del andlisis contemporédneo sino que propone lo imposible (cf. lo que dijimos

de este asunto en Demonstr. nova etc., art. 9). No obstante es cierto que existen
innumerables ecuaciones mixtas de todos los grados que admiten una reduccién a
ecuaciones puras, y esperamos que los gedmetras encontraran esto gratificante si
demostramos que nuestras ecuaciones auxiliares son siempre de esta clase. Pero a
causa de la longitud de esta discusién, presentaremos aqui solamente los principios

mas importantes para demostrar que la reduccién es posible; reservamos para otra

ocasién una consideracién mas completa, la que el tema merece.

2.7 Grado 5

ool f,;i:/fc..w

Figura 4. (1765 - 1822).

Hasta donde sabemos Paolo Ruffini fue el primero (1799 - 1813)
en tratar de probar (y casi probar) que la ecuacién general de
grado 5 o mayor no se puede resolver por medio de radicales.
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Ruffini se basaba en los métodos de Lagrange. Consideraba funciones
racionales de las raices de una ecuacién general de grado n. Si m es el nimero de
permutaciones que dejan tal funcién inalterada, m es un divisor de n!, y el niimero
de valores diferentes que toma la funcién, si se permutan las raices, es HE‘
Lagrange habia probado que tal funcién es raiz de una ecuacién de grado %
Ruffini mostré que en el caso de la quintica %‘ puede ser 2 0 5,
pero no 3 o 4, lo que significa que una resolvente en el sentido de Lagrange
que satisfaga una ecuacién de grado 3 o 4 es imposible. Su demostracién no era
totalmente correcta pues faltaba justificar que los radicales se pudieran expresar

como funciones racionales de las raices de la ecuacion.

Cauchy parece haber considerado conclusiva la demostracion
de Ruffini, no asi otros como el mismo Lagrange, Malfatti,
Legendre y Abel.

Se conoce como Regla de Ruffini a la divisién sintética para dividir
un polinomio entre un monomio de la forma z — a.

2.8 General

Figura 5. Augustin Cauchy (1789 - 1857).

Sean n el nimero de variables independientes y p el nimero primo
mas grande que divida a n. Augustin Cauchy probd, en su articulo
de 1815, que el nimero de valores diferentes de una funcién racional
no simétrica de n variables no puede ser menor que p, a menos que
sea 2. Cauchy distinguia entre permutaciones y sustituciones.
Escribir 1,2,3,4 en cualquier orden como 1 2 4 3y 2 4 3 1 serian
permutaciones, mientras que el pasar de una a otra como

1 2 4 3
2 4 31
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serfa una sustitucion. Galois usé la misma terminologia, aunque no de
manera consistente.

Cauchy definié el producto de sustituciones. En sus trabajos de 1844 - 1846,
llamé a dos sustituciones P y @ «semejantes» si se descomponen en ciclos
de la misma manera. Probé que P y Q son semejantes si y solamente si Q = R~'PR.
También probé que el orden de cualquier grupo de sustituciones es divisible por

el orden de cualquier sustitucion en el grupo.

La teoria de Galois describe, entre otras cosas, precisamente cuando
una ecuacién polinomial es soluble por medio de radicales. Todo po-
linomio tiene asociado un grupo, conocido como grupo de Galois del
polinomio o de la ecuacién polinomial correspondiente. Una ecuacién
polinomial es soluble por medio de radicales si y solamente si
su grupo de Galois es soluble.

Figura 6. Evariste Galois (1811-1832).

El grupo G es soluble si existe una cadena de subgrupos
{6}:G0CG1C...CGS:G

de manera que G; es subgrupo normal de G, y G;41/G; es abeliano
para i € {0,1,...,s —1}.

La ecuacién general de grado n tiene como grupo de Galois al grupo simétrico Sy,.
El grupo simétrico S,, no es soluble para n > 5. Por lo que concluimos que
la ecuacién general de grado n no puede ser resuelta por medio

de radicales para n > 5.

Para grado 5 consideramos algunos ejemplos (notemos que si el poli-
nomio de grado 5 que define a la extensién de Galois es irreducible, el
grupo de Galois es un subgrupo transitivo de Ss):
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e La ecuacién polinomial 2° 4+ 2% — 4% — 322 + 32z + 1 = 0 tiene
como grupo de Galois al grupo ciclico C's con 5 elementos, el cual es
soluble, por lo que el polinomio es soluble por medio de radicales.

e La ecuacién polinomial 2% — 5z + 12 = 0 tiene grupo de Galois
D, el grupo diédrico con 10 elementos, el cual es soluble, por lo
tanto el polinomio es soluble por medio de radicales.

e La ecuacién polinomial 2° — 2 = 0 tiene grupo de Galois Fy,
el grupo de Frobenius con 20 elementos, el cual es soluble, luego
el polinomio es soluble por medio de radicales. De hecho, sus 5
soluciones son (% - ¥/2, con ( =e% y k€ {0,1,2,3,4}.

e El grupo de Galois asociado al polinomio z° 4 20x + 16 es el grupo
alternante en 5 letras As con 60 elementos, el cual no es soluble,
por lo que el polinomio no es soluble por medio de radicales.

e El grupo de Galois asociado al polinomio z° — z + 1 es el grupo
simétrico en 5 letras Ss con 120 elementos, el cual no es soluble,
por lo tanto el polinomio no es soluble por medio de radicales.

e La ecuacién polinomial x° = 0 tiene grupo de Galois {id}, el grupo
trivial con un elemento, el cual es soluble, luego el polinomio es
soluble por medio de radicales. Su tnica solucién es 0, es una raiz
de multiplicidad 5, pertenece al campo Q.

e El grupo de Galois asociado al polinomio z° + 2% —x + 1 = (2% +
1)(z® — 2z + 1) es el grupo Cy X S3 con 12 elementos, el cual es
soluble, por lo que el polinomio es soluble por medio de radicales.

e La ecuacién polinomial 2° + 2% — 2% + —22 — 1 = (23 + 22 — 22 —
1)(z*+ 1) = 0 tiene como grupo de Galois al grupo Cy x C3 = Cj
con 6 elementos, el cual es soluble, por lo tanto el polinomio es
soluble por medio de radicales.

3. Niels Henrik Abel

3.1 Primeros anos

Niels Henrik Abel naci6 el 5 de agosto de 1802 en Finngy (aunque
algunos indican que fue en Nedstrand), Noruega. En aquella época No-
ruega se separaba de Dinamarca y habia intenciones de que se integrara
a Suecia. Abel fue hijo del pastor protestante Sgren Georg Abel y de
Anne Marie Simonsen.

Sus primeros estudios estuvieron a cargo de su padre y de un maestro
particular. Cuando tenia 13 anos lo enviaron a estudiar a la escuela de
la Catedral de Christiania (ahora, y desde 1923, llamada Oslo).

En 1818 tuvo la suerte de tener como maestro de matematicas a Bernt
Michael Holmboe, quien motivé a algunos de sus alumnos retandolos
a resolver diversos problemas de dlgebra y geometria.
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Figura 7. Niels Henrik Abel (1802-1829).

Figura 9. Bernt Holmboe (1795 - 1850).

Abel se destaca y su maestro le plantea problemas especiales. En
poco tiempo va mas alla y empieza a trabajar solo. Se interesd en
los trabajos de Euler, Lagrange y Laplace. Solicité en préstamo de la
biblioteca obras de Newton, Gauss y Lagrange, entre otras.

De esta época data su interés por encontrar la solucion general de
la ecuacién de grado cinco. Muestra su solucion a su maestro y se
consulta a algunos especialistas. Antes de recibir la respuesta, él mismo
encuentra un error. Uno de los consultados, el danés Ferdinand Degen
le aconseja estudiar las integrales elipticas.

En 1821, a pesar de la muerte de su padre el ano anterior y de los
graves problemas econémicos de la familia, ingresé a la Universidad
de Christiania, donde permanecié durante cuatro anos, con la ayuda
econdémica de parte de algunos profesores. En 1823, el profesor Sgren
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Rasmussen le apoyd econémicamente para que hiciera una visita de dos
meses a Copenhague, donde conoci6 a Degen.

También ahi, en un baile, conocié a Christine (Crelly) Kemp, con
quien se comprometeria en 1824. Ella viajé a Noruega el ano siguiente
y trabajo como institutriz para estar cerca de él.

Figura 10. Christine Kemp (1804 - 1862).

Abel trabajo sobre el Ultimo Teorema de Fermat e inici6 su estudio
de las funciones elipticas. Publicé su primer trabajo importante sobre
integrales definidas. Por parte de sus profesores, se tenia la idea de
que Abel viajara a Alemania y a Francia para continuar sus estudios y
establecer contactos.

3.2 Viajero

Le apoyaron en su solicitud de fondos estatales para viajar. Sin em-
bargo, se consideré necesario que permaneciera un tiempo maéas en la
universidad preparandose mejor, entre otras cosas en idiomas. En 1824
demostré que no existe una formula algebraica para obtener las so-
luciones de la ecuacion general de grado cinco. Abel utilizd parte del
apoyo recibido para imprimir su trabajo sobre la quintica. Para que
fuera su carta de presentacion, lo prepard en francés, pero tratando de
economizar, lo condenso en seis paginas. Se lo envié a Gauss.

En septiembre de 1825 inicié su viaje, junto con otros 4 estudiantes
noruegos. Entre ellos estaba el gedlogo Baltazar Mathias Keilhaus.

A su paso por Dinamarca, Abel quiso visitar a Degen, pero se en-
contré con que ya habia fallecido.

Viajo a Berlin, donde tuvo la fortuna de conocer a August Leopold
Crelle, quien inici6é en 1826 la publicacién de su célebre revista Journal
fur die reine und angewandte Mathematik, incorporando seis trabajos
de Abel. El segundo fue una versién ampliada de su trabajo sobre la
quintica. Ese mismo ano se publicaron otros siete trabajos de Abel en
la revista.
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Figura 11. Baltazar Keilhaus (1797 - 1858).

Figura 12. August Crelle (1780 - 1855).

Visité algunas ciudades de Europa y en agosto de 1826 lleg6 a Paris.
Tenfa reservado para la Academia de Ciencias lo que se conoce como el
Tratado de Paris: «Memoria sobre una propiedad general de una clase
muy amplia de funciones trascendentes», un teorema de adicién sobre
integrales elipticas, mismo que entregé con fecha del 30 de octubre.
La academia encargo la revision del trabajo a Legendre y a Cauchy.
El manuscrito fue olvidado hasta que, a instancias de Jacobi, su gran
competidor en el tema, finalmente fue publicado en 1841.

A fines de 1826 dejé Paris y visité Berlin nuevamente. Volvié a Norue-
ga en mayo de 1827, donde se encontrd sin empleo, con deudas propias
y familiares y ademas enfermo de tuberculosis. En la primavera de 1828
tuvo un empleo temporal. Decidié aceptar alguna oferta de trabajo que
pudiera llegar de Berlin. Su salud continué deteriorandose y él continud
trabajando en matematicas. Para Navidad decidié viajar (en trineo) a
Frgland a visitar a su prometida y amigos. Su enfermedad se agravé.
Abel pidié a su amigo Keilhaus que cuidara a Christine, su prometida
(se casaron un ano y medio después). Abel fallecié el 6 de abril de 1829,
tenia 26 anos.
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3.3 Aportaciones y reconocimientos

El 8 de abril de ese mismo ano de 1828 llegaron noticias de Paris,
se habia encontrado el extraviado Tratado de Paris y se iniciaba el
reconocimiento a su trabajo. Al ano siguiente se le otorgd el premio
de la Academia de Ciencias, que compartié con Jacobi. También el 8
de abril, Crelle le escribié una carta anunciandole que habia obtenido
un empleo permanente en Berlin. En 1828 habian escrito Legendre,

Poisson, Lacroix y Maurice al rey de Suecia solicitando apoyo para
Abel.

En una carta a Crelle de fecha 8 de octubre de 1828, Abel escribe:
Si (cada) tres raices de una ecuacién irreducible cualquiera de grado
primo, estan relacionadas entre ellas de manera que una de esas raices
puede ser expresada racionalmente por las otras dos, la ecuacién en

cuestién serd siempre soluble con la ayuda de radicales.

En su ultimo trabajo Abel demostrd que si las raices de una ecuacién son
tales que todas las raices se pueden expresar como funciones racionales de una
de ellas, digamos z, y si cualquiera dos de ellas, digamos 6(z) y 61(x) son tales que
001 (z) = 010(x),
entonces la ecuacion se puede resolver por medio de radicales.

Un ejemplo de tal ecuacién es =™ — 1.

Los grupos en los que la operacién es conmutativa se llaman abelianos.

En la introduccién de su articulo inconcluso Sur la théorie algébrique des équations,
Abel explica su pensamiento: Uno debe dar a un problema una forma tal que
siempre sea posible resolverlo, cosa que siempre puede hacerse con cualquier

problema. En lugar de buscar una solucién que uno no sabe si existe o no,
uno debe preguntarse si tal relacién es realmente posible.
Ademas formula los siguientes problemas:
e Encontrar todas las ecuaciones de un grado dado que son algebraicamente solubles.
e Juzgar cudndo una ecuacién dada es algebraicamente soluble.

e Encontrar todas las ecuaciones que una funcién algebraica dada puede satisfacer.

Entre sus trabajos se encuentran los siguientes:

e Almindelig Methode til at finde Funktioner af een variabel Storrel-
se, naar en Egenskab af disse Functioner er udtrykt ved en Ligning
imellem to Variable, Magazin for Naturvidenskaberne bind I, 1823,
pp- 216-229
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e Oplosning af et Par Opgaver ved Hjelp af bestemte Integraler (del
1), Magazin for Naturvidenskaberne bind II, 1823, pp. 55-68

e Oplosning af nogle Opgaver ved Hjelp af bestemte Integraler (del
2), Magazin for Naturvidenskaberne bind II, 1823, pp. 205-215

e Om Maanens Indflydelse paa Pendelens Bev%gelse, Magazin for
Naturvidenskaberne bind I, 1824, pp. 219-226, Berigtigelse, bind
11, 1824, pp. 1431144

e Mémoire sur les équations algébriques ot on démontre I'impossibi-
lité de la résolution de I’équation générale du cinquieme dégré,
Groendahl, Christiania 1824

e Det endelige Integral X" ¢x udtrykt ved et enkelt bestemt Integral,
Magazin for Naturvidenskaberne bind II, 1825, pp. 182-189

e Et lidet Bidrag til L%ren om adskillige transcendente Functioner,
Det Kongelige Norske Videnskabers Selskabs Skrifter 2, 1826, pp.
177207

En el Journal fir die reine und angewandte Mathematik (Crelles

Journal) 1, 1826:

e Untersuchung der Functionen zweier unabhangig veranderlichen
GroBen x und y, wie f(x, y), welche die Eigenschaft haben, daf
f(z,f(x,y)) eine symmetrische Function von z, x und y ist, pp. 11—
15

e Beweis der Unmoglichkeit algebraische Gleichungen von hoheren
Graden als dem vierten allgemein aufzulosen, pp. 65-84

e Bemerkungen iiber die Abhandlung Nr. 4, Seite 37. im ersten Heft
dieses Journals, pp. 117-118

e Auflosung einer mechanischen Aufgabe, pp. 153-157

e Beweis eines Ausdruckes, von welchem die Binomial-Formel ein
einzelner Fall ist, pp. 159-160

e Ueber die Integration der Differential-Formel pdz/ VB, wenn R
und p ganze Functionen sind, pp. 185-221

e Untersuchungen iiber die Reihe: 1+ (m/1)z +m(m—1)/(12)z* +
m(m — 1)(m — 2)/(123)x*+ u.s.w., pp. 311-339

En el Journal fir die reine und angewandte Mathematik (Crelles

Journal) 2, 1827:

e Ueber einige bestimmte Integrale, pp. 22-30

e Recherches sur les fonctions elliptiques, pp. 101-181

e Théoremes et problemes, p. 286

e Ueber die Functionen welche der Gleichung ¢z + ¢y = (xfy +
yfx) genugthun, pp. 386-394

En el Journal fir die reine und angewandte Mathematik (Crelles

Journal) 3, 1828:
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e Note sur le mémoire de Mr. L. Olivier No. 4. du second tome de ce
journal, ayant pour titre «remarques sur les séries infinies et leur
convergence», pp. 79-82

e Recherches sur les fonctions elliptiques. (Suite du mémoire Nr. 12.
tom. II. cah. 2. de ce journal), pp. 160-190

e Aufgabe aus der Zahlentheorie, p. 212

e Remarques sur quelques propriétés générales d’une certaine sorte
de fonctions transcendantes, pp. 313-323

e Sur le nombre des transformations différentes, qu’on peut faire
subir a une fonction elliptique par la substitution d’une fonction
donné de premier degré, pp. 394-401

e Théoreme général sur la transformation des fonctions elliptiques
de la seconde et de la troisieme espece, p. 402

En el Journal fir die reine und angewandte Mathematik (Crelles
Journal) 4, 1829:

e Note sur quelques formules elliptiques, pp. 85-93

e Mémoire sur une classe particuliere d’équations résolubles algébri-
quement, pp. 131-156

e Théoremes sur les fonctions elliptiques, pp. 194-199

e Démonstration d'une propriété générale d’une certaine classe de
fonctions transcendentes, pp. 200201

e Précis d’'une théorie des fonctions elliptiques, pp. 236277

e Précis d’une théorie des fonctions elliptiques. (Suite), pp. 309-348

Entre sus aportaciones mencionamos:

e Ecuaciones funcionales

e Transformadas integrales e integrales definidas (un problema me-
cénico)

e Ecuaciones algebraicas («quintica», ejemplos de ecuaciones solu-
bles, formulacién general)

e Teorema de irreducibilidad

e Funciones elipticas

e Integrales elipticas

e Integrales hiperelipticas

e Integrales abelianas

e Teorema de Abel (teorema de adicién)

e Series (y el rigor)

En la actualidad se usan los términos grupo abeliano, extensién abe-
liana, variedad abeliana, funcién abeliana, categoria abeliana, integral
abeliana, esquema abeliano, ...
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El conjunto de sus trabajos fue editado por Holmboe y publicado en
1839 por el gobierno noruego. Una ediciéon mas completa de su obra fue
preparada por Ludwig Sylow y Sophus Lie y publicada en 1881.

[ A S

En 1902 y en 2002 hubo grandes homenajes. En 2002 se establecid
el Premio Abel en su honor. El objetivo es otorgar el Premio Abel
por trabajo cientifico destacado en el campo de las matematicas. El
premio es por 6 millones de coronas noruegas (aproximadamente 750
000 euros) y fue otorgado por primera vez el 3 de junio de 2003, a

Jean—Pierre Serre.

Llevan el nombre de Abel un asteroide, un crater en la Luna y tam-

bién una aeronave.

Aparece en el Mathematics Genealogy Project [3].

“f Mathematics Genealogy Project
ome Bernt Michael Holmboe “f Mathematics Genealogy Project
Search Bogrephy
Extrema - Home Niels Henrik Abel
e Ph.D. — -
Avout , =
e Dlecrizion Universitetet i Oslo 1822 i|=
FAQs Advisor: Seren Rasmussen About MGP > ULl
Posters o Mentor: Bernt Michael Holmboe
i i FAQs
Submmk Data Click here to see the students listed in chronological order. s
Comect Name School Year Descendants ms = If you have additional information or corrections regarding this mathematician, please use the
Mirrors » Niels Abel  Universitetet i Oslo 1822 LR thi ey = form, noting this
Carl Bjerknes Contact e
Aservice of the NDSU
= According to our current on-line database, Bernt Holmboe has 2 students and Mirors "
e 1667 descendants. P
Mathematial Socioty. We welcome any additional information. el
Mathematics, in association
ifyou have addiional information or g th
update form. To submit students of this mathematician, please use the new data form, noting this Mathematical Society.
‘mathematicans MGP 1D of 77896 for he advisor 0.
Search About MGP ~ Links: FAQs Posters ‘Submit Data Search About MGP ~ Links. FAQs Posters ‘Submit Data Contact
) T ———
contribute, i ik transfer or mail your tribute, i il you
Mathematics Genealogy Project Mathematics Genealogy Project
Depariment o Mathematics Dopariment of Mathematics
North Datota State Uriversity North Dakota State University

P. 0. Box 6050
Fargo, North Dakota 58108-6050.

P.0. Box 6050
Fargo, North Dakota 58108-6050

4. Demostracion del teorema de Abel

Como se dijo en la introduccion, se presentara un bosquejo de demos-
tracién basado en el punto de vista de Michael Rosen [5], que tiene el
espiritu de la demostracién de Abel, que usa lenguaje moderno y no

utiliza la teoria de Galois.
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Sea k un campo con suficientes raices de la unidad, por ejemplo,
puede tomarse k = C.

Sea f(x) € k[z] un polinomio ménico. Si f(z) = (z — b61)(x —
0s)...(x —0,), lamamos a F = k(6,,0s,...,60,) un campo de des-
composicién de f(z) sobre k.

Una extensién algebraica finita F/k es llamada torre de radicales
si existe una serie de campos intermedios

k=FECFEF cC---CFE,.1CFE,=F

tal que para cada 0 < i < m, E;;y = FE(x/;) donde p; es primo y
o, € Ez*

La ecuacién f(x) = 0 es soluble por medio de radicales si existe
una torre de radicales E/k tal que FF C E.

Observamos que si f(z) = 0 es soluble por medio de radicales, no
necesariamente se tiene que F'/k sea una torre de radicales (por ejemplo,
para f(z) = 23 + 2% — 2z — 1 la extensiéon F/Q es una extensién de
Galois de grado 3 que no es radical pues las tres raices de f(x) son
reales y las raices primitivas cibicas de la unidad no son reales, pero
que si es soluble por medio de radicales).

Supongamos que k es de caracteristica cero y sean si, Sg, ..., S, al-
gebraicamente independientes sobre k. Sea K = k(si,s2,...,8,). La
ecuacion general de grado n sobre k es

2" — s+ (=1)"s, = 0.

Supongamos 2" — s 2" 4. ..+ (=1)"s, = (x—x1)(x—22) ... (x—1,)
en alguna extension de K. Sea L = K(x1, s, ..., z,). Estas definiciones
de K y L se mantendran en lo que resta de esta seccion.

El grupo simétrico S5, actia sobre L permutando las raices
1,29, ...,y y K =k(s1,82,...,5,) es el campo fijo.

SiceS,yfel,

(O'f>(x17x27 s 73:11) = f(xa(l)yl'a@); s 7x0(n))-
Sean
0= Hi<j<$i — ij) y A= 52.

Para o € S,,, 06 = £0. Si ¢ es una trasposicién, od = —J. El grupo
alternante A, es el subgrupo de S, que consiste de los elementos
o €5, tales que gd = 9.

Se tienen los siguientes resultados acerca de permutaciones. El tercero
se sigue del segundo observando que

(araza3) = (aga1a3ay - . . Q) (AmGm_1 - . . A4030207 ).

e El grupo 5, esta generado por trasposiciones.
e El grupo A, esta generado por 3-ciclos.
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e El grupo A, estd generado por m-ciclos, donde m es cualquier
nimero impar entre 3 y n.

La demostracién del teorema se llevara a cabo en cuatro pasos.

PASO 1. Si L estd contenido en una torre de radicales sobre K, en-
tonces L/ K es una torre de radicales.

PASO 2 (Teorema de Cauchy sobre permutaciones). Sea p el primo
mas grande menor o igual que n. Si f € L toma menos de p valores
bajo la accion de S, entonces f puede tomar solamente 1 o 2 valores.

PASO 3. Sin =5, entonces L/K no es una torre de radicales.

PASO 4 (Teorema de Abel). La ecuacion general de grado 5 sobre k
no es soluble por medio de radicales.

Necesitaremos los siguientes cuatro lemas y un lema crucial. Consi-
deremos un niimero primo q.

Lema 4.1. Sea F un campo que contenga una raiz q-ésima primitiva
de la unidad. Si a € F* no es una q-ésima potencia, entonces r4 —a es
wrreducible.

Demostracion. Denotamos por ( a una raiz ¢-ésima primitiva de la
unidad en F'y por « a una raiz de x? — a. Las raices de la ecuacién
son de la forma (‘a con 0 < i < ¢, por lo que cualquier factor de
27 — a es de la forma h(z) = [],. 4 (x — (') para algin subconjunto
A de {0,...,q — 1}. Notemos que si h(z) € Flz], entonces h(0) =
£ [Ticq (CPa) = £¢°alAl es un elemento de F, luego a! también es
un elemento de F. Puesto que a ¢ F y ¢ es primo, obligadamente
h(z) = 27 — a. Por lo que 27 — a es irreducible. O

Lema 4.2. Supdngase que 7 — a € F[z] es irreducible y que o es una
raiz. Sea v € F(a)\F. Entonces eziste € F(a) tal que f? € F' y

y=bo+ B+ b+ .+ b ST

donde by, by, ..., by_1 € F.

Demostracion. Sea « una raiz de x? — a. Entonces v = a, +aja+ - - - +
ag,-1a%7" para algunos a; € F. Sea k el natural mds pequetio tal que
ar # 0. Pongamos 3 := aza®. Entonces 3¢ € F(a). Para 2 < m < ¢
podemos encontrar enteros r y s tales que 0 < s < q y rq + sk = m.
Luego o™ = (a?)"(a*)® = ¢,3° con ¢, € F. Sustituyendo en la ecuacién
para < se obtiene la expresién deseada. O

Lema 4.3. Sea ( una raiz g-ésima primitiva de la unidad. Entonces
0 siqfti,

1+Ci+c2i+...+g(Q‘1)i:{ L
q siqli.
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Demostracion. Si q divide a i se tiene ¢ = 1, de donde se sigue el
resultado. Mientras que si ¢ no divide a 7, entonces ¢* es una raiz ¢g-ésima
primitiva de la unidad. De (¢*—1) (14 4-¢¥ 4. . 4¢@D) = (i9-1 =0
y (" — 1 # 0, se obtiene lo requerido. O

Lema 4.4. Sean K y L como al principio de esta seccion. Sea y €
L. Entonces el polinomio irreducible de y sobre K se descompone en
factores lineales en L|x].

Demostracion. Sean yi, 1o, . . ., Ym los distintos valores de y bajo la ac-
cién del grupo simétrico S,,. Entonces g(z) = (x—y1)(z—12) . . . (T —Ym)
tiene coeficientes que quedan fijos bajo S, y por tanto son elementos
de K (hecho conocido en ese tiempo). Luego el polinomio irreducible
de y sobre K debe dividir a g(z), de donde se sigue el resultado. O]

Lema crucial. Sean E/K una extension de campos, q un primo y
a € F tales que x7—a € E[x] es irreducible. Sea o una raiz de x7—a = 0.
Sean M := E(a)NL y My := EN L. Entonces M /M, es una extension
radical. Mas precisamente, existe 5 € M tal que 59 € My y 8 genera a
M sobre M.

Demostracion. Si My = M se tiene el resultado. Suponemos My # M.
Sea y € M\ M. Por el lema 4.2 existe § € E(a) tal que p2=be Ey
y=bo+B+bf+.. +b_18"
donde b; € E. Sea g(x) € K|z] el polinomio irreducible de y sobre K y

pongase
G(l’) = g(bo +x + b21'2 + e —I— bq_ll'q_l).
Tenemos G(x) € E[z] y tiene a 3 como rafz. Por el lema[d.1] 27 — b €
E|x] es irreducible. Luego 29 —b divide a G(z). Se sigue que G(¢'3) = 0
donde ¢ es cualquier entero y asi los elementos
y=y1 = bo+B+bpB*+. ... +b, 10"
v2 = bo+ (B A b A A b (T

Yo = Do+ (I3 4 bpHa VB2 4 b, ¢l @) gat

son todos raices de g(z). Por el lema , tenemos que y1,Y2;- .-, Yq
son elementos de L. Multiplicamos cada i-ésima ecuacién por (¢! y
sumamos. Usando el lema [£.3] tenemos

1<~
Bzngl yi € L.
=1

Luego B € LNE(a) =My p?=0b¢e LNE = M. Probemos que 3
genera a M sobre M. Sea v € M.
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Tenemos
vy=cotaB+af .+
para algunos ¢; € E. Resta probar que ¢; € F N L = M,. Con el
argumento anterior tenemos

Yi = Co+61<i_1ﬁ+02g2(i_1)52+. . .+Cq_1<(q_1)(i_1)5q_1 € LﬂE(O&) = M,

para i = 1,2,...,¢. Multiplicamos ~; por ¢*=% y sumamos sobre i.
Por el lema 4.3, obtenemos
q
Ckﬂk _ Z Ck(l—i)'y,- e M.
i=1
Puesto que 5 € M, se sigue que ¢, € M N E = M,, con lo que se
concluye la demostracion. O]

PASO 1. Si L esta contenido en una torre de radicales sobre K, en-
tonces L/ K es una torre de radicales.

Demostracion. Supongamos que E/K es una torre de radicales tal que
L C FE. Entonces

K=FEF,CFE C---CE,1CE,=FE,

tal que para cada E;11 = E( 4/a;) donde g; es primo y a; € E;. Consi-
deramos la torre

KCENLC---CE, 1NLCL.

Por el lema crucial E; 1 N L/E; N L es trivial o bien es una extensién
radical de grado ¢;. Eliminando igualdades, la ultima torre muestra que
L/K es una torre de radicales. O

PASO 2 (Teorema de Cauchy sobre permutaciones). Sea p el primo
mds grande menor o igual que n. Si f € L toma menos de p valores
bajo la accion de S, entonces [ puede tomar solamente 1 o 2 valores.

Demostracion. Sean o € S,, un p-ciclo y < o > el subgrupo generado
por 0. Sea H = {1 €< o >| 7f = f}. Como p es primo, H =<
o >0 H =< e >. Luego, o bien f,of,...,0P ! son todos distintos,
o bien of = f. Como f toma menos de p valores, ha de tenerse que
of = f para todos los p-ciclos. El tercer resultado sobre permutaciones
implica que f es fijado por A,. Puesto que [S,, : A,] = 2, se sigue el
resultado. O

El anterior es una generalizacion del siguiente resultado de Ruffini.

Proposicién 4.5. Sin =5 y f toma menos de 5 valores, entonces f
puede tomar solamente 2 valores diferentes o un valor, pero nunca 3 o
4 wvalores.
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PASO 3. Sin =5, entonces L/K no es una torre de radicales.

Demostracion. Probaremos primero que cualquier extension radical de
K dentro de L tiene grado 2. Consideremos K C K; C L y supongamos
K, = K(a), donde o = a € K y q es primo. Sea m el nimero de
valores que toma « bajo la accién de Ss (es decir, el nimero de distintos
conjugados de «). Tenemos que m es el grado del irreducible de « sobre
K. Como z? — a es irreducible, se tiene que m = ¢. Puesto que |Ss| =
120, m divide a 120 (Teorema de Lagrange), luego ¢ = 2,3 o 5. Por
el paso 2, ¢ # 3. Asi ¢ = 2 0 ¢ = 5. Veamos que ¢ # 5. Supongamos
que ¢ =5 y sean xy,. .., x5 las raices de 2° — a. Por el lema |4.2] existe
B € K(a)tal que f° € Ky

l‘lzb0+ﬁ—|—...+b454,

donde by, ...,by € K. Como en la demostracion del lema crucial, obte-

nemaos
1 5
_ 1—1¢ )
ﬁ—S;c ;.

Esta relacion es imposible, pues el lado izquierdo puede tomar 5 valores,
mientras que el derecho puede tomar 120. Asi pues, ¢ = 2. Abel muestra
que entonces K1 = K (\/Z) y de manera analoga a como se hizo antes,
prueba que K (v/A) no tiene extensiones radicales en L. ]

PASO 4 (Teorema de Abel). La ecuacion general de grado 5 sobre k
no es soluble por medio de radicales.

Demostracion. Supongamos que la ecuacion general de grado 5 sobre
k es soluble por medio de radicales. Entonces, por definicién, existe
una torre de radicales E/K tal que L C E. Luego, por el paso 1, L/K
es una torre de radicales. Esto contradice el paso 3, luego la ecuacion
general de grado 5 sobre k no es soluble por medio de radicales. O

Abel termina mencionando: «De este teorema se deduce inmediata-
mente que resulta también imposible resolver por medio de radicales
ecuaciones de grado superior a 5.»

5. La demostracion original de Abel

5.1 La demostracion de Abel, versién de 1824

Se reproduce a continuacion la primera de las 6 paginas de la versién
de 1824 que esta en la ediciéon de Sylow y Lie de los trabajos de Abel,
el documento completo se obtuvo de la siguiente liga:
http://www.abelprize.no/nedlastning/verker/oeuvres_1881_
dell/oeuvres_\completes_de_abel_nouv_ed_1_kap03_opt.pdf


http://www.abelprize.no/nedlastning/verker/oeuvres_1881_del1/oeuvres_\ completes_de_abel_nouv_ed_1_kap03_opt.pdf
http://www.abelprize.no/nedlastning/verker/oeuvres_1881_del1/oeuvres_\ completes_de_abel_nouv_ed_1_kap03_opt.pdf
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111

MEMOIRE SUR LES EQUATIONS *ALGEBRIQUES, OU L'ON DEMONTRE
LIMPOSSIBILITE DE LA RESOLUTION DE L’EQUATION GENE
DU CINQUIEME DEGRE.

Brochure imprimée chez Grendahl, Christiania 1824

Les géomdtres se sont beaucoup occupés de la résolution générale des
équation
Pimpossibilité; mais si je me me trompe pas, on 'y a pas réussi jusqu'd

algébriques, et plusieurs d’entre eux ont cherché & en prouver

présent. Jose donc espérer que les géomdtres recevront avec bienveillance
ce mémoire qui a pour but de remplir cette lacune dans la théorie des
équations algébriques.
Soit
y*—ay'+by* —cy*+dy—e=0

I'équation générale du cinquitme degré, et supposons qu'elle soit résoluble
algébriquement, c’est-A-dire qu'on puisse exprimer y par une fonetion des
quantités a, b, ¢, d et e, formée par des radicaux. Il est clair qu'on peut

dans ce cas mettre y sous la forme:

1 : nt
y=p+pR*4p, " p. R,

m étant un nombre premier et I, p, py, p; etc. des fonctions de la méme

de suite jusqud ce quon parviemne A des fonctions

forme que y, et ab
rationnelles des quantités @, b, ¢, d et e. On peut aussi supposer qu'il soit
.

impossible d'exprimer R™ par une fonction rationnelle des quantités a, b ete.

Py Pis Pe etc., ef en mettant au liew de £ il est clair qu'on peut faire

i

pi=1. On aura donc,

5.2 La demostracion de Abel, versién de 1826

Se reproduce a continuacién la primera de las 20 paginas de la versién
de 1826 que estd en la edicion de Holmboe de los trabajos de Abel, el
documento completo se obtuvo de la siguiente liga:
http://www.abelprize.no/nedlastning/verker/oeuvres_1839/
oeuvres_completes_de_abel_1_kap02_opt.pdf


http://www.abelprize.no/nedlastning/verker/oeuvres_1839/oeuvres_completes_de_abel_1_kap02_opt.pdf
http://www.abelprize.no/nedlastning/verker/oeuvres_1839/oeuvres_completes_de_abel_1_kap02_opt.pdf
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