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FROLOGOD .

El siguiente trabajo versa sobre la Transformacidn Fi v 1la
Transformacion Fi Fraccionaria, este trabajo ests enFQcado bédsica_
mente » la Soluciodn de Ecuaciones en Diferencias Finitas, Ecuaciones
Diferencisles y Funciones Trascendentes Superiores, observando ademds
1as Operaciones con Operadores del Tipo Fraccionario, como lo seran la

liferenciacion y 13 Integracidn Fraccionarias,

Se requeriran para el entendimiento de este trabajo tener nociones
de Series, Ecuaciones DRiferenciales, Ecusciones. en Diferencias Finitas

y de Funciones Trascendentes.

La utilidad de la Transformacién Fi se verificara en la simplifica-
cion de la obtencién de lass formulas de Rodrigues de funciones Trascen-
dentes Superiores, ya que results por propia naturaléza‘de 1s Tansforma-
cién Fi dar el resultade de esa forma; se obtienen slgunos resultados bas—
tante interesantes, como son la obtencién de la solucién de la Ecuscion Hi-
pergeométrice @ Hipergeometrica Confluehte_en Farmula de Rodrigues 31 igual
gque la de las Fuciones de Bessel, también 13 obtencién de las Funciones (no
Folinomiales) de Tchebyshev y ademés se presentan de funciones sencillas
como lo son los Folinomios de Laguerre, Hermite y Legendre; todas ellas en
Farmula de Rodrigues; results uns ventajs en la «olucidn de ecusciones dife-
renciales en la Fisico-Matemdtica, Mecdnica Cuantica, Matemitica Pura vy apli-

cada, ¥ en 13 Teoria de Conirol HModerno.

1



INDICE TEMATICO.

Tema!
Introduccidn,
Befinicidon, Teoremas y Propiedades,
Tabla de Fropiedades de la Transformada Fi.
Tabla de Transformadas Fi,
Ejemplos de 1a Utilidad de la Transformaciodn Fi.
Ecuaciones en Diferencias Finitas, \
Solucién de las Ecuaciones en Diferencias Homogéneas de
Coeficientes Constantes.,
Hétodo de Coeficientes Indeterminados, Ecuzciones No
Homogéneas.,
tjemplos del Tearema de Multiplicacién por ¢ TTITT
(Funcién ERETA),
Solucién de 1a Ecuacioénd Q. + Q_"=l’l!
Funciones Trascendentes Superiores y los Cuatro Teoremas de
Recurrencia de la Transformacién Fi.
Obtencidn de las Férmulas de Recurrencia de Variass
Funciones Especiazles!
Folinomios de Hermite.
Polinomios de lLegendre.
Polinomios de Laguerrve..
Solucidn dada en FOrmula de Rodrigues det
La Ecuscidén de Legendre.
l.a Ecuacién de Laguerre.
La Ecuacidn de Hermite,
Las Ecuaciones Hipergeométrica e Hipergeométrica

Confluente de Gsuss.



Tema?l ( Continuacidn ).
Ecuacidn”ﬂiperqeonétrica.
Ecuacién Hipergeométrica Confluente.
Ecuacién Hipergeométrica con el Cambio de
Variable de a8 .
Ecuacién Hipergeométrica Confluente con el
Cambio de Variable de 8 .
Ecuacién de Tchebyshev, ( Funciones No Polinomiales
Ejemplos de Ecuaciones Hipergeométricas?
Poliﬁolios de Legendre.
Polinowmios de Tchebyshev.
Polinomios de Laguerre,
Polinomios de Hermite.
Funciones Asociadas.
Solucion de las Ecusciones de Bessel ( Funciones Bessel de
Primers Clase ) a partir de d[(x)o
Ls Transformacién Fi Fraccionaria y la Derivacion vy lz Integracién
del Tipo Fraccionario.
Ejemplos de Integrscién vy de Derivacitn Fraccionaria.

Bibliografis.



Tema? ¢ Continuacidn ).
Ecuacién Hipergeométrica,
Ecuacién Hipergeométrica Confluente.
Ecuacién Hipergeométrics con el Cambio de
Variable de 2 .
Ecuacién Hipergeométrica Confluente con el
Cambio de Variasble de a .
Ecuacion de Tchebyshev. ( Funciones Neo Poliﬁomiales
Ejemplos de Ecuaciones Hipergeométricas?
Poliﬁouios de Legendre,
Folinomios de Tchebyshewv.
Polinomios de Laguerre.
Polinomios de Hermite.
Funciones Asociadas.
Solucién de 'las Ecusciones de Bessel ( Funciones Bessel de
Primera Clase ) 3 partir de J;OO.
La Transformacién Fi Fraccionsria y la Derivacién y la Integracion
del Tipo Fraccionario.
Ejemplos de Integracidn y de Derivacidn Fraccionaria.

Eibliografia.

)



LA TRANSFORMACION FI.

INTRODUCCION:
Surgio de la ides de solucionar ecusacidnes de diferencias} por un
método sencillo; existen varios métodos como lo es el empleo de 1a Trans—

formada Z, los Métndos Numéricos, etc...

La gmportacié de las Ecuaciones de DNiferencia radica en el hecho de
lo comﬁnes que son y que aparecen en muy variados casos, como lo es poar
ejemplo la Resoiucion de Ecuaciones Niferencizles por el método de Series
de Fotencias} sparecen tsmbién en la Teoria de Control Moderno, ya quevse
utilizan para modelsr sisteua§ o para implementar controladores o compen-
sadores de sistemas discretos; ademés de sparecer en otras ramas de 13

Ciencia, como lo es la Fisica, las Matematicas y la Quimica.

La Transfornécién Fi se basa en el concepto de que el término enésimo
de una serie serd la derivads enésima de una funcién evaluada en cero} di-
cha funcién serd llamads. le Transformacion Fi de los términos enésimos de
la Serie. La Serie empezard en cero y se extenderd a infinito} los términos

de indices negativos serdn cero por definicidn.

En una Ecuacidén de Diferencias, el término enésimo depende de los ante-

riores, en una ecuacidn de K—-ésimo orden, de 13 forma$

CI,\ =f ( Q,,_, P (1,,_“ an-; e an—«)

Un ejemplo cldsico de una ecuacién de deferencias es la ecuscién que
nos da los numeros de la Serie de Fibonascid Oy 1y 1y 2y 3y Sy 8y 135 o+ « o
l.2 ecuacidon esi

K., = A,,., ¥ &,

naa n et



siendo las condiciones iniciasles! (1.=O y O, =1 .

El propésito de sclucionar ls ecuzcidn de diferenciass expresando el

trmino ensimo en funcién de Y\, o sea!
=5

Se llamarad transformacion Fi al paso de la funcidn discrets Q —§(n)a

1a funcién continua /\(K)y transformacidn Fi Inversa &l paso de ﬁ\(x) g Q.

Acx) 4 i‘;x-

Ionde evidentemente /\(x) débevé'de'ser desarrollable en series de

donde

Taylor en cero.

A

Ot.ras ecusciocnes imporiantes que sparecen en la Fisica-Matematica, son
las que nos dan los Folinomios o Funciones de Legendre, lLaguerre y Hermite;

las cusles correspondientemente son!
(n+1) Poo = (an+1)iR(x) +n L0
| o =(an-x+1)L 9-rtL, 0O
ol o= ax H oo - ;lnbt(x) |



DEFINICION, TEOREMAS Y FROPIEDADES.

ot e e . e 8 LA Al A Al S T S0 P £ e Al ke e i b P S PO P Ak it T4 R

Se principiars como es légico con la definicidén de gque llamaremos
Transformacion Fi,se pbservara en que forms manipularla y tudndo es Otil

emplearls.

Definicién! ( de la Transformacion Fi ).

- B
Ses la sucesion infinita Q} ? la Transformacién Fi de dichs suce-~

smn, denotada por 50{{(1“} v © s;nplelente por 50 &Q“} » se define

(S 4

A__(.x) = {a..} Z Lo

Se denotarid de ahora 'e_n' adeiante {a.\} simplemente por (A, s3lvo en

na0

como sigues-

slgunos casos especialeé; _dondé. para toda n<O-r Q'\=O .

1) F’ropudad de L:.neah.dad.

8 }0{0-) A v P{h}’ﬁ@ entonces ?{K QntK, b} \(A(x)-u-K B

para K, v K, constantos."

Demostracidén?t

e e i 0 . o e e s

P{Ka,.-mb.‘} Z(Ka +Kb..—-—Z gg. '*Z &,b‘x‘

n!

L .
KM-%— kg B KAchbm

nso

2) Hultlphcat:lcm por K' ( K constante ).

st Plad: A entones P a} AR

lemostracions

P{Kn(l.} =; K*a. Za K Z Q. (KX) A C KX)

hxo




3) Multiplicacidn por 1)

e et o s e L 8 S W4 T 4 i B e v e

Si P{a%:A(’}O y Q, es funci6n de los parametros Z ,» Z 2,000

0 ses, o‘n='§(i‘.£gz;---) entonces! 50 ?é_%"_ - 9A )
' i 2 Z;

Demostracidn?

A P{a..(z., 2,,-)} ‘i St

entonces?

DA _ 9
a7, ] Z[azo‘"( ot ]

5) Valor K- ésu\o de

]

9 Q.
LA
Si pio_.}:A(x) entones (., = ﬂﬁf’q

lemostracion:

e vt o v st A e e s e

A(,Q -EM entonces! J A(x),_z ﬂ(ﬂ—l)(n-a). - (n-x +l) (o Xr‘-u=

ryo

Xra

=0 “'
z‘: n(n-b(n-a.)-n(n-icw)a..‘x. z oy
e n! " ("“K)‘ o
Evaluando en X=0, d A(x todos los demds se eliminan.
('\* O) d xl = a(

K=o
6) Canvolucién Discreta.

s P{a}-AW, PLBY-BE) ¥ (()=Aw Btentones ?'{cm}=c“

en donde 'c,..=22 (:) Qxbn_,‘= i(t) l:)n -

Dlemostracitn:

“““ Acaboo-( ,w)(z - e ) X

nses




entonces b
oy eb = S (Dake (1)
Z PRy i e
K=o
7) Traslacidn en N (+K , 'K entero positivo ).

8i P Q}A(x)entonces ?0{ a., } - cj[*)/()\&(x]

Demostraciong

“““““““ N oS ax ) AR nle (k) dy e g X
T LT d x* _Z.: " Z o K)‘
(o VRS (AKA -
Z X = {ann&} = ———(_:)"
e nl 50 d ="

8) Tada Funcidn que tenga Transformacidn Fi Inversa, serd Analitica en Cero

e e Al 4 0 S0t 0 P A s P B e b S A A i A0 Sl o i B P TR T T T . i o i B LA Lt A RS S S . P v S AL Al Tl i 4o A4 100 S TP PP P S e e Mt s il S S0A+ 7

Como sabemos, es analitica una funcidn en un punto, si es infini-
tamente dervable en dicho punto,
Adp:((:) Yy como 13 suma se extiende a i—nfinito_,
entonces es infinitamente denvab]’.ef siendo por lo tanto. anal:.'luca-.

Entonces, como o=

9 Multiplicacidn por X

Si 501(1) A(x) entonces ' -'{ xA(x\) =Nnaqa,,

llemostracién?

e 1 s e i o iy

x Ao = xz a.. Qe Qn = (ned) o X _y e X "__  na,., X'
"Z'O wed (ﬂ +i) | neai (" ""] ! Z n._el
- ?9 {ria.;,.} o ‘

[ recuerde que para K{0, Q,=0 1

10} Traslscion en n ( ~K » ¥ entero positive ).

PKQ%:A()() entonces fo{ ‘1..-‘) ) S" g’”'f..g_ﬁA(’n) I dr i

lemostracion?

X ATy T2 !
Qng X _ = Ay X Z LoxX"™ K 9:5 l‘ S’,,.Srr;"Jqéq;...Jt
s N = (n) (nl)(n+t)(ﬂ+&) (““'K) “l o o

= ng S Z a..’!"\clfrélr Clq- — SD{'CL..,‘} y
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n
11) Hultlpl:u:acmon por K

@ {a,}:A(x} entonces ?’{ K (1_} =A (—’a

Dlemostraciont

blray-5 o -f o - A

12) Multiplicacién por x* ( k entero pesitivo ).

8i {Q_“} A(x} entonces 50 {X‘A(x\ Q.. n (n-f) (n K+i) &n-x

Demostraciont

an(,‘)= Z a. n-rx [(wn\(vwa) ('\ﬂd Qn(“‘”)('\*ﬂ )X nt+%
' n' )

e n+ k) !

n=d

Q.. (n+) (n43)(nan) XM

TL:“ : Y Z Qi (k) (n-xd—a_) n X 50[(“ - }

13) Divisién entrepn .

- si P{a,}: A entonces @{%:L}:: j:Ale dx

x
NOTA! Esto SIEMPRE que A(o)=o y 0 se31 O =0 ¢+ © quel E .’_A;L’OJ,L exista.

Demostracidn!

AW LS a X L N x"
a— = " = n " = o“‘ n
L5 BRI Sf b= )R [Q} (0=)
14) Divisién entre ( n+i) °
' x
8i P{Q.}?A(’Q entonces P{ ro;:l} ’i"‘S A(:OA‘X.
Iemostraciont °
AR e fax S et o
X oo ! X o ey L (n.,..) nl [,H_.
15) Multiplicacion por V\‘+p { v es resl diferente de 0, -1, -2 ¢os ?}
______________________________ x_f_—_—_——— - -
Si Y’{Q:}:Am entones 50{ ,?_:v) - x-vfxu-.A(x) J,(
-]



Demostracidnd

o v i 40 1t L .t e B et

V\WD

_ﬁ_—f \ Oq. " an = (o nw-l
[ HH’} (nw) nl 3 (n +) n| Z (nw)'\l- Z“‘TS Jx =

Aa X, o X’ Sox' A dx .

148) Multiplicacién por 53 .

Si so{ } A(x) entonces (P{ ‘A(x\) z 3(1

Kuwg
Demostracidnt

eAa-(E DT a8 -2 W) L - P (LR a)

17> 8i no es posible encontrar 13 solucidn de una ecuacxon diferencisal

3 través de 1z Transformacion Fi Inversa, o sea encontrar (1‘ y 8ignifi-
card que dicha funci6n, que es solucidn de la ecuacidn diferencial, es dis~

continuay, o no asnalitica en el origen.

18) Integral de Convolucién.

Si P&d}ﬂb\(ﬂ 4 ('P{L.};B(X) entonces ,‘A (x—{joB(k) dt - AKX @ B

entonces: (5" LA(x) OB(’O} nb,.-n = C: 1 ( C°=0)

Uemostraciont

[ 3

SA(»&)B&)% X( o!<-ﬂ)( bt‘)a& jiz{ St oty J:‘"}J -
O S R o b TT)}

Kzo

iqupa} S aba)- 63 ab)

esto por la Defxnxcxon de l1a Transformacidn Fi, adenés del proceso

matemdticos
Ch= Q‘K bh- -1 n >O
cx)=Ax)®R(x) ; o

QOQCM}'—'C(K} C.= O n=o

10
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TABLA DE PARES DE TRANSFORMADAS FI.

e o s o o v . 4 0 4 . 4 448 ke £l L L R 4 by b v et e . e e v A P R S P A S, A S AL Ml L L 44D S R Ald A Ml U Al A e m dm o ek S e R T e e

(-3

(X senw)
+€

sen(x-sen w)
cos
vx ') «Bessel.
AU X -xa'
e
“ux

cosw

Sen (wx)
cos(wx)
1 - amx +x*
(2%)
e
1
(u+¥@ )X

S

e E. AR R mE S me me mn WE G A Gy e AR e m- A AR WS AR We AR R R Ee m. .= aW 4 me Ae ee e

X-co8s W
xX-

e
e
e

A At mm . mm . am S mm e me = we AR E® ER Ae AE We e AR =R me me == =
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o

n
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c
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1
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8
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¥
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w
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(e¥)*

x
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1
X
X
Xe (1 +3x +x%)
K X
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e
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e
e
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EJEMPLOS DE LA UTILIDAD UE LA TRANSFORMACION FI.

La Trénsfornacién Fi como.se ha observado, servirs para pasar del
espacio discreto 2l espacio continuo, ¥ viceversa con 13 Transformacioén
Fi inversz. Se emplea generalmente en la solucién de Ecuaciones en Dife-
rencias Finitas o Ecuaciones Diferencizles; tiene gran aplicacidn en 1o
referente a Funciones Especiales, como se verd mas adelante, en una sec-

cién especial dedicado 3 ellas.

Empezaremos definiendo algunas Transformadas vy Transformadas, Inversas

de algunas funciones comunes.

Encontrar 13 Transformacion Fi de Cos nw ¥ Sen nw*
Solucién?
. . AL Lw)n *
Q.= cos nw +isennw = £ -;(e {\f:f=;.}
X
Como 1la Transformads de 1 es € utilirando el Teoremas #2, tendremos!

(e““")'t > (-eh“] x = e( cos w risenw)x

xXecoswf .
= cos(x sen w) +i Sen (xsen
X Co 3 .

= COS()_(Sen w) + 5 Xcos X -

sen (x sen w)

Separando las partes Real e Imaginaria por 12 propiedad de Linealidad
obtenemos las dos transformadas, 3 un mismo tiempol
( _ Xesw X cos w
cos nuu} = s e = ®
L = cos(x sen w) @5_5 nonwp = sen(x sen w)
Se encontraron las Transformadas anteriores facilmente por la identi-

dad de Euler.

aAhoray tralaremos de encontrar la Transformadé de otra funcién mads
-t .
simple? ?D f L
| 1 -z

13




Su desarrollo en serie es el siguiente.

-
i
= e+ e X = Zﬂ— x"
i -x |

’\"

for lo tanto su Transformada Fi Inversa eszn!

En cuanto a funciones Trigonométricas, tenemos por ejemplo la Suma de
Cosenos; encontraremos su suma en Términos de Senos y Cosenos del Término

w
enésimo! b“ = Z cos (kKw)
weo
For el Teorema de Convolucién Discretal

Loeonkm = €™ og(tsenwy) dt

X=o
Esta es la parte real de la siguiente integral!

x-= gn ext khsw[cos({sen w) + £ sen({.senwﬂ j’ - { cl{..—_

B Cex (e’l"'_l){', x e(e - l){: * (e . x)( ebw_-l)
C dt =€ |=0]|=
S’EE ~—r 63 -1 o 2_(]-— cosaa

Cuya Transformacidén Fi Inverss es!

[cos(n-')w — cosww — cos ws +‘]+ LESen (h-Dw +senw -sen nm]

& (I - cos uJ)

Por lo tanto, separando ls parte resl de la imaginarial
' "

Cos Kw = ' Tcosnw , Sennw -sen w
Asimismo? - wae a A (1 — cos w)

n
E sen Kw = _S&M v sen w(l—-c,osnu;)

A (V- cos w)

K=o

14



Ecuaciones en Diferencias Finitas.

Hemos considerado hasts ahors como obtener alqunos pares de Transfor-
madas y Transformadas Inversas; shora se empezard con lo referente 3 l1as
Ecuaciones en Diferencias Finitasy que se podria decir es 1z parte escen-

cial del Trabajo.

S5e puede entonces con esta Transformacion pasar del eséacio discreto
2l espacio continuo vy viceversa.

Esto permitirad resolver una ecuacién de diferencias ta} COomD una ecus—
cidén diferencisly esto implica gque resolver una ecuaciédn diferencial y una

ecuacién en diferencias finitas con procesos anadlogos.

For ejemplo, pars resolver la ecuacidén?

&, TS5 a,, +350,,+t50 a,,., +340.,=0

Se transforma en la ecuacidn diferencial siquiente; aplicande la Trans-

nrq

-t
formaci6on Fi directamente: [ (Q,es la transformada i de YOQ. y lo escribi~

remos de shora en adelante asi! Q. <> Y(X)1.

Esta ecuacion tiene solucione de 1la foras E;kx. cuyéAécuacibn ﬁaracte~
ristica es! ’ ) ‘
X' #2520 #2352+ 50 +34=0
entonces ( 1:—1,_3,-3’_4)
-llll

Y=c €+ "+ c, " +c,€

por lo tanto, aplicando la Transformacién F1 Inversa, se obtiene!

] " n n
Q= C, (- + C (=) + Cu(-3)" +Cy (—4)
Se puede con lo anterior enuncisr los siguientes dos métodos, que des~

cribiremos enceguida.

15



Solucidon de la Ecuacién en Diferencias Homogéneaz de

o e e e e e S

Sea 1a ecuaridn de diferencias finitas?

+ =
'N—K b no-x-a -'-bu-z~ anqg.l o b' a-,“_' +b¢ Q‘h 0

For 1a Trancsformacion Fi hemos observado .que #s equivalente 3 una ecua—
, cidn diferencizl con férmula o ecuscidn caracteristica de la formal

A% b A 4 b X +bA+b -0

donde las K raices seran las soluciones de la ecuacion de diferencias de
s - RN v
1a format A.=C, (n)Y + Ca(r‘)ﬂ +. ..+ c“(r‘.‘)
donde los valores de las constantes Ci. dependerdn de las condiciones ini-

ciales, pudiendo tener cualquier valor.
En este método existirsdn dos cassos de soluciones a estudiar?

1) RAICES DIFERENTES de 12 Ecuacion Laracteristica,

Si todas o algunas de 1las raices de 1a ecusacidn caracteristica de 1s
ecuacién de diferencias son diferentes, entonces la solucién gue depende

de ellas, tendrd la forma antes mencionadat

A= ¢, OV s, (Y +..+ C (n)

2) RAICES REPETIW\S de 1la Ecuscidn Caracteristica.

- s n ot s e v e Sl A et O e e i Bk it i T S01 St B o

Si existe una o varias raices repetidas M veces ( se dice que es de

*Multipicidad * )y, entonces la solucién que depende de 13 raiz ¥, sersd?
m A

i-an - C;{“ (n-) (n—a.)-~(n—m +2) (rJ‘} + Ci”{n(r\--)...(n-m +3)(V‘j_)} + .. C)"m( r)"

Ejemplo, resolver la Ecuacidnt

a,., +(@Qa,., -9 a,,, +-3) a,=0
16
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Solucidn? .
Su ecuaciodn caracteristica es!
3 E
A raX -2 -a= (A=) (A-2)(A+) =0
entoncest ‘
n
Q.= ¢, + C,_(-l) +c’ (..a)"
Ejemplo} resolver 1a ecuacion?
a“‘ + a'a!\’, - a any. "a..= o
Solucién?
L3 ecuacidn caracteristica es!
At A A~ N -a=(a+)(r-) =0
entoncessd -
. » " LY
Gn=C, + Cnn-Y (- + ¢, n(=) +ca ()
_ Bi las condiciones iniciales son! Q =9 , o,=\, Q.- i‘{’O;’.-.-—q
entonces! fC +ce=a '
C| - C, had c“ l
C,+aC, +AC, +Cy=4
c.-6¢ ~3C,~Cy=—1

por lo tantot
Gomt +an(n=d (= =n (=T

A, = 1+ (—l)“-( an-1) (n-1)

17



Método de Coeficientes Indeterminados, Ecuaciones no Homogéneas.

o ki i o Bk h Bl S S A S S B B S B S e e S e S S e e P P P e A e A Lo 4 o o T e v e T T e o B e P L S i it dan

Sea 1la ecuacion:

+_'D:a_ + .+5K0t,,=§('\3

"iKR-2 °

@... +ba

LR ¥d]
Entonces, l1a solucidn de la parti..cular tendré la forma de 5‘('\) y O muy
similar, multiplicads por una constante de proporcionslidad, que se detér-

minard; de aqui el nombre del método.

Ejemplot

(1,,»“ +a& Oy, + A, = (_:_,_3)-1

Obtenemos ls solucidn de 1a ecuacion homogénea?
o : i noo T
Q.= . (=07 + ¢ ()

y__proci»oneluo:v una solucién par{’icular' de ls formal
”

0, = K3, Ta,,= -3k -3 fal,= aK ¢

) entonces? .
Ak (- + a(-DKB + k ED=ED L k=Y,
Por lo que 13 salucién gen:aral es l'.a suha( de la"solucicm homogénea més

lz de la solucién particular!?
" p R T
Q,: 0.,‘-} Q‘-.—_ C«Q (—i) + Clin‘(.q)‘.' +V_J\-T' (.":3)“
Ejemplo, resolver la ecuagiodn?

a’h+l - 0~n = cos n

l.3. solucidn de 1la Ecuacidn Homogénea es! "a_“=\( y de la particular
P
se propondra de 1z format Q.= A cosn + Bgenn

P,

Qnp= Aces(ne) + B sem(nt) = A cosn-cos1-Asenn-seml +Bsenncosl+
Entonces, sustituyendo obtenemos: Beosn-tenl
Acosl +B sent-A=i A(°°Si—i) +Bsen 451

-dp
B ocosd 'As.;,‘i—B:O A('Scwi) "'B(cosi-l)=0
4 senl-senn
dondet A= =Sn- lo tantol @ =K-1 y 2S00
ondet A=V y B Y por lo tantol sK-Jeosn 2(1-cos )

18



Uno de los ejemplos més interesantes es el de 1a obtencidn del dasarro-

llo de la Funcién BETA en series de potencias,

La definicién de 13 funcion ?ETA es:

B(?"P?S. X =) dy - m
Como el darsrrello en serie de (, _ X)g‘l ass i +Z (s-l)(i-z)w(s'h)‘:‘) X
n=y ) Y'LI_

obtenemos?

a.=! A= (9-0(3-2)(3-3). (q-n)

For el teorema mencionado!l

x
X" Bpg)= X S‘.x"" (1-0Y"dx e B

Y\+P

Evaluando en X=31 obtenemos lo siguiente!

| S (g-0--- (§-n)
B(P'q')'_‘-ﬁ_""‘z.‘ " i ("""P)

Ahora como 1a funcidén X:ﬂ(|“X)¥I es simétrica geométricamente en ><='/a

i =q onces? Y = N (a _a). L. _ (! "
si p=q ent s (’L)rg(ﬁl’)’%*zz (-0 (p-D(p-2)-- {p-n) (/3)

Fe

n= nl (n +?§
B - 2P L (-p)(2-p)-- (h-Fb
(p.pd= & [P+Z.. Y

flue converge mucho maés r3pido que ls formula asnterior.

i 1 1
Evsluando B(ﬁ“ ;) obtenemos 7.414298, par lo gque r‘(if) =3,62561 .

Un ejemplo que se puede considerar de suma importancis es 1s resolu-

cién de la ecuaciodnt

anm + a“=h!

La solucion de 13 misma mediante el emplen de la Transformads Zeta ne

es posibley, y2 que no existe la Transformada Zeta de H! .

Ahora bien, se pueden obtener dos soluciones de la ecuacion nombrada,

por medio de la Transformacién Fi, las cuales se presentan 3 continuacidn,

19



1) for el Teorems de

Convolucidn,

) x
_ 1 N B _J___ _ - % ~x{ = )
Qye ¥ Qp=ni > YWay= — y=Ke + © € —x
X k) °
- X —(x-
Yy=Ke +\ e D dt
. -t
Su Transformada Fi Inversas es?
n-i :
n L3
[ Q,= K& +Z (-)% (n-x-D! ny i
e o R
Q.= K " = noe-!
L °T Mo An=KeV + ) k)
K=
2) Inteqrando por Fartes!?
[l - e
N Y - dm (N (-
j:}(.e -l-—l—-- z+.......'_-_-5+...='-'|<.e +Z"rm § —X ()
) =X ("‘K) O"x) : Az o X
-”°0
CY "m
5<""'> Qn=K.(“’) +Z(h+\”f\)! (—')
a1 .
Tenemos entonces lNos Soluciones Particulares!t
net
” ""\ LS )
Q.= 2, ki (-) ni - .
S ) ()
r ) Y Cln= " )
Q°= O K=a
Lo interesante de este problems es que la segunda solucidn no se puede
evalusr numéricamente, ya que la serie diverge, pgero a1 es solucidny y se -
puede comprobar esto slgebriicamente.

20



‘FUNCIONES TRASCENBENTES SUPERIORES Y LOS CUATRO TEOREMAS DE

RECURRENCIA DE LA TRANSFORMACION FI.

Esta es la parte lﬁ; interesante del trabajo desarrollada hasta ahara
sobre la Teoria de 13 Transformacion Fi, trata de 13 aplicacion a las Fun-
ciones Trascendentas Superiorese sobre su dervarrollo en Setie y algunas e-
cusciones que las generan, como es la famosa ecuscién Hipergeométrics de

Gauss, 1a ecuscion de Dessel, Lﬁq.ndrc. Laguerre y otros.

La parte més novedosa de este método de solucidn por 1a Transformacién
Fi de las ecuaciones mencionadas anteriorsente es, en la cbtencidn de las

Formulas de Rodrigues de las diferentes Funciones Solucion.

Bien, ahora se plantearan los Cuatro Teoremas de Recurrencia en que se

basa el método de solucifin.

TEOREMA # 1 ( Teorema de las Funciones Asociadas ).

Si la Ecuacién Diferencial *a" con soluciones * f(x)', tiene una for-
aula de Recurrencia en Fi Inversa de la forma F('\) ¢y ontonces si se en-~
cuentra wna ecuacién diferencial *b" con una férmuls de Recurrencia Q(") Y

ésta q(-)=F(n«-0. entonces su solucioén es 1a m—ésima derivadas de las funcio-

nes * {(x)'.

Demostracion:

Si, ‘g(")“" Q.. enioncesz _Q‘._!.ﬂ"_ - F(h)
- | " -
Si 'g(x) “«—> l:m entonces %‘_ - e' (n)
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Yy como b.,= Q. .m entonces: G‘ (n) = F(n + )

TEOREMA & 2.

Si ‘13 sovlucion de una ecudcidn diferencial tiene como solucidn 3 g(X)
y tiene una férmula de recurrencia en el dominio de Fi Inversa de 1la forma

F(h) 3 entonces, si se ‘encuentra una ecuscién diferencizl con una férmula

de recurrencia G(n) de ia *’C"‘"’(n\u()

w

G n)= 22t F(n-m)

1B

entonces su solucién ser#:x“;(x)

Demostracidn?

Si -5-(:()(—-) Q. entonces! Qnex = F ()

si X"S‘(X)e-> b“ entonces:v b = G

\
como \)“= Q__m(-r—"-)-l entonces?
n-mj!

: "R
G (n)___(“—M)‘, ned) Fln-m) — G- _(Z_g F(n-w)

"! (“_-""‘ 'HQ!

®
TEOREMA # 3. { Cambio de Variable de X &8 X =Z ( X entevo 1 ).

e e e

- .
N
Si E(’O"Z%X‘ y solo existe O, para X entonces si Gnex _C(n)
nse -

basr | (n4) (v Fow)r dondet a5y b f{Z) . O
[ [HCEDLSE:

Demostracidén?
LT X S e, XS Qe
oo 2;‘ | 2_: T 2; Tl
- : ‘ ‘— « - " a
. 2o [ Qe N N 2
{(E)=3C§)= ;—;‘T-{ (KV\)‘,} Z ‘n‘.bn
obtenemos? ‘ ‘



L o
" (x !

entonces?! ‘)n o (n+) (n K)!

b, [0+ k!

F(nk)

TEOREMA # 4, ¢ Cambio de varizble de X 2 X=2Z" [ K entero 1 ).

..._...,...‘,_..-..___._.. et st 4 bom o e o B s i Ak 2 £k o A S S e S0 vk S i HA LA L4 4A8 S 410 SO S484 90 VG B S0 P P S o e i s e 44 M R0 P A 1 S s 0 St S

'\

Si 5’(’0 Q" y se desez que X=T i'-_ convirtiéndose en’ §(2)=
—#—r‘

nz=oe

=0
existiendo solamente L para N meltiplo entero de K y entonces sil

(]
o‘h’ﬂ

= F(n) entonces: 19..,.; (n r ! [ ( n)

b
resctracions " ({- u)
- - - - _ - "
Qn x‘ & - Kh)l bni
2 & -Z—»h,,f-‘ -y et ey 2 B2
entonces! nee ' G(h)' Y\‘ "
- Oun (kM
b= 2200

Por 1o tanto!

| (n+0))!
Ak Knas [K("\"")]l h] = F(n)._’L‘:—-—.—_

- (»n +:) (K V‘)\

kmc a'h (h“‘")l CKh)1

JDM,< Qn+i<)!. _ "\
- (%H)MF( /k)
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Como primer ejemplo del empleo de 1la Transformacidn Fis, veremos como
obtener las Funciones Generatrices de varias Funciones Especiales; como son,

los Folinomios de Hermitey los Folinomios de Legendre y los Folinomios de

Laguerre.

Obtencién de las Férmulas de Recurrencia de VUarias Funciones Especiasles.

R TSR S T T T T A R N SN I IR S S S S SRS S E S E SRS ERNSREREREEn e

1) Folinomios de Hermite,

= v e v e v P e v s e o e

L.a funcién Generastriz de los polinomios de Hermite debe de cumplir

con lo que especifica la siguiente férmulat
G (0= e
nt
nso
siendo G}(»u,x} 18 Funcidon Generatriz, v H,.(u) ios polinomios de Hermite.

La ecuscién de diferencias que gobiernz a3 los polinomios de Hermite

es 13 siguiente!

A H (w-anH @ =H, 0

Si hacemos Q,= Lﬁiﬂb entonces se transforma en la siquiente ecuacidn

de diferencias?

AuUQQ,-3ana, , = a

"\

cuya Transformacion Fi ess
A (u-x) G= @

donde resolviendo la ecuacién diferencial nos quedat
G = - x>
—]._ e N

entonces la funcidn generatriz de los polinomios de Hermite es!
: Rux—x*

G((M,K)=e

24



2) Polinomios de Legendre.

it e Pt A B S o i ke Ot 440 A0 L i .

La ecuacién de recurrencia de los Polinomios de Legendre es!

(n+) B, () = (an+rYuR ) —n R (0

Se hace un cambio de variable, vya que la funcién generatriz de di-

. chos polinomios debe de ser 13 siguiente forma!l
00

Y-) Rwx

n=o

entonces el cambio de variasble serd!
a, = nl & @)

10 cual nos da una ecuacitn de diferencias diferente!l
Q... - wlan+y a, +n*a, =

cuya Transformacion Fi es?

3
(l - AU x +x“) Y= (u-x)Y
entonces, resolviendo 1a ecuacidn diferencial obtenemos?

T (w,x) = =
V- Rux +x*

3) Folinomios de Laguerre,

o s s ot o s P o A i 44 s s e B e e M S S O ot it

Los polinomios de Laguerre deben de obedecer la siguiente ecuacidn de

diferenciasl

L, (w+ (man +u-YL, () +n Ln_l('u) =0

Como la funcién generatriz de dichos polinomios debe de ser de 1la forma!

Z (wx) = ZL W

n=o
entonces directamente se transforma en la ecuacidn diferencial?

25



(- ax+x) 2 = G-u-x) 2

- X
cuya solucidn es! Ea,"x

Z- %

Entonces 13 Funcidn Generatriz de los Polinomioslde Laguerre es?

- %X

[

Z (w, )=

1 -%X

26



FORMULAS TIE RODRIGUES,

e T s L e

L. parte del trabajo mss trascendente desarrollada, serd la que ée

tratara 3 continuacidn,

Solucién de la Ecuacidn Diferencial de Legendrej empezaremos con el

método cladsico de Series de Potencias, llegando 3 la solucion expraesadas en

1z férmula de Rodrigues,

La ecuacién de lLegendre es!
LS (1]

Cr-x7) ¥y - RXL,' e (mr) y =0

. . ad n ¥* -1 '
for series de potencias, tenemos que! y = 2 . X . # (fa {y}

. n
_—'_'_'_-_.—'-

Obtenemos la ecuscidén de Recurrencial

(“*'\) (n+3*) Okvwa._("") n Q. —-an ., +m(m+l) CLh:O

(m-n) (m+n +|)

o - "
Sile (n+)) (n+2)
llesarrollando!
T R Pl GEDCE R Ly
(n=D{m+a) 3 v~ =) (=D (rar) (i) x‘.-+.-'}
. & x- EY) = = :

Esta es 13 solucién formal de la ecuacién de Legendref pero los poli-

nomios de Legendre pueden escribirse también comol

l ¢ -2 \ "W - \sated -
R B
™ (-1 a a(am-? a.qA(g.m-?)(;\m—B) ,
esto empezando en término m—ésimo. Fodemos reescribir la férmula como!
{~a)
» ahn-—an\ i -2n
p ()(): {- ( :
m Z.:; ) P\ n!(m_r\)\_(m—am)\_

donde ["7&] es el mayor entero .é .'_5:*_ . 27



AL
; ) Bmzan)l mean
dhora! (K) 2;0. T n (m_“)\_ (m -3"\)1.

™Al ™
(- N d xam-an o ch [a) m[ :.)"‘
2 7 nl (- d X7 “ T T )L (- 4
o R
1 N\ (AT %
- e | o (x* =
Q\MM! J KM”Z"Q (h)( ) ( ) m CJ)( ( l) P-.(’()

La cusl es 1a Formula de Rodrigues de los Polinomios de Legendre,

Como se puade ver es bastante tedioso, primeramente sacar la solu-
cidn} segundo, eacar 1la expresién para el polinomio de Legendre de grado
™M ; después de esto se dificulta con la aplicacién de 1a funcién mavor

entero; en resumen es dificil.,

Ahora se presentard unz variacién del método solucidn, 1z cuai ten-

drd 1la propiedad de llegar 3 13 expresidn de 12 Férmula de Rodrigues sin

tanta manipulacidn algebridica,

1l.a Ecuacién de Legendre es!

====== SEZRESREEs

Xa) ‘7" — AX t1'+m(m+|)\j= O

Su Transformacion Fi inversa toma la siguiente formal
Qney, = [h (n+1) = (m-i—:\] a,
Con el cambio de variable O =lb,__ results entonces:

bu.a
b

i Lh‘->§00' entonces por lo taﬁto: : :
P o (e xf)—xF-amxf (I-XL)J( =-amx§

28
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donde! § =K(1 - x&>m

entonces si Q“e—aj se obtendrs!

4" O -x
d x7

Yy =K
donde se escoge:
A" ml
FPor 1o que 12 solucién de la ecuacién de Legendre es!
L) Lia) vy
d7 (=X =)
d x™ A" ml

Y ()= )=

Observamos que el proceso es mucho mas corto y sencillo, gue el pro-

cedimiento clésico seguido por Rodrigues en la descripcién anterior.

fAhora solucionaremos la ecuszcidn de Laguerre, encontrando su solucidén

expresada cowo 1a Férmula de Rodrigues de los Polinomios de Laguerre,

La ecuacidn cuya solucién son los polinomios de Laguerre esi
u
Xy +(|—x)\;‘+w\3=0
Sea \’aze":g—(x)p entonces se transforma ent

< ) N 5"()(_,_,) +§‘<|+m) = O

cuya transformacién Fi inversa es$

Oun.. _ Nt +m

Q. n+

Suponiendo la funcidn &(x) como la derivada m-ésima de alguna funcidn

3()()' entonces; sit a,, <> §x)

b,‘ <—->3Q<)
Silb = ., entonces!

. nam n b_\_“ _ —(n+ 1)
b. n+l—m
y como K=4 dande: /,,,
( m) = "4
62) nAi—m
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b _nty P p(n—w\) E(new) = -

ba nt+i-m
e 36" gl 0y e LCEL

ax™
x 4 (x™ &)

como (-i)"<-D éx donde

Entonces! L'..(") =K e

d x7
donde se escoge K’;l'i y por lo tanto! L= _@_x_ e _ (X e,
H . Vﬂ! d’(

Obteniendo asi la Férmuls de Rodrigues de los Polinomios de lLaguerre.

Ahora solucionaremos en una forma muy parecida la ecuacién gque tiene

como solucién los Folinomios de Hermite.

La ecuscién de Hermite est
v - ;Lx'-, +2amy=20
Si y=e -_F(!Oentonces se transforma la ecuacion anterior en
:F +5L><5 +Q\(m+u):§-:—0
cuys Transformacidn Fi inversa es!
Qnag = — A(n +m +|) Q..

Si b =Q, entonces! ‘o o bien! L, . .
- TR (e 2= -3n

b, b

k]
Cuya Transformacion Fi est §="QK:‘:
-x*

donde 1a solucién de esta ecuacidén diferencisl es: :F- e

entonces obtenemos$ 7: Ketl e donde se ucoga! K= )

dx™
H =" e’d &
d x

Gue es la Formuls de Rodrigues de los Polinomios de Hermite.
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LAS ECUACIONES HIFERGEOMETRICA E HIFERGEOMETRICA CONFLUENTE BE GAUSS.

A R e A RS e S NN I R NSRRI T RERE S ERERTERERERISRS

et e v o s et B Y e o ek B P Y TN A MM I L I R MM A S EmEmO SRR SRE SRS TR s

Estudiaremos el comportasmiento de las funciones Hipergeométrica e Hi-

pergeométrica Confluente, en el [ominic de la Transformacidén Fi.,

l.a Ecuacién HIFERGEDMETRICA.

x (1=x) "1"+EC-(0.—\9—1)X]*1' - a\:y =0

La Transformacion Fi inverss de esta ecuacidn es?

Qnr:  (n+a)(n+b)

Qn (n-l-c.)
Ssea b =, donde y_ -1 Obtenemos, ademads si -V+C=1-m entonces
n4w ’
M= |4¥-C= a-c : bn.. R GRLALD! (rn+b) , ... g.(““) (n-a +1 +b)
] b, (n-v +c) b., (n-a +t +¢)
H+l_(h+0(h—W\+wq—a N
b 1 +b) =_h+! (nom ra-cmatisrb)= DL (n-m +\+\>-C.)
] (n +|-—l~‘\) dl-rm n+l-m .
obtenemos sit ™
b, < X 1) Conns , , g
Cnes f00 St (nasbo e § = xS w1 vk

Cn
¢ -8 = (ko) §

=

o=

entonces? cl_s: = clx‘

(C-L—\B ‘S:"’K Q_x)c_"—'pur lo tanto! Cpe> ‘S‘(K)

b, «x~foo
«-—>_J.:_ ™
Qs v £e)

Entonces, sustituyendo los par2metros descritos tendremos la solucién

de '13 Ecuacién Hipergeométrica expresada en Férmula de'Rodri‘ques.

F(a b c;x)= 4~ [
( a ) de‘_lzx
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La Ecuaciédn HIFERGEOMETRICA CONFLUENTE.

v e e e ot 0 o 14 P e Al At e Ao A S o v e T o o A T

xy" +(c—>()t1’— oy =0

Gy Transformacidan Fi Inversa es?

Qe n+a
o g n+c
ses b =Q., » 81 v=Q-| tenemos: b“*‘ Nt
nay

; x a- =
si m=a-c 1 entonces%hﬂexme donde serd: X =

como ‘o e»f(x) b4 Q;: dv;'(")entonces: -, a-t _
" x¥ F‘(a,(l;x:KCJ Xa‘eex
dx®”’

Que es la.Fdrnula de Rodrigues de 1a Ecuscién Hipergeométrica Conflu—-
ente de Gauss.

%
Ahora si proponemos una solucién de la forms? 7: e }Q‘)obtenemos:

Y=e*F(Q-oL,Q;X>= exj — . et
X :

Las Ecuaciones Hipergeométrica e Hipergeométrica Confluente con cambio

e o+ it e e o e . A e e S ke A o PO o e A ot i . e 4 400 Ve S i o o £ A A A8 B TR S g e L T T A L s i s

o i 2 e i i e AL L S B s S A il et e it

l.a Ecuacién Hipergeométrica quedz de la siguiente forma:d

(v-2*) y" +<3‘:‘ —K1a+ak+n))7’_4a1,j= o
Ionde s Transformacién Fi Inversa ess

Ginsa - (h +-l) ("\ * a&) ("‘""3‘3}

Qo (wn+2ac)
32




gigc;}_m entonces m=l-lc y Onea (hi—D(lV\-hf\ +1-3C +am)(h-m+l—3c+;-i=)
Q, (n +1 -m)

sit { Q,, « 2"‘3((%)

})“4—5 {(Z\)

E;_’r-"-—-— (n +1 +aa—3~c) (‘M‘_‘ *‘,al"_ac)

Si C =Lg“ donde Y=3a-3Ac tenemos:
Cusa

Con

Can

=(h)y(n+i 24 +9-l~'>) Entr =h‘('ﬂ' —da 1-9\1::) ’ CM"—‘Y\LC,‘_,+9\n(c-a) C,.

Cuya Transformacidén Fi Inversa’ es}

§= =2 v 2f 2 a(k- a);_JC G-2)f=azf (5 +4-9)

f=x (l o
Y como tenemos! { C, 4—>§ (=)

]o <> d :F(L)
JC ()

a,, <» 2,
For 1o tanto, sustituyende; d

3.&-—Ac
-ac J

PP R

a-b-%)

F‘(CLIL,C,,J_) == KZ

La Ecuacidn Hipergeométrica Confluente , de igual forma se transfor-

ma en’ : - N aAc—1 1 .
7 z -4z 7 _4QCJ=O

Cuya Transformscidn Fi inversa es!
Qpya 2 (n+i) (r\+ag)
a, (V\-k&c.)

Qn N+ =

Si j-m=a¢ entonces? Qpoa _ a(__" ) (n—\m +a(';':+a~c))
Si Qe $@ ¥ b o



__.."l;: =3\(n+|+a(a-c))o bien? LM' = a(n*a@"ﬁ

8i C_wﬂ[,“y sdemss: V=2(a-J) ")

’
€uya Transformacion Fi nos dat g = g‘;,f
{A
Cuya solucidn es: §= Ke

a
Resumiendo?l C, > K. e_l

1 (o)

k"HK au—c) e

QA Kz"“" 4 e

Por lo tanto: ) A u-aee
F (0. c, 2_) £ g e

d int—ae. e

Hemos terminado con lo que @5 13 solucién de las Ecuaciones Hiper-
geométrica e Hipergeométrica COnfluentewde Gauss con diferentes variables
independientes, ahora antes de prosegquir con los ejemplos correspondientes_
a3 esto, veremos un tipo de ecuacién que supuestamente segun la experiencia
deberia de ser su solucidn una Férmulas de Rodrigues que nos diers como re-

sultado un Polinomio, o sea una funcion polinomial y no una serie infinita.

Rien, se observéd que 1a ecuacidn de Tchebyshev no se comportaz como se
deberia esperar, o se2 que su resultado sean los Polinomios de Tchebyshev,

sino que se obtuvo una Fdarmula de Rodrigues para las *Funciones de Tcheby-

- ot A i o o e o S o o o o e B

shev’, que son series infinitas.
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Férmula de Rodriques de las Funciones ( no FPolinomiales ) de Tchebyshev.

t.2 ecuacién de Tchebyshev es!
(- x%) y"-xy + ply=0

Su Transformacién Fi Inversa es!

g&'—‘—= (n=-p) (n+p)

Ses a"‘b"‘l"' entonces Q“f“-b" por lo cualtl bvwa

b“ = (N —AF)(n+\)

0 bient b,.,.

Cuya Transformacién Fi inversa es!

2= X'z 4 Xz -ang-o (u—x‘)i’ =-3x2(]:>-‘/3\)

L ' P-Y,
T oA - wa -
Y comol r
b,z B ¥
-t Y = —'J—_' | - Xa P
a., <« d z CJXP

d x™' x
En el caso de que Fgo tenemos . Jx -
Y=\« =Ksen x +C

(-]
ILa cual es solucidn de 13 ecuacidn diferencial, entonces las funcio~

nes de Tchebyshev serant
T7) = sen X T ()= -3><\I | - x2*
. "
T =\~ X~ ar () =-50- 4N =

Como vemos, es un ca3so extrafo el que no se haya producido unas fér-
sulas de Rodriques la cusal nos produsca Folinowios, Yy nos de Funciones que
son Series Infinitas,

n-t n-y
{T:(X)z_:J___.__ (1 =x)

dx
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liaremos ashora, slgunos ejemplos de la Ecuacion Hipergeométrica e Hi-

pergeométrica Confluente donde ademés se tenga como variables independien-

S
tes 3 ¥ va X .

1) Folinomios de Legendre.

Estan definides como! F {(n+1, -n, 1; ‘—;":é

§iuw = l%fi ' Ju.i:*,;f lo cual afecta solo s la comstante de pro-
porcionalidad de la solucidn.
Haciendo 13s sustituciones necesariast

7= d [(""3('*")] é——-fh— (- x : )'=P,‘(>0

l.a cual cumple con 13 solucidn.

2) Folinomios de Tchebyshev.

C ' L1 =X
Se definen como: F (=7, M . H EY

y como! F(Q,b,c,ix) = }-_( b o, Q;x)--
Gustituyendo, obtenemos?
dn| /’. _d“_l a“_‘/l
Y =K =KG2— (=% "=T
cix" ( ) ( d X

.s cual es 1a solucién gque habiamos encontrado anteriormente.

3) Folinomios de Laguerre,

o e o0 e kit i o o e b ke ke S b

S5e definen como? Ff(-n,l;x)
y como habiamos comprohado anteriormente quel
x
Fla c,x) = e F(c-a,c;-%)
tendremos haciendo los cambios de variable pertinentes!
y=Ke —-—(xe)
a1 hacer el cambio en X "olo aFecta 3 1z varisble de proporciona—

lidad, no afectando en si 2 1la solucidn,
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4) Folinomios de Hermite.

Se definen como! F(‘-&—: 5 Xa)

Entonces, adoptamos la fermulat F (a,c.z2*)= i

£ R 1
en F(&,c;;_) = F(C—Q,C;ll)
En este caso se sustituye Z  por (.L i) donde < =V-f , dentro de la
°f=‘341 =L 2
funcion? y comol que no afecta; solamente en la contante
¢ =Ya dx=idz

R4 -2 a
-de J ES

gz ©

de proporcionalidad de la solucién, entonces!

W = B D
7= iz | dz
ZriZ
Ls cual es la formuls de Rodrigues de los Polinomios de Hermite.

FUN CI NES hSOLIﬁHﬁS.

Considerando la facilidad de resolver las ecuaciones antes menciona-
das, podemos entonces tambieén con 13 Transformacioén Fi resolver o bien re-
ducir la2s ecuaciones que tienen como resultado las funciones asociadas de
Legendre, Laguerre, Hermite y otros, facilmente, va que salamente se hace
un tambio de variable para transformarlas en las ecuzciones originasles gue
nos dan las funciones normales de Legendre, etc... E1 cambio de variable es
solamente el de una suma en el subindice de la ecuacion de diferencias. Es

algo muy sencillo que se dej2 al lector.
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Otra de 1a3s aplicaciones mads interesantes de el uso de la Transfor-
macién Fi es el de encontrar la solucién de la aecuacitn de Bessel, la cusl

se presents adelante.

Solucién de la Ecuacién de Bessel ( Funciones Bessel de Primer Orden )

_._..........___....._..__...._.____..-.__..-.....--._................__.__.‘....,..........—_...__..._......__..._................____._.

8 partir de J; (X) .

l.La ecuaciéon de Ressel esi

2
Z yf/+xy),+(xa_va>y=o
Cuys Transformacién Fi Inversa es‘:
Rtz _ _ (n+a) (n+D)

Gen ~ (nta +v)(n+ 2 -v)
Si 2{1'=Z, tenemos entonces, por el teorems #3:

b... (an+2)( an+h(n+x)(an)l

——— -_—

L)., (an-l-g; +\))(an+ a—v) (an‘i'a)!
[ b, 7% fe)
Si

: entoncest Coner _ !
1 Cne> $(2 Cr "m0y
Si J“vﬂfcn » por lo taf\to: Ah“ L= . (J _ ('i)“r—]- K
du d(n4) n= 4 nl

Ile donde resumiendo!l

14

d 1z ><—>v A ng
— () b, k2 EJ(E)

J"@Kl(@_) C“MKC‘

Como 13 solucién de la ecuacion es ‘jy-()() obtenemos que Q“&—~> J(x)
AV
o, «HAX — Jeo‘) = \J:(")
K A (xl)v

Vonde se escoge K:_-(-a)", por lo que la solucidén de la ecuacién de

T = (=22 A‘J(x,), J.oo

donde?

Bessel est
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LA TRANSFORNACION FI FRACCIONARIA Y LA DERIVACION E INTEGRACION

RN TS SSSNSSSSS TSRO REE== mome E=mso=====

DEL. TIPO FRACCIONARIO.

nERSESS=SSSSSSDSSEXEE=R TR

Defipicidn?

lefinimos a la Transformacién Fi Fraccionaria, de orden 3} y deno-

tada por 50#{ a‘} como? o x“
= Oin
AL Sayery

donde N\ variara de la forma! n:)’-, 6"4—1, F+a 243 )&,,q,,.“ » siendo 6" real
> gl .

diferente de { -1, -2, =3, + + .

Definicion!

v
Itenotamos por I 3l operador de orden 1V ( V real ), donde im-
®

plicara integrar V veces ( V > 0 ) en r 0 derivar ¥V veces (V < 0 ),
j 13 funcidn sobre 1la cual opera. ¢
X .

Teorema #1)

ot e e e e e i 08 0

Ls relacién de 1a Transformacion Fi Fraccionaria con la Transforma—~

JUERGEE

r'(v\+)"+')

ci6n Fi normsl es!

Demostraciont

_____________ _5 e Xt e X
%{Ql} Z f‘(nﬂ) ’-1(:,‘,3.4,[) =X — f‘(n+8‘+1) N

n=y
’ S X ot nlan,
x Z: So{ f"(r\+;+\)

n=s r'(r\-a-b‘-H) n|
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entoncest :
P {Q.., = x)" (Qn-i“"n!
Aty Y)lr'(nwm

Teorema #2)

Sea §(x)-=§€{a,,}. entoncesIvg'(X) sers igual a3 P {Q }
+V n-¥

*

= a
?9 ga B >——‘ P(Y‘*") B c?_' (nay41)

mn=o

En el dominio de 1a Transf‘ormada de Laplace? x {‘?(70}.: B 9

entonces? X <~ r (n'“)

‘n'l“

e D) & oL
LY %)= Z?@;.\ - Y G

ahora integrando V veces equivale & mult.iplicarlo por 5"' » entonces:

L AT G af) = 7, Saat

nwao
"y

cuya Transfnrmada Inversa de Laplace es:

vn»‘bn’
I ?g'om} Zﬁ(mhvﬂ) _Z‘ FEn-H\)X - F v &O""‘“}

ned naBpy

Nota! Aqui se supone que X+v -1 -2.. Y que cuando Q“_vo ., donde n-Y o
n=-1-2 .. seran iguales los términos Clhv o O, & cero, pero en el caso de -
que el subindice ses negativo pero mayor an+¥d o f‘ respectivamente sera

igual s Cl“\ao (lh , en caso contrario seran idénticamente cero por defi-

nicidn.

Corolario:

——————— (x=uy " $o0 dx

-]

L ’C(") P( )

For lo tanto! ( Definicion de 19 Funcidn Gamma ?

P (\’) = Iv_;(x) 5 (- ;F(x) dx
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E.jempios de el Uso de la Transformacidn Fi Fraccionaria.

e 2 e e A £ A A Al ki M L A o L Ll L kA e o e o e B i S T P o e B P e P e e T

Encontrar Iy&£(-x) y donde 5()0 = (1 —K)yk
Salucién: §(x) - o, = r (—15: +n\)
r(x
~ n-v,l

RS = Ce LS e X
* 4'“ "'73 sa/a{ r(/ﬂ} ~ _r;‘_(/—ai P(n+) £ m :
"’/1. - | - -
r Z (n+a/:0 'rr » L X" _—’:( 23_7%'_ ixj’[‘ "‘Lah\‘ \fi}

Encontrar :[‘/1 I (&)

Solucidn ¢

Lo o ERI@- g (0] Sb e
o ,\-yl Y TRE. Y Y X j
z ( )n‘r‘(nﬂ /a) ‘[; X Z';.i( q) ”‘TP(""'/Q

ey Xt ] %
ﬁZ(—)n!PnHVQ FJ;‘()
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Ejemplos de el Uso de la Transformacién Fi Fraccionasria.

%a a.
Encontrar I 3[(><) y donde § x) = —x)
Solucions {(x) > On= P("“"/Az
r (%)
L™ $00 = go -¢ P < C(n) X = 1 xR
Q,.y - - =,
} g r‘(/)} y Z

r Z(n-r’/;) r )(y"ixa%: @L: JX‘J:;(; dx = _9:‘: [{& —*'mk‘&)

= 2 -
” \lvn-x \k—‘... x
Encontrar I "\J:(\{?)
Soluciént e
J(r)«->(--) Lea. X LT~ B, ()= T Smn X

Va =S\ X 3 e [ P S——
Z ]_1(’”/1) ( )n‘r(n“ ‘/,) ﬁ Z(a n\r‘ n-H /3)

neo

XM = ~NE XM T
—\(Tfé—;( ""F(hﬂ—'/a\) “a\{'{‘ -Vz(r;)'

‘Bibliografis:

I ——

DIFFERENTI&LVEGUATIONS with Applications and Historical Notes.
Georges F. Simmons.

Hc;.Brau-Hill Company, 1972.

( International Series in Pure and Applied Mathematics ).

Capitulos § 3y Sy 6 v 10 .

43



