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Resumen

La funcién de Takagi es un ejemplo de una funcion con-
tinua que es no diferenciable en cada uno de los puntos
de su dominio. En este articulo discutimos su definicién
y algunas de sus propiedades mas interesantes.

1. Introducciéon

Desde nuestras primeras clases de calculo, en las cuales aprendemos
la definicién de diferenciabilidad, observamos que la funcién x — |z|,
el valor absoluto de z, es diferenciable en todo R excepto en el punto
x = 0, donde tiene un «pico». Si trasladamos 1/2 en ambas direcciones
y reflejamos su grafica, podemos describir la funcién ¢ : [0,1] — R que
resulta en el intervalo [0, 1] como

1 1

o) =5~ |z —3|

que se muestra en la figura [Il Tenemos ahora una funcién que no es
diferenciable en 1/2.

La funcién ¢ esta definida solo en el intervalo [0, 1]. Ahora bien, si la
extendemos a todo R periddicamente, es decir, para x en R fuera del
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N =
[

Figura 1. Gréfica de la funcién ¢ en el intervalo [0, 1]. Observamos que no
es diferenciable en 1/2.

intervalo [0, 1] la definimos como

¢(z) = oz — |x]),
donde |z ] es el mayor entero menor o igual a x, obtenemos una funcién

periddica en R que no es diferenciable en los multiplos enteros de 1/2,
como se muestra en la figura [2|

1
2
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Figura 2. Grafica de la extensidén periédica de ¢ a R. Observamos que ahora
es una funcién que no es diferenciable en los miiltiplos enteros de 1/2.

Ahora haremos otra transformacién: consideramos la transformacién
x — nx, para un entero positivo n. Observamos que, si x recorre el
intervalo [0, 1], nx recorre el intervalo [0,nz|, y entonces la funcién
x — ¢(nx) reproducira el comportamiento de ¢ n veces en [0, 1], por lo
que serd no diferenciable en 2n — 1 puntos (interiores en el intervalo),
como se ve en la figura [3]

Tomando el entero n tan grande como sea necesario, podemos cons-
truir entonces una funcién continua en [0, 1] con el nimero impar de
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N =

Figura 3. Grifica de ¢(nz) para n = 10. Observamos que ¢ se reproduce
10 veces en el intervalo [0, 1].

puntos donde no sea diferenciable que queramos. De hecho es posible,
con la ayuda de ¢, construir una funcién continua con un nimero infi-
nito de ellos.

2. La funcion de Takagi

Consideremos ahora la funcién

T(x)=Y d)(;:x). (1)

k=0

La serie converge uniformemente en el intervalo [0,1] porque cada
|p(2Fz)| < 1/2 y S21/2F < oo, por el criterio M de Weierstrass [6].
Mas atn, la convergencia uniforme nos garantiza que 7" es una funcién
continua.

Como cada ¢(2*z) no es diferenciable en cada uno de los puntos
de la forma j/281 j = 0,1,...,2*" no es muy dificil ver que 7' no
serd diferenciable en una infinidad de puntos. En la figura {4 podemos
ver una aproximacion a la grafica de la funcién T'.

La funcién (/1) fue introducida por Teiji Takagi en 1903 [10]. Resul-
ta que no solo no es diferenciable en una infinidad de puntos. Takagi
demostré que, de hecho, no es diferenciable en todo el intervalo.

Teorema 2.1. La funcion T no es diferenciable en cada punto de [0, 1].
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Figura 4. Funcién de Takagi.

Demostracion. Empecemos por estudiar el comportamiento de T" en los
nimeros de la forma i/2% 0 < i < 2¥ — 1, para k consecutivos. Como

la funcién ¢ es cero en los enteros (figura , tenemos que

6 (21’%) =0,

sij > k.
Entonces
) k-1 )
7 1 -
2) = il j_
T<2k> —;2]@5(2 2k>, (2)

porque el resto de los sumandos es cero.
Ahora bien, si k > j e i < 2¥7~1 entonces

ji [ 1} ji+1) i+l [ 1]
o =95 € V3 P T S0l
en el caso i > 2877~ ambos
i i+ 1) 1
o Vo= e 5],
2k’ 2k < 2’

Como ¢ es lineal en cada uno de estos intervalos (figura [5)), el valor de

. i 29 (i+1 ; .
¢ en el punto medio de % (Ql,j ), 2,31_J§i1 , es el promedio de los valores

de ¢ en ambos, es decir,

o(3) - (o3 o2,

2k+17j 2
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Figura 5. La grafica de ¢ en el intervalo |
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2k+1

2]

2k

274 27 (i41)
ok

21

2k

]. A la derecha se

muestra el caso ¢ < 287771, mientras que a la izquierda muestra el caso

i> ki1

De lo anterior, para 0 < i < 2¥ — 1, tenemos que
2+ 1 "1 2 + 1
- ) = _ j. 22
T( Ok+1 ) - sz¢(2 Ok+1 )
1 1 274
2 §(¢(2—k> -

k-1 1
+Z§¢

k—1 ..
(> 202

J=0

(r(z) +7(5) +

¢(2j(i+1)

29(i+1)
ok

2k+17

1

2k+1

1
ok+1

donde hemos usado . Obtenemos entonces las relaciones

() - 7(5) =3 (1

1+ 1

2k >_T<

i1 2%+1\ 1/ si+1
T( ok )_T( 2k+1>:§<T( ok

)

i
2k

_T<'

1

2k+1 ’

1

~ SR
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(3)

(4)

Ahora bien, dado cualquier z € [0, 1], escribimos su expansién binaria

s

Jj=1

™

)

2



48 ALEJANDRA GAITAN, RICARDO A. SAENZ

como .g1€s ..., donde cada €; € {0, 1}, y sus sumas parciales
)
2
Jj=1

como .£1€y . .. £x. Escribimos .€1e5. .. (g + 1) para denotar al nimero

k
&) 1

5 TR
j=1

Si escribimos

E

por lo que, para toda k,
E189. .6 < x < g189. .. ep_1(ex + 1).

Para llegar a una contradiccién, suponemos que 7" es diferenciable en
x. Entonces el limite
T(.e169--- 1)) —T(. e
lim (£182---(ex+1)) (€182---€p)
k—00 2k

debe existir y es igual a T"(z). Si definimos 5 como

T(ega---(ep+ 1)) —T (189 cp)
2k ’
entonces t es una sucesién convergente y, en particular, es una sucesion
de Cauchy.
La relacién entre ¢t y tp.1 depende del valor de g;,q. Si ep1 1 = 0,
entonces

ty =

£l EkEpr1 = E1...€x YV E1...Ek(ep1 +1) = g1 . gl

Como .g1...6;1 es el punto medio entre .c;..., y .€1... (e + 1), la
ecuaciéon implica que

tpyr =t + 1.
Ahora bien, si 41 = 1,
£l EkEpp1 = E1...6xl Y &1 .ek(erm + 1) =g (e + 1),
por lo que la ecuacién implica que

tk+1 - tk - 1
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Entonces

thrr =tk = 1,
por lo que t; no puede ser una sucesiéon de Cauchy. Esto contradice la
existencia de T"(z), y por lo tanto T no es diferenciable en z. O

Que T no sea diferenciable en cada punto x significa que el cociente

r—y
no tiene limite cuando y — x. De hecho, este cociente ni siquiera
estd acotado. Tomemos, por ejemplo, los puntos z = 0y y = 277,
para N € N. Vemos que T(0) =0, y
B > p(2k . 2Ny T ok oW B
k=0 k=0
porque ¢(x) = x para x € [0,1/2] y ¢(j) = 0 para cualquier entero j.
Asi,
T(2N) - 1(0)
2N —0

por lo que el cociente no estd acotado cuando y — x (N — 00).

Sin embargo, podemos ver que la relacién entre el denominador, 27V,
y el cociente, N, es logaritmica, porque |log2™| = Nlog2. Esto es,
de hecho, lo «peor» que podemos obtener para los cocientes ([5)), como
lo establece el siguiente resultado [4].

= N,

Teorema 2.2. Eziste una constante A > 0 tal que, para todo x,y €

0,1], z #y,
T(x)—T 1
'iﬂ—i%§Am(——J. (6)
T =y [z =yl
Demostracion. Dados x,y € [0,1], = # y, sea N el niimero natural tal
que
27N <o —yl <27V,

y separemos la diferencia

T(z) = T(y)| =D 22 x);k(b@ y)‘

Yo (2kx) — p(2F (2" x) — p(2F
S;:M( GJM wu%§:|w )%¢(yﬁ

k=N+1
usando la desigualdad del tridngulo. De las estimaciones

2%z —y|, k<N,

k k
|w2w—¢myng{L o
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obtenemos

() |<§:2u—m > = (N Doyl + o

k=N+1
< (N+2)\33—y\,

porque 27V < |z — y|. Como también |z — y| < 27¥*! tenemos que
2Nz — y| < 2, por lo que

Nlog2 +log |z — y| < log 2,

y entonces

1 1 1
N+2<3+—log( )§A10g< ),
log 2 |z —y| |z =y

para una constante apropiada AH Asi,
1
uww—T@MSAmgQ;;a)m—m. m

La observacion hecha después del teorema establece que T no
es una funcién de Lipschitz. Sin embargo, el hecho que el cociente @
tenga una estimacion logaritmica implica que la funcion de Takagi es
mas regular que cualquier funcién de Holder. Es decir, para cualquier
a < 1, existe A, > 0 tal que

T(x) = T(y)| < Aalz -yl

para todo z,y € [0, 1]. En particular, esto implica que la grafica de T,
como subconjunto del plano, tiene dimension de Hausdorft igual a 1E|
La funcion de Takagi no fue la primera funcién continua que no es di-
ferenciable en ningtin punto. Los primeros ejemplos fueron descubiertos
en el siglo XIX, entre los cuales destacan las funciones de Weierstrass.
Una breve historia de estas funciones puede ser encontrada en [7].

3. Valor maximo

En esta seccion estudiaremos el valor méximo de la funcién 7'(z) y el
conjunto donde toma su méaximo. Empezamos por observar que el valor
méximo de ¢(z) es 1/2, y por lo tanto

:Z (2 Z_k:
k=0 k=0

1A =5+ 1/log?2 funciona para todo N > 2.

2De hecho es posible demostrar que, si una funcién es de Holder de orden o < 1, entonces su
grafica es una curva con dimensién de Hausdorff a lo mas 2 — a. Las demostraciones de todos estos
hechos pueden encontrarse en [IT].

N} I
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Entonces podemos asegurar que el valor maximo de T se encuentra
entre 0 y 1. Jean-Pierre Kahane demostr6 en [9] que el maximo valor
de T es 2/3, y aqui presentaremos otra demostracion de este hecho,
siguiendo la idea en [2].

Teorema 3.1. La funcion de Takagi tiene valor mdzimo igual a 2/3.

Demostracion. Comenzamos probando que, para x € [0,1] y k& > 1,

¢(22k72x) ¢(22k71x) 3

92k—2 922k—1 < 4k’ (7>
0, equivalentemente,
22k71x 1
o) + 20 < 0

Dado que ¢(x) es periddica con periodo 1, la desigualdad anterior
también es equivalente a

6(2r) _ 1
< —.
De la definicion de ¢,
2z, si0<z<1/4,
o(21) _ | /
o(x) + . 1/2, si1/4 <x<3/4,

2—2z, si3/4<x<I1,

y es claro que esta funcién es menor o igual a 1/2 para toda = € [0, 1]
(como se ve en la figura @ Por la periodicidad de ¢, concluimos @
Ahora podemos usar la desigualdad para obtener

T(x) = 6(x) + 50(22) + o5 (2%0) + 36(20) + -+

(qﬁ(ﬂc) + %¢(2x)> + (i¢(22m) + %(,5(23;1;)) +..

92
_ i( 1 ¢(22k_2$) + 1 ¢(22k—1$)>
- 92k—2 92k—1
k=1
.2 2
<2 ET3
k=1

Por lo tanto, T'(x) < 2/3. Solo basta mostrar que existen x tal que
T(xz) = 2/3, los cuales deben satisfacer la igualdad en (7)) para todo k.

Nos concentraremos en encontrar los puntos = donde (8)) es una igual-
dad. Escribimos

(Z5(22k_1;€)

Bu(w) = 92 2) + 5,
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Figura 6. Grafica de la funcién ¢(x) + ¢(2z)/2, donde se aprecia que su
maximo es 1/2.
y notamos que
¢ _ ¢ 22]672 1 e + ¢ 22k‘ 1 1 +
k 4k T = 4k—1 k-1 z

_ ¢(1 n 22k_2:L‘) n ¢<2 + §2k 1 )

= o) + 28 g,
= ().

donde hemos utilizado el hecho de que ¢(x + 1)
L'y la grafica de ¢y,

Por lo tanto, ¢, es periédica con periodo 1/4*
es la unién de 4*~! «copias» de ¢1, con la misma altura 1/2, pero con

anchura 1/4%*~1 como se ve en la ﬁgura 7

AN AR

Figura 7. ¢i(x) for k = 1,2,3. Notamos que ¢y, es igual a 1/2 en la unién
de 45~ subintervalos de [0, 1], cada uno de longitud 2/4.

Asi que definimos A; = [1/4,3/4] y, para cada k > 1, construimos
Ap41 como el conjunto dado por la unién de los 2* subintervalos de
longitud 2/4** donde ¢y, es igual a 1/2 que estdn contenidos en Ay.
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Por ejemplo,
5 7 9 11
4= 5575 Y [f5' 16
. [21 23] U [25 27} [37 39} U [41 43].

64 64) ~ L64’64) ~ L64764) ~ L647 64

En la figura [8) mostramos los primeros conjuntos Aj,.

Figura 8. Primeros seis conjuntos Ay.

Sea A = ﬂzozl Aj. Como cada A es la unién finita de intervalos
cerrados, su interseccion A no es vacia y, para x € A, tenemos que
T(x) =2/3. []

Podemos caracterizar los puntos del conjunto A de la demostraciéon
del teorema [3.1] por medio de la expansién cuaternaria de sus puntos,
es decir, la expansion

0 &
xzzz, g; € {0,1,2,3}.

=1

De la construccion de A, x € A si y solo si ¢; = 1,2 para todo 7 > 1.
Asi, podemos escribir

A:{ ci 1:1,2}.
2ue
Por ejemplo, como
1 1
5L
1/3€ Ay T(1/3) =2/3.
Se puede demostrar que A es entonces un conjunto homeomorfo al

conjunto de Cantor, solo que en la construccion de A cada intervalo dis-
junto de la k—ésima iteracion es reescalado con factor 1/4 para después



54 ALEJANDRA GAITAN, RICARDO A. SAENZ

ser duplicado. Més atin, A es un conjunto autosimilar [I1]. De hecho,

Asi, A satisface la ecuacion de autosimilaridad

A =11(A) Uihy(A)

donde v y 15 son las contracciones

x y Ya(z) = 5 +

=

ambas con factor de contraccién 1/4. Las contracciones 1y y 1y satis-
facen la condicién del conjunto abierto del teorema de Hutchinson [§]
y, por lo tanto, tenemos que la dimensién de Hausdorff de A es igual a
1/2.

En los tltimos anos ha habido un gran interés en el estudio de los
conjuntos de nivel

T (y) ={z €[0,1] : T(z) = y},

0 <y < 2/3, de la funcién de Takagi. Por ejemplo, Buczolich [5] de-
mostré que, para casi todo y € [0,2/3], la cardinalidad de T~!(y) es
finita. Por la simetria de T', si T~!(y) es finito, entonces tiene un nime-
ro par de elementos. Mas ain, Allaart [I] demostré que para cualquier
nimero par positivo p existe y tal que T~ (y) tiene exactamente p ele-
mentos.

El conjunto A = T%(2/3) no es el tinico conjunto de nivel con di-
mensién de Hausdorff positiva. Anderson y Pitt [2] demostraron que el
conjunto de valores y tales que T !(y) tiene dimensién positiva tiene
dimensién de Hausdorff igual a 1. Sin embargo, De Amo et. al [3] de-
mostraron que la dimensién de los conjuntos de nivel no es mayor que
1/2.

Invitamos a los lectores de este articulo a conocer mas de la funcién
de Takagi. El extenso articulo de Allaart y Kawamura [2] contiene una
lista de los tltimos resultados relacionados con esta funcion.
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