
Miscel �anea Ma tem �atica 42 (2006) 91{106 SMM

Un primerencuentro conla modelaci�on de
enfermedadesvirales:el casodelvirus

HTLV-I

Horacio G�omezAcevedo
Departamento de CienciasMatem�aticas y Estad��sticas

Universidad de Alb erta

Edmonton

Alb erta T2G-1G2

Canad�a

horacio acevedo@yahoo.com

1. In tro ducci�on

Lasenfermedadesviraleshan estadosiemprepresentesenla historia del
hombre. En la Il��ada de Homerosedescribe a H�ector como\rabioso",
y a�un ahora los restosmomi�cados de Rams�esV muestran marcasde
varicela. El imperio azteca se vi�o doblegadoante la epidemia de vi-
ruela transportada por las tropas de Hern�an Cort�es. En la d�ecadade
los 80's se descubri�o el virus de inmunode�ciencia humana (VIH) y
con ello la pandemiadel SIDA. M�as recientemente, la repentina apari-
ci�on del SARS paraliz�o pr�acticamente a la ciudad de Toronto por un
par de meses.En estosmomentos existen varios puestosde monitoreo
alrededor del mundo para prevenir la pr�oxima epidemia de in
uenza
que presumiblemente seoriginar�a en Asia.

Resulta verdaderamente sorprendente queuna entidad con tan s�olo
unos nan�ometros de di�ametro pueda causar tan severos estragosen
nuestra sociedad. Igualmente sorprendente es la exquisita simplicidad
delosvirus: unacubierta deglicoprote��nas,enzimasy material gen�etico.
Los virus desaf��an la noci�on de vida comocom�unmente seconocepues,
al mismo tiempo que poseencaracter��sticas propias de un ser vivo,
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carecende procesosmetab�olicos capacesde producir energ��a y no se
puedenreproducir a s�� mismossin una intervenci�on externa.

Las epidemiasvirales producenun miedo generalizadoen la pobla-
ci�on debidoa lasaltas tasasdemortandad y losdiversosmecanismosde
transmisi�on. En La Peste, Albert Camus esboza una ciudad de Or�an
devastada por la peste bub�onica transmitida por unos roedores.Los
oranesesesto��camente se mantienen en una ciudad acorralada por el
letal enemigoy la desesperanza.Ante esteescenariocabe preguntarse:
>ser�a posible que la raza humana desaparezcacomo resultado de una
infecci�on viral?. A esta pregunta no se podr�a responder con absolu-
ta certeza,mas la historia natural del hombre ha demostradoque la
raza humana ha sido capazde sobrevivir pandemiasen el pasado.La
raz�on principal de estasobrevivenciaradica en el evolucionadosistema
inmunol�ogicoque el hombre posee.

El sistema inmunol�ogico cuenta con diversostip os de c�elulas que
act�uan de maneracoordinada para eliminar agentes pat�ogenos.La res-
puestainmune seclasi�ca en dostip os: inata y adaptativa. La primera
respuestasiempreact�ua de la mismaforma y no esespec���ca de ningu-
na infecci�on, pero su e�cacia se ve incrementada por la celeridadcon
la que act�ua. Entre los ejemplosde esta respuestase encuentran las
super�cies mucosasque atrapan agentes pat�ogenos,la respuestain-

amatoria, etc. La respuestaadaptativa, pesea tomar m�as tiempo en
actuar, se especializa en cierto tip o de pat�ogenoy elimina selectiva-
mente a c�elulas infectadas.La respuestaadaptativa tiene la capacidad
de \recordar" agentes pat�ogenosy evitar as�� una nueva infecci�on por el
mismo invasor.

Mas surge la interrogante >c�omo se puede describir en t�erminos
cuantitativ os la escaramuza que sostienenel sistema inmunol�ogico y
las c�elulas infectadas por un cierto virus?. Aqu�� se presentar�a una
metodolog��a quemuestra una manerade incorporar la maquinaria ma-
tem�atica para describir un cierto procesoinfeccioso.Esta emulaci�on
biol�ogica tiene sus incovenientes, pues se deben considerarsolamente
los procesos\relevantes" de la infecci�on al mismo tiempo que sedebe
estarpendiente deno complicarinnecesariamente el problema.El aserto
\trata de simpli�car lo m�asposible,<pero no m�as!" de Albert Einstein
tiene validez en la modelaci�on biol�ogica.Lamentablemente en la biolo-
g��a no existen leyestan fundamentales comolas leyesde Newton en la
mec�anica cl�asica.M�as a�un, la virolog��a e inmunolog��a son ramas que
constantemente evolucionan ya que cada d��a son descubiertosnuevos
genes,prote��nas y hasta virus. El investigador matem�atico tiene una
gran motivaci�on cuando se embarca en un trabajo que puede reper-
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cutir seriamente en el entendimiento de estosprocesosbiol�ogicos.La
virolog��a matem�atica es, a juicio del autor, una disciplina viva y apa-
sionante debido a la sutil belleza de este microcosmosy a los retos
matem�aticos que impone la modelaci�on biol�ogica.

Para este art��culo se ha escogidopara la modelaci�on el virus de
leucemia de c�elulas T humanas de tip o I (HTLV-I por sus siglas en
ingl�es). Como no se supone que el lector est�e familiarizado con la
inmunolog��a, se dar�a una descripci�on burda del sistema inmunol�ogi-
co as�� como del procesoinfecciosodel virus HTLV-I. En seguidase
plantear�a el modelo en t�erminos matem�aticos y semostrar�a c�omo los
resultadosanal��ticos sepuedentraducir en inferenciasbiol�ogicas.Al �-
nal del art��culo el lector encontrar�a las conclusionesy una breve gu��a
bibliogr�a�ca.

2. El sistema inm unol�ogico

Despu�esde400millonesdea~nosdeevoluci�on el sistemainmunol�ogi-
co esun a�nado sistemade se~nalamientos y activacionesque permiten
librar al organismode la mayor��a de infecciones.Debidoa quelas infec-
cionesvirales tardan m�as tiempo en ser combatidas, sepondr�a mayor
atenci�on a la respuestaadaptativa. Las c�elulas m�as importantes para
estarespuestasonlos linfocitos. Las susbstanciasajenasal sistemaque
inducen una respuestaadaptativa son llamados ant��genos. Existen a
su vez dos tip os de repuestasadaptativas inmunes que se denominan
humoral y mediadacelularmente. La respuestahumoral est�a represen-
tada por los denominadosanticuerpos producidospor las c�elulasB. La
respuestamediada celularmente est�a orquestadapor las c�elulas T (o
linfocitos T). Las c�elulas T a su vez sedividen principalmente en dos
tip osfuncionalmente distintos: CD4 y CD8. Esta clasi�caci�on sederiva
de los receptoresque los linfocitos T poseenen su super�cie. Adem�as
de estasc�elulas,existeun arsenalcompletoqueseactiva para eliminar
toda clasede ant��genos.

Las c�elulas T circulan incesamente en el torrente sangu��neo y el
sistemalinf�atico viz. p�ancreas,timo, h��gado y nodos linf�aticos. Estas
c�elulasest�an encargadasde escrutara las dem�asc�elulasbuscandofrag-
mentos de ant��genos(llamados p�eptidos) para que seanactivadas.Las
c�elulas T segregansubstanciasllamadas citokinas cuando se ven ac-
tivadaspor un p�eptido. Las citokinas segregadaspor las c�elulas CD4
estimulan la proliferaci�on y la llegada de otras c�elulas para eliminar
a la c�elula infectada. Por otra parte, las citokinas de las c�elulas CD8
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contienen toxinas que perforan la membrana de la c�elula infectada. La
�gura 1 sintetiza gr�a�camente todosestosconceptos.

CŽlula B

CŽlula T CD4

Anticuerpos

+ Otras cŽlulas e.g. NK

Eliminaci—n

Citot—xinas

CŽlula T CD8
Citokinas

Figura 1: Respuestainmunol�ogicaadaptativa.

3. La infecci�on con HTL V-I

En 1977, K. Takatsuki y sus colaboradores[20] describieronuna
nueva enfermedadque denominaronleucemiade c�elulas T del adulto
(ATL por sus siglas en ingl�es) en Jap�on. Un par de a~nos m�as tarde,
en el laboratorio de Robert Gallo [19] sedescubri�o el primer retrovirus
nombrado virus de c�elulasT humanasde tip o I (HTLV-I por sussiglas
en ingl�es). El descubrimiento del HTLV-I mereci�o la introducci�on de
la familia retroviridae en la clasi�caci�on de los virus. El resultado de
estostrabajos experimentales sirvi�o para relacionar al HTLV-I como
el agente causante de la leucemiade c�elulas T del adulto. El HTLV-I
tambi�en estableci�o el primer ejemplo de un virus causante de c�ancer
en los humanos;por tal motivo el HTLV-I estambi�en reconocido como
un oncovirus. Cabe mencionarqueel mismovirus escapazde producir
una infecci�on neurol�ogicadenominadamieolopat��a asociadaal HTLV-I
o paraparesiaesp�astica tropical (HAM/TSP por sus siglasen ingl�es).
En la �gura 2 aparecenpart��culas virales de HTLV-I.

En nuestrosd��as, seestima que el n�umero de personasportadoras
del HTLV-I oscilaentre los 10 y 20 millonesalrededordel mundo. Esta
infecci�on esend�emicaen Jap�on y las islas del Caribe. Tambi�en sehan
reportado casosdeportadoresdel virus enAm�ericadel Sur, Africa cen-
tral y Medio Oriente. Resulta interesante queel mismo virus provoque
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Figura 2: Fotograf��a con microscopio electr�onico de las diminutas
part��culas virales de HTLV-I fuera de la c�elula (Cortes��a de Steven
Jacobson).

tan diferentes enfermedades.M�as intrigante essaber que una peque~na
fracci�on de los infectados desarrolla una de las enfermedadesarriba
citadas,mientras queel resto permanecensin presentar sintomatolog��a
alguna.

Peroel lector sepreguntar�a >por qu�e la denominaci�on deretrovirus?
En los procesoscelularessesab��a queel ADN pod��a transcribir ARN y
queeste�ultimo pod��a sintetizar prote��nas.Esto sedescrib��a de manera
simpli�cada comoADN! ARN ! prote��na. Los investigadoressesor-
prendieroncuandoHoward Temin y David Baltimore descubrieronque
el ARN pod��a inducir prote��nas derivadasdel ADN, esdecir, se tiene
<ARN ! ADN ! prote��na!. En 1975, por el descubrimiento de tal
proceso,Temin y Baltimore fueron galardonadoscon el premio Nobel
de medicina y �siolog��a. El procesoinverso fu�e nombrado transcrip-
ci�on inversay los virus queutilizan tal procesode transcripci�on fueron
denominadosretrovirus.

El ciclo de vida de los retrovirus puedeserdescritoburdamente co-
mo sigue.Las part��culas virales buscanun receptor para enganchar su
cubierta con la membrana celular. En el casodel HTLV-I, tal receptor
secreeque esGLUT-1 que regula la entrada de glucosaa la c�elula. La
part��cula viral perfora la membrana celular e introduce al citoplasma
ARN, transcriptasa inversa e integrasa.La transcriptasa inversa pro-
duce entoncesADN viral. Este ADN es integrado a la c�elula hu�esped
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con la ayuda de la integrasa. Una vez que la c�elula hu�esped cuenta
con el ADN viral, toda la maquinaria celular producir�a prote��nas que
conlleven a la formaci�on del virus. Finalmente los virus ensamblados
abandonar�an a la c�elula llevandoseconsigoparte de la membrana celu-
lar comoabrigo. La �gura 3 describe gr�a�camente esteproceso.

Entrada de ARN y enzimas
Prote’nas virales

Integraci� n en el ADN celular Transcripci� n inversa

Figura 3: Ciclo infecciosode un retrovirus

4. >C�omo mo delar el pro ceso infeccioso a niv el
celular?

Como sedescribi�o arriba, la interacci�on entre los elementos del sis-
tema inmunol�ogico y los agentes pat�ogenosmimetizan a los modelos
de depredador-presaampliamente estudiadosen epidemiolog��a mate-
m�atica. En este microambiente, el depredadorpuede verse como los
agentes pat�ogenosy la presa como un conjunto especial de c�elulas a
las que el invasor infecta. Se modelar�an los eventos celularesde ma-
nera an�alogaa comosehaceen epidemiolog��a. Esta extensi�on no deja
de ser riesgosa,puesseignoran procesosque ocurren a nivel local e.g.
quimiotaxis, respuestain
amatoria, etc. Sin embargo, una ventaja es
queel grann�umerodec�elulasrestringidasa movilizarseenel cuerpo hu-
mano agregacierto grado de realismoa estaextensi�on epidemiol�ogica.
Es importante enfatizar que tanto la epidemiolog��a matem�atica como
la virolog��a matem�atica merecensendosan�alisis que deben interpre-
tarse en su justo contexto. Por ejemplo, las c�elulassepuedendividir a
s�� mismasen un procesollamado mitosis y tal evento no tiene simil en
la poblaci�on humana.

Debido a queel HTLV-I infecta principalmente a linfocitos T CD4,
sepuederestringir el estudioa estegrupo hematol�ogico.Sedividir�a pues
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la poblaci�on de c�elulasT CD4 en dosclases(o compartimentos): c�elu-
las sanas(susceptibles)e infectadas.En estaclasi�caci�on seignoran las
peculiaridadesde la c�elula e.g. grado de envejecimiento, estadode ac-
tivaci�on, etc. En otras palabras,en cadacompartimento seconsideran
representantes \promedio" quesintetizan las caracter��sticasde la clase.
La din�amicadel procesoinfecciososerepresenta en la �gura 4 en lo que
esllamado diagramade transferencia.

Producci� n de nuevas
c� lulas

Eliminaci� n natural

Infecci� n

Eliminaci� n natural y por
el sistema inmunol� gico

C� lulas T CD4
susceptibles

C� lulas T CD4
infectadas

Figura 4: Diagrama de transferencia

Seanx(t) e y(t) el n�umero de c�elulas T CD4 susceptiblese infec-
tadas, respectivamente, en el tiempo t. Debido a que la transmisi�on de
HTLV-I requiereun contacto celular directo, se puedeconsiderarque
la tasa de infecci�on esproporcional al producto del n�umero de c�elulas
sanase infectadas,esdecir � x(t)y(t) (suponer que la tasa de infecci�on
sea proporcional al producto x(t)y(t), tiene como fundamento la ley
de acci�on de masasbajo el supuestode que todos los encuentros son
igualmente probables.)La constante � sintetiza la e�ciencia del proceso
infeccioso,p. ej. el n�umero de contactos efectivos capacesde transmi-
tir la infecci�on, la probabilidad de que seproduzca contacto, etc. Las
c�elulasT segenerana partir de c�elulasprogenitorasde la m�edula �osea;
una vezque abandonanla m�edula, las c�elulasprecursorasT sedirigen
al timo o p�ancreaspara diferenciarseen c�elulasT CD4. El procesode
selecci�on y maduraci�on escomplejo,por lo tanto seconsiderar�a el caso
m�as simple de producci�on en el que las c�elulas susceptiblesson gene-
radas a un ritmo constante � . Tambi�en se consideraque el promedio
de vida de una c�elula T CD4 sana es 1=� 1, y el correspondiente va-
lor para un c�elula infectada es 1=� 2. Los par�ametros � 1 y � 2 pueden
diferir debidoa la respuestainmunol�ogica.Las consideracionesprevias
son traducidas en el siguiente sistemade ecuacionesdiferencialesordi-
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narias.

x0(t) = � � � 1x(t) � � x(t)y(t)

y0(t) = � x(t)y(t) � � 2y(t)
(1)

En la ausenciade c�elulasT CD4 infectadascon HTLV-I, en el sis-
tema (1) se tiene y = 0, y el n�umero de c�elulas sanasse aproxima
al l��mite x0 = �

� 1
cuando t tiende a in�nito. El punto de equilibrio

P0 = (x0; 0) del sistema(1) sele denominapunto deequilibrio en ausen-
cia de infecci�on. El queseestablezcauna infecci�on cr�onicadependedel
par�ametro denominadon�umero b�asico de reproducci�on y se le denota
regularmente por R0. Este n�umerosede�ne comoel n�umerode c�elulas
infectadasque produceuna sola c�elula infecciosaa lo largo de su vida
cuandose le coloca en un conglomeradode c�elulas todas ellas suscep-
tibles y sanas.Para el modelo (1), el n�umero b�asicode reproducci�on
est�a dado por

R0 =
��

� 1� 2
: (2)

Si R0 < 1, lasc�elulasinfectadasser�an eliminadas,puesenprincipio, ca-
da c�elula infectadano producir�a otra c�elula infectada.Por el contrario,
cuandoR0 > 1, cadac�elula infectada producir�a, al menos,otra c�elula
igualmente infectada, provocandoque la infecci�on sevuelva cr�onica.

El c�alculo del n�umero b�asicode reproducci�on normalmente se ob-
tiene del an�alisis de la estabilidad local del punto de equilibrio P0.
Dada la relevancia de R0 debe procedersecon cautelaal de�nirlo, pues
dicho par�ametro debe de tener una interpretaci�on biol�ogica. En este
simpli�cado ejemplo, se puedeinterpretar R0 de la siguiente manera:
cuando la infecci�on no est�a presente, en el sistemahay x0 c�elulas sus-
ceptibles.Una vez que una c�elula infectada con HTLV-I se introduce,
�estaproducir�a � x0 c�elulas infectadasdurante su promedio de vida 1

� 2
.

Finalmente, R0 ser�a el producto de todasestascantidades.

Los puntos de equilibrio del sistema (1) vienen dados por P0 =
(x0; 0) y P1 = (x � ; y� ), en donde

x � =
x0

R0
;

y� =
� 1

�
(R0 � 1):

(3)

A P1 sele denominael punto de equilibrio cr�onico. En t�erminosbiol�o-
gicos,los valoresquex e y deben estar localizadosen el interior primer
cuadrante, es decir x > 0 e y > 0. Luego la existenciadel punto P �
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en la regi�on mencionadaseobtiene si y solamente si R0 > 1. Utilizan-
do el principio de invariancia de LaSalle se puede demostrar que si
R0 � 1, el punto de equilibrio en ausenciade infecci�on P0 es global-
mente asint�oticamente estable.Esto signi�ca que para cadavector ini-
cial ~x inicial = (x(0); y(0)), la soluci�on~x = ~x(t; ~x inicial ) de(1) seaproxima
eventualmente a P0. De maneraan�aloga,cuandoR0 > 1, cadasoluci�on
de (1) seaproxima al punto de equilibrio cr�onico P1 (considerandopor
supuestoque ~x inicial se encuentra en el primer cuadrante). El �ultimo
asertosepuededemostrarutilizando el criterio de Dulac aunadoa no-
cionesde persistenciade sistemasdin�amicos.

En la expresi�on (3) se observa la relevancia del n�umero b�asico de
reproducci�on. Cuando R0 � 1, el n�umero de c�elulas infectadas con
HTLV-I aumenta mientras que el n�umero de c�elulas susceptiblesde-
crece. Suena razonable entonces tratar de controlar la infecci�on re-
duciendolos par�ametros involucradosen la relaci�on (2). En fechas re-
cientes,experimentos conprimates [15]demostraronquela infectividad
del HTLV-I puedereducirsecon zimoduvin (esta substanciainhibe la
transcripci�on inversa y fu�e originalmente dise~nada para combatir el
VIH). Esto dice que, en principio, la constante de infecci�on � puede
reducirse. An�alogamente, si se incrementa la efectividad del sistema
inmunol�ogico (p. ej. con la introducci�on de anticuerpos clonados)se
tendr��a un aumento en � 2, y por tanto una reducci�on en R0.

Pero >cu�anto tiempo tarda la infecci�on en desaparecer?Para tener
una ideaaproximada, sepuedesuponerquex � �

� 1
, entoncesla segunda

expresi�on de(1) implica quey(t) � y(0) exp(� 2(R0� 1)). Por lo tanto, si
hab��a un n�umeroN dec�elulasinfectadasoriginalmente, tomar�a aproxi-
madamente un tiempo ln N

� 2 (1� R0 ) para terminar concasitodaslasc�elulas.
Un razonamiento an�alogo muestra que cuando R0 > 1, el n�umero de
c�elulasinfectadasseduplicar�a enun tiempo ln 2

� 2 (R0 � 1) . Es interesante no-
tar quepara estesegundocasoel tiempo requeridopara la duplicaci�on
no dependedel n�umero de c�elulas infectadasoriginalmente.

Las siguientes simulacionesnum�ericasdar�an una mejor idea de la
maneraen queseaproximan las solucionesal respectivo punto de equi-
librio. Cabe mencionarque los valoresde los par�ametrosseencuentran
en rangos com�unmente usadosen la literatura. Se usar�a un valor de
� = 20 c�elulas por d��a por mm3. En un individuo sano, el promedio
de c�elulasT CD4 oscilaentre las 1000c�elulaspor mm3 de sangre.Por
lo tanto, sepuedesuponer una tasa de eliminaci�on de las c�elulassanas
de � 1 = 0:02 (d��a)� 1 por mm3. Sesupondr�a que las c�elulas infectadas
son eliminadasr�apidamente y que su promedio de vida esuna d�ecima
parte de aquelde las c�elulassanas,esdecir � 2 = 0:2 (d��a)� 1 por mm3.
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Se pondr�a primeramente � = 1:9 � 10� 4 c�elulas/d��a/mm 3. Si se con-
sidera que originalmente hay 1000c�elulas T CD4 sanasy 200 c�elulas
infectadas, las solucionesse comportar�an como en la �gura 5a. Cabe
notar queen dicha �gura R0 = 0:95, por lo tanto las c�elulas infectadas
eventualmente desaparecer�an y el n�umerode c�elulassanasalcanzar�a el
nivel promedio mediante oscilacionesforzadas.Ahora bien, si sepone
� = 1:03 � 10� 3 c�elulas/d��a/mm 3 (una aproximaci�on propuesta por
Alan Perelson) se tiene R0 = 5:15, y por tanto, usando los mismos
valoresiniciales, se obtiene un comportamiento mostrado en la �gura
5b. En esta �ultima �gura seobserva que las c�elulas infectadasno son
eliminadasy su n�umero se aproxima al punto de equilibrio mediante
oscilacionesforzadas.
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Figura 5: Simulaci�on num�ericadel sistema(1). En (a) R0 < 1, mientras
que en (b) setiene R0 > 1

Lospacientes infectadosconHTLV-I puedenpasard�ecadassin regis-
trar ninguna complicaci�on relacionadacon el virus. Esta largo per��odo
de latencia sugierela presenciade la respuestacitot�oxica. M�asa�un, en
pacientes con HAM/TSP se ha detectado una alta concentraci�on de
c�elulasT CD8 en el torrente sangu��neoas�� comoen el sistemanervioso
central. Por tal motivo, suenarazonableconsiderarun nuevo comparti-
mento formadopor c�elulasT CD8. Seapuesz(t) el n�umerodec�elulasT
CD8 queseencuentran activadaspara elimiar c�elulasT CD4 infectadas
con HTLV-I en el tiempo t. El siguiente sistemadescribe la din�amica
de dicha interacci�on.

x0(t) = � � � 1x(t) � � x(t)y(t);

y0(t) = � x(t)y(t) � � 2y(t) � 
 y(t)z(t);

z0(t) = 
 y(t)z(t) � � 3z(t):

(4)

Seconsideraquela eliminaci�on dec�elulasinfectadastambi�en obedecea
una ley deacci�on demasasconconstante 
 ; dicha constante sintetiza la
e�ciencia delasc�elulascitot�oxicasCD8 paraeliminar c�elulasinfectadas.
Sepresumetambi�en que la vida promediode las c�elulasT CD8 es 1

� 3
.



El caso del vir us HTL V-I 101

Para el sistema(4) sepuedeveri�car quela din�amicaest�a gobernada
por el n�umero b�asico de reproducci�on descrito en (2) y el siguiente
par�ametro:

R1 =
�� 


� 2(� 1
 + � � 3)
: (5)

A este �ultimo par�ametro Martin Nowak y Robert May [17] lo llaman
el n�umero b�asico de reproducci�on en la presenciade la respuestain-
munol�ogica. N�oteseque R1 < R0.

Con las notacionesanteriores, los puntos de equilibrio del sistema
(4) son:P0 = (x0; 0; 0), P1 = (x � ; y� ; 0) y P2 = (x � ; y� ; z� ), en donde

x � =
� 2R1

�
;

y� =
� 3



;

z� =
� 2(R1 � 1)



:

(6)

De aqu�� se observa que el punto P2 tiene coordenadaspositivas si y
solamente si R1 > 1. A partir de la expresi�on para y� sein�ere que, en
equilibrio, el n�umerode c�elulasT CD4 infectadasesinversamente pro-
porcional a la e�ciciencia de los linfocitos T CD8 para eliminar c�elulas
infectadas.Tambi�en es de esperarseque entre mayor seael promedio
de vida de los linfocitos CD8, menor ser�a el valor de y� .

El an�alisis matem�atico de las solucionesdel sistema(4) esm�as de-
licado. Sin embargo, mediante el usode matrices compuestas[16], por
ejemplo, sepuedeprobar que los puntos de equilibrio P0, P1 y P2 son
globalmente establesen el primer octante cuandoR0 � 1, R1 � 1 < R0

y R1 > 1 respectivamente. Es decir, cualquier soluci�on ~x(t; ~x inicial ) del
sistema(4) cuyo vector inicial ~x inicial = (x(0); y(0); z(0)) tenga coorde-
nadaspositivas seaproxima eventualmente a:

(i) el punto deequilibrio enausenciade infecci�on P0, cuandoR0 � 1;

(ii) el punto de equilibrio P1, cuandoR1 � 1 < R0;

(iii) el punto de equilibrio P2 cuandoR1 > 1.

Este aserto mereceuna interpretaci�on en t�erminos biol�ogicos.Prime-
ramente, recu�erdeseque del an�alisis del sistema(1) seconcluye que la
infecci�on se vuelve cr�onica cuando R0 > 1. Segundo,a partir de las
partes (ii) y (iii) se in�ere que R1 determina si la respuestamediada
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celularmente semantiene activa o no. M�as espec���camente, si R1 � 1
la respuestacitot�oxica eventualmente ser�a desactivada, mientras que
cuando R1 > 1 el organismocontinuar�a produciendo constantemente
linfocitos T CD8. Es importante enfatizar que una producci�on ince-
sante de sustanciast�oxicas produce da~no tanto a c�elulas sanascomo
al organismoen general.Se cree que fallas en la desactivaci�on de los
linfocitos T CD8 producein
amaci�on en el sistemanerviosocentral en
los pacientes con HAM/TSP .

En la �gura 6 se tiene una simulaci�on num�erica del sistema (4).
Seconsideraun valor 
 = 0:002 c�elulas/d��a/mm 3 para (a) y un valor

 = 2 � 10� 4 c�elulas/d��a/mm 3 para (b). Tambi�en seconsideraque la
vida promedio de los linfocitos T CD8 es la misma que la de los CD4
(i.e. � 3 = � 1). El valor inicial para z(0) es500linfocitos CD8 por mm3

de sangre.Los valorespara el resto de los par�ametrosfueron descritos
previamente. En la simulaci�on num�erica 6(a) se presenta el caso de
la desactivaci�on de la respuestacitot�oxica (i.e. R1 < 1). Obs�ervese
el declive de los linfocitos T CD8 mientras que el n�umero de c�elulas
infectadasalcanzaun valor �jo positivo. Por otra parte, enla �gura 6(b)
se muestra el casoR1 > 1. Note que ambas solucionesse aproximan
a sendospuntos de equilibrio mediante oscilacionesforzadas.N�otese
tambi�en que el nivel de c�elulas T CD8 essensiblea las variacionesen
el n�umero de c�elulas infectadas.
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Figura 6: Simulaci�on num�ericadel sistema(4). En (a) R1 < 1, mientras
que en (b) setiene R1 > 1. V�easeel texto para detalles

Hasta aqu�� sedeja estaprimera extensi�on del modelo b�asico.Exis-
ten varios mecanismose interaccionesa�un por considerar,pero estas
perspectivas van m�as all�a del alcancede esteart��culo. El lector intere-
sadopuederevisar el esbozo bibliogr�a�co en la siguiente secci�on para
proseguiren el estudio de esta �area.

En esta secci�on, se ha descrito un modo simple de modelar una
infecci�on viral y la manera en que la infecci�on depende del n�umero
b�asicode reproducci�on. Pero>sepuedeconocerexactamente el valor de
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R0 (o R1) paraun determinadopaciente?Desafortunadamente estetip o
de modelaci�on es relativamente nueva en el �area m�edica y son pocos
los investigadoresque dedican esfuerzospara obtener valores de las
constantesarriba mencionadas.Otra desventaja esquelosexperimentos
sonexcesivamente costososaunadoa losriesgosqueinvolucra el trabajo
con virus en ambientes controlados. Sin embargo, en los pr�oximosa~nos
debe de serposibleconocer algunosvaloresinvolucrados,mientras que
otrospodr�an serobtenidosindirectamente a trav�esdemodelossimilares
a los aqu�� expuestos.

5. Conclusiones y recomendaciones bibliogr �a�cas

En una interminable lucha por la supervivencia, nuevas variantes
de virus evolucionan para evadir el sistema inmunol�ogico. Las enfer-
medadesproducidas por estos nanorganismosno solamente atentan
contra la raza humana sino tambi�en a sus fuentes de consumo:gana-
do, cosechas, etc. Con el avenimiento de la tecnolog��a m�edica ahora
es posible generarvacunasque puedenaligerar el trabajo del sistema
inmunol�ogico.Cadad��a nuevosgenessonestudiadosy nuevosprocesos
celularesdescubiertos.Asimismo, las t�ecnicasde investigaci�on virol�ogi-
ca soncadavez m�as complejas.

Enmedio de la actual revoluci�on cient���ca, la modelaci�on matem�a-
tica de enfermedadestiene un amplio campo de acci�on. Desafortunada-
mente en estetrabajo se tuvo que dejar a un lado muchos t�opicosin-
teresantes p. ej. mecanismosde control, efecto de la vacunaci�on, etc.
Tambi�en selimit�o al usode ecuacionesdiferencialesordinarias, masno
es �esta la �unica aproximaci�on al problema. Basta considerar la edad
de las c�elulas en el sistema(1) para que �estese transforme en uno de
derivadasparciales.M�as todav��a, si seconsideraque el procesoinfec-
ciosono sucedede maneraautom�atica sino despu�esde un cierto inter-
valo de tiempo, entonces se puede introducir ecuacionesdiferenciales
con retardo, etc. Todas estasextensionesdeben de tener una fuerte
motivaci�on biol�ogica antes de ser consideradas.Al mismo tiempo se
debe procedercon cautela, la incorporaci�on de consideracionesextras
puedeincrementar el gradode realismoal modelo,pero al mismotiem-
po puedeoriginar una matem�atica impenetrable.

Pesea todas las limitaciones de esteart��culo, seespera motivar al
lector a inmiscuirseenestaapasionante �area.Para ellosedescribea con-
tinuaci�on una escuetagu��a bibliogr�a�ca en la queel lector podr�a encon-
trar informaci�on m�ascompletay detalladade las �areasaqu�� esbozadas.
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� Sistemainmunol�ogico.Una referenciar�apidapara todoslosconceptos
mencionadosse encuentra en [3], adem�as este libro est�a profu-
samenteilustrado. Para un tratamiento m�as profundo se puede
revisar [9].

� Virolog��a. Para un tratamiento elemental sepuederevisar [14]. Ser��a
fant�astico que setradujesea la lenguacastellanael sucinto libro
[5]. Las m�as de 2000p�aginasde [7] sirven para el an�alisis de in-
feccionesparticulares, lamentablemente B. N. Fields falleci�o hace
un par de a~nos.El libro [8] continene informaci�on novedosa.

� Modelaci�on Virol�ogica.Estecampo esrelativamente nuevo y el �unico
libro que el autor puedereferir es[17]

� Modelaci�on del VIH. Lostrabajoscl�asicosson[12] y [22]queaparecen
demaneracontigua enel mismovolumendeNature. El trabajo de
A. Perelsony colaboradoresesampliamente recomendadotanto
por el profundoconocimiento biol�ogicocomopor el impresionante
arsenaldet�ecnicasmatem�aticasutilizadas. Una excelente referen-
cia para una modelaci�on similar a la aqu�� descrita, pero para el
VIH, apareceen [18].

� Infecci�on con HTLV-I. Para el lector interesadoen esta enfermedad
en particular, dos referenciasampliamente recomendadasson [4]
y [13]. Para una modelaci�on de estevirus se puederevisar [21],
[10] y [11].

� Modelaci�on epidemiol�ogica.El libro cl�asicodeRobert May y Roy An-
derson[1] da una explicaci�on de los alcancesy limitacionesde los
modelosdecompartimentos. Tambi�en sepuederevisar la singular
obra [6]. M�asrecientemente apareci�o [2] quetambi�enserecomien-
da para el lector interesadoen la epidemiolog��a matem�atica.
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