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“The will is infinite and the execution confined,
the desire is boundless and the act a slave to limit”.

Cesaro, 1905.

1 Introduccion.

Desde la época de esplendor griego los matematicos se han preocupado
por extender los conceptos de longitud, area y volumen a la mayor clase
posible de figuras; partiendo de la longitud de un segmento, el drea de
un rectdngulo y el volumen de un paralelepipedo. Asi encontramos ya
en Euclides una serie de postulados para la igualdad de dreas de poligo-
nos, que desarrollan la nocién primordial de que figuras que se pueden
descomponer en partes dos a dos congruentes tienen igual drea. Este
principio se aplicé atin hasta fines del siglo pasado para la determina-
cién de areas. Al ser éste concepto insuficiente para la determinacion
del area de ciertas figuras, los mismos griegos introducen el método de
ezhaucidn, con el cual Arquimedes logra medir el 4rea de un circulo y el
de la regién comprendida entre una pardbola y un segmento. Por otra
parte, para medir la longitud de la circunferencia también introducen
el método de rectificacion de curvas.

Para volimenes o superficies curvas también los griegos aplicaron
el método de exhaucién, con el que Arquimedes midi6 el volumen y la
superficie lateral de la esfera.

Este procedimiento para el cdlculo de areas y de voltimenes fue
sistematizado y mejorado en el siglo XVII por Luca Valerio, Kepler,
Cavalieri y Toricelli. Con el concepto de integral definida, que impli-
caba una concepcién més fina del concepto de limite y una enorme
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simplificacién de las dificultades antes encontradas mediante la nocién
de integral definida y la aplicacién del Teorema de Barrow, se logra el
calculo de longitudes, dreas y volimenes siempre que se cumplan ciertas
condiciones de regularidad.

A fines de siglo pasado y principios de este siglo, los matematicos se
vieron llevados a generalizar las nociones de drea de superficies planas,
area de superficies curvas y volimenes.

G. Cantor en su trabajo “De la puissance des ensembles parfaits
de points” (1884) [Ca] da una nocién de volumen n-dimensional para
conjuntos de puntos en E™ (el espacio euclideo de n dimensiones).

Como veremos, la definicién de Cantor no es satisfactoria, en par-
ticular porque el volumen asi definido no resulta aditiva (sin embargo
representa un avance, y esta ligada a la nocién que desarrollara Jordan).

Camille Jordan, en su trabajo “Remarques sur les intégrales défi-
nies” (1892) [Jo] finalmente introduce lo que luego se llamaria medida
de Jordan, inspirado por el hecho de que en el cdlculo de integrales
definidas el rol de la funcién a integrar estaba totalmente esclareci-
do mientras que: Linfluence de la nature du champe paraft pas avoir
été étudiée avec le meme soin. Con su procedimiento Jordan logra asig-
nar a cualquier dominio una medida interior y una medida exterior, y
define como medibles a aquellos conjuntos para los cuales estos 2 valores
coinciden, siendo su medida este valor comun.

Con respecto al drea de una superficie curva, el método de aproxima-
cién por superficies poliédricas aparecia como una generalizacion natu-
ral del método de rectificacién de curvas. Sin embargo, como quedé en
evidencia por la paradoja de Schwarz, la situacién era mas compleja, y
numerosos autores intentaron definir el area imponiendo restricciones
sobre las superficies poliédricas a considerar (por ejemplo, que las caras
sean tridngulos cuyos dngulos no tiendan a cero). Definiciones basadas
en el volumen de sélidos que cubren a la superficie cuyo espesor tien-
de uniformemente a 0 se encuentran en Borchardt (1854), Minkowski
(1901) y Peano (1902) [Mi], [Pe2]. Pero la més interesante quizés sea
la definicién de Lebesgue [Le3]. Luego veremos estas definiciones en la
seccién 5.

Cabe destacar que la clase de superficies curvas cuya area puede
calcularse mediante una integral es muy restringida. Refiriéndose a
esta clase de superficies Lebesgue los considera “casos casi banales”.

A este panorama de fines del siglo XIX debe agregarse el hecho de
que la matemadtica se encontraba pasando por un periodo de crisis pro-
vocado por la aparicién de funciones continuas sin derivada en ninguno
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de sus puntos (el primer ejemplo se debe a Weierstrass en 1872) [We] y
las curvas que llenan toda un drea plana (la primera, creada por Peano
en 1890) [Pe3]. Si bien una curva que llene un drea plana, como veremos
luego, necesariamente posee puntos miltiples, los matematicos empe-
zaron a vislumbrar que una curva simple podia ser algo muy lejano a
lo que la intuicién geométrica, embebida de los Elementos de Euclides,
podia imaginar. La sensacién de algunos en ese momento queda refleja-
da en las palabras de C. Hermite, quien escribié a Stieltjes en 1893 que
estaba “revolviéndose en miedo y horror ante esta lamentable plaga de
funciones sin derivada”.

Se construyeron curvas simples cerradas tales que las regiones por
ellas determinadas no poseen medida de Jordan, curvas con “area po-
sitiva”, como la de Osgood (1903) [Os]. Que tenga “drea positiva”
significa que su medida exterior de Jordan es positiva; esta curva jamas
podré ser entonces medible Jordan, pues su medida interior de Jordan
es necesariamente 0, por ser curva simple (ver seccién 4).

En general, comenzaron a aparecer curvas no-rectificables, es decir
curvas de “longitud infinita”, a las cuales, inspirdndose en los métodos
de Minkowski [Mi], F. Hausdorff logré en 1919 asociar ciertos invarian-
tes que llamaremos medida de Hausdorff y Dimension de Hausdorff o
Dimension Fractal [Ha).

Los conceptos de Dimensién Fractal y medida de Hausdorff estan
intimamente relacionados con la medida de Jordan. Probaremos en
este trabajo que una regién plana cuyo borde es una curva simple es
medible Jordan si y sélo si la curva posee Dimensién Fractal menor que
2 (o Dimensién Fractal 2 con medida de Hausdorff 0) (ver seccién 3).

Respecto a las curvas de Dimension Fractal 2 con medida de Haus-
dorff positiva (curvas con 4rea), aplicando un Teorema de Diferencia-
cién de Lebesgue y la nocién de punto de densidad, trataremos de
comprender un poco mas de su estructura (seccién 4).

Una de las caracteristicas principales de la Medida de Jordan es su
invariancia bajo transformaciones rigidas. En la seccién 2, daremos una
prueba de este hecho (en el plano).

2 Medida de Jordan de conjuntos planos.

El método que expondremos a continuacién, introducido por Camille
Jordan en 1892, es una generalizacion del método griego de exhaucion.
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Ambos métodos se basan en un postulado fundamental que se im-
pone a la nocién de drea:

Si AC B, Area(A)< Area(B). (1)

De esta forma definiremos, siguiendo a Jordan, el area de “dominios
fundamentales” y con eso asignaremos una medida (drea) a- aquellos
conjuntos que puedan aproximarse “suficienteinente bien” por estos
dominios fundamentales.

Definicién 2.1. Si el conjunto E puede descomponerse como union

finita de cuadrados C; de lados paralelos a un par de ejes fijos z, vy,

todos de igual lado r: E = '61 C; diremos que el drea de E es n - r2.

1=

Es facil ver que esta area esta bien definida, es decir, no depende
de la descomposicién en cuadrados (para probarlo, dadas 2 descompo-
siciones, se considera una tercera que refina a ambas).

Un conjunto E que admite una descomposicion de este tipo sera lla-
mado Dominio Fundamental.

Observacion 2.2. Los resultados de ésta seccién valen para conjuntos
en n-dimensiones (n > 1), definiendo Dominios Fundamentales como
descomponibles en un nimero finito de intervalos, cuadrados, cubos o
hipercubos, dependiendo de la dimensién; con lo cual se construye una
medida de Jordan para n-dimensiones, la cual depende fuertemente de
n: el cuadrado unitario tiene medida de Jordan plana 1, pero inmerso
en E* su medida de Jordan es 0.

Definicién 2.3. Diremos que un conjunto F del plano es acotado cuan-
do existe algin circulo que lo contiene.

Definicién 2.4. Sea F' un conjunto acotado del plano. Descomponga-
mos el plano mediante paralelas a los ejes en cuadrados de lado 7.

El conjunto E formado por aquellos cuadrados incluidos en F' es un
dominio fundamental contenido en F.

Variando 7, obtenemos una familia U de dominios fundamentales
contenidos en F.

Como todas sus dreas estdn uniformemente acotadas (por el drea

de un cuadrado que contenga a F) sabemos que existe sup area(FE).
EcU
Llamemos a éste valor medida interior de Jordan de F y denotémoslo

m(F).
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Anslogamente, si consideramos los dominios fundamentales F U E’
formados tomando de un reticulado de lado r aquellos cuadrados que
tengan algin punto en comiin con F, variando r obtenemos una familia
V' de dominios fundamentales que contienen a F' (fueron escritos de esta
forma pues parte de ellos es un E € U).

Por ser las dreas no-negativas, existe . %f v area(E U E'), llamemos
UE'e

a este valor: medida ezterior de Jordan de F y denotémoslo m®(F).

Como cada elemento de V contiene a cualquiera de los elementos
de U tenemos:

E;€U,E;UE;€V=>E; C F C E;UEj=>area(E;) < area(EjU E})

(2)
En esta afirmacién estamos usando el hecho de que D = (E;U E}) — E;
tiene area positiva: pero observemos que D puede no ser un dominio
fundamental. De todos modos como D siempre puede descomponerse
en rectdngulos de lados paralelos a los ejes se llega igual a (2).

Por simplicidad vamos a cambiar la definicién y llamar dominio fun-
damental a aquel que es unién finita de rectdngulos (de lados paralelos
a los ejes). Puede verse sin'mucho trabajo que tomando el supremo y
el infimo sobre las familias de dominios fundamentales de este nuevo
tipo contenidos y que contengan a F', respectivamente, no se alteran
los valores m!(F) y mf(F), sea cual sea F.

De (2) se sigue que:

sup area(E) < inf area(E U E') o sea: m'(F) <m®(F).  (3)
EeU EUE'eV
También puede probarse que el valor m!(F) es exactamente el limi-
te cuando r tiende a 0 de las areas de los dominios fundo E, antes
considerados:

lim area(E,) = sup area(E,) = m'(F). (4a)
0 r>0 '
Similarmente:
mf(F) = lim area(E, U E)) = '11>1(f) area(E, U E!) (4b)

(ver [Jo] y [Led)).

Definicién 2.5. Diremos que un conjunto plano F' es Medible Jordan
cuando .

m!(F) = m®(F) (5)
A este valor comun lo llamaremos Medida de Jordan de F y lo deno-
taremos m(F).
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De (4a) y (4b) tenemos que F' es medible Jordan si y sélo si:
lim area(E,) = limarea(E, U E) = lim area(E,) + lim area(E,)
r—0 r—0 r—0 r—0

Es decir que F' es medible si y sélo si:

limarea(F,) =0 (6)
r—0
Por definicién de E, y E, U E! es claro que E; es un dominio fun-
damental que contiene a la frontera de F: Fr(F'). Luego (6) equivale a
decir que
m?(Fr(F)) =0 (7)
De (3) concluimos que m(Fr(F)) = 0.
En resumen: F es medible Jordan si y sélo si Fr(F) tiene medida
exterior (y medida) de Jordan cero.

Muchos de los ejemplos que veremos a continuacién son de dominios.
Por lo tanto, definamos:

Definicién 2.6. Una curva es el conjunto de puntos (z,y) descrito por
las funciones continuas: ¢ = f(u), y = g(u) donde u recorre el intervalo

[0, 1].

Una curva se dir4 cerrada si a 0 y 1 les corresponde el mismo punto
y abierta en caso contrario.

Cuando no existen dos valores distintos del parametro u (excepto
quizds 0 y 1) a los cuales les corresponde el mismo punto la curva se
dice simple o de Jordan.

Teorema de la Curva de Jordan: Sea 7y una curva simple cerrada
en el plano E?. Luego E? — v puede ser escrito, y de manera tnica,
como la unidn disjunta de dos regiones I y G tales que I es acotada y
simplemente coneza (o sea “sin agujeros”), v puede contraerse a cual-
quier punto de I U~y y la frontera de I y de G esy. A la regién I la
llamaremos interior de 7.

Definicién 2.7. Llamaremos dominio a un conjunto formado por una
curva simple cerrada y su interior.

Veremos luego ejemplos de dominios que no son medibles Jordan, o
sea (por (7)) que la curva simple vy que lo rodea tiene medida exterior
de Jordan positiva (seccién 4).

El siguiente Teorema se prueba sin gran dificultad partiendo de la
definicién de Medida de Jordan:
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Teorema 2.8. Sean R y S dos dominios medibles Jordan que se in-
tersectan solo en puntos de la frontera de ambos (o no se intersectan).
Entonces RU S es medible Jordan y vale:

m(RUS) =m(R) + m(S). (8)

Otro resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 2.9. Sean R C S dos dominios medibles Jordan. Entonces
S — R es medible Jordan y vale:

m(S — R) = m(S) — m(R).

Nota. La definiciéon de drea dada por Cantor (1884) [Ca] coincide con
la de medida exterior de Jordan, nada mds que cubre la figura con
circulos centrados en los puntos de la misma (en lugar de con cuadrados
o rectdngulos) y hace que el radio de éstos tienda a 0. El problema
principal de tomar m? como definicién de 4rea es que ésta no es aditiva.

Ahora sf estamos en condiciones de ver algunos ejemplos de conjun-
tos medibles y no medibles Jordan:

(i) Rectdngulos de lados paralelos a los ejes: Como ya se dijo consi-
derar a los dominios fundamentales compuestos por rectangulos o
por cuadrados no altera el valor de la medida de Jordan. De hecho
es facil ver que si consideramos sélo cuadrados, los rectangulos re-
sultan medibles y su 4rea da el valor esperado (base por altura).
Esta identificacién serd utilizada de ahora en adelante sin més
comentario.

(ii) Poligonos: Para probar que un poligono cualquiera es medible
Jordan alcanza con verlo para tridangulos, pues todo poligono es
triangulable y se aplica el teorema 2.8 (generalizado a mds de 2
dominios por induccién).

A su vez para probarlo para un tridngulo arbitrario alcanza con
verlo para tridngulos rectdngulos de catetos paralelos a ambos
ejes. Esto sale de aplicar el teorema 2.9 al tridngulo dado y al
minimo rectdngulo de lados paralelos a los ejes que lo contenga: en
efecto un tal rectdngulo es medible Jordan y la diferencia entre
este rectangulo y el tridngulo dado es unién de tres tridngulos
rectdngulos de catetos paralelos a los ejes (esta unién serd medible
Jordan por el teorema 2.8).

Sea ABC tridngulo rectdngulo en B, con catetos paralelos a los
ejes. Considerando dominios fundamentales E'y EUE’ contenidos
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y continentes, de tal forma que los lados AB y BC formen parte
de ambos, vemos que para probar que el tridngulo es medible
basta con ver que el segmento AC posee medida exterior nula.
Sea ¢ la longitud de AC. Dado ¢ > 0, tenemos que cubrir AC
con k cuadrados de lado 4 tales que el drea total sea menor que
E.

Cada cuadrado cubre un segmento de AC de longitud ¢/k, luego
el lado verifica § < £/k y el 4rea total verifica: 6% - k < 2/k.

Tomando k > ¢2/¢ obtenemos: drea total = 6%k < #/k <e.

Luego el tridngulo ABC es medible Jordan, y vamos a calcular
su medida. Para ello consideramos el rectangulo ABCD y pro-
bemos que m(ABC) = m(ADC). Como m(ABC) + m(ADC) =
m(ABCD) = b- h, donde b y h son las longitudes de los catetos
de ABC, queda m(ABC) =b-h/2.

La igualdad m(ABC) = m(ADC) surge simplemente del hecho
de que si E es un dominio fundamental contenido en ABC' (con-
tinente), aplicdndole una simetria axial sobre el eje AC' obtene-
mos un dominio fundamental contenido en ADC' (continente), y

reciprocamente. Por lo tanto m(ABC) = m(ADC) =b- h/2.

(iii) Un conjunto no medible Jordan: Consideremos el conjunto G de
los puntos del cuadrado unitario con ambas coordenadas raciona-
les.

La medida interior de este conjunto es 0 pues no contiene ningin
rectangulo.

Por otro lado, todo dominio fundamental E que contenga a G con-
tendra al cuadrado unitario I, pues si no fuera asi I — E seria un dominio
fundamental y dentro de los rectangulos que lo forman habria puntos
con ambas coordenadas racionales que no estarian cubiertos por E.

Es decir que: m;(G) = 0y m®(G) = 1, por lo que G no es medible
Jordan.

Invariancia de la Medida de Jordan respecto a las transformaciones
rigidas.

Es sabido que en el plano 2 figuras son congruentes si y sélo si pueden
superponerse mediante la aplicacién de una transformacion rigida; que
serd siempre composicién de a lo sumo una rotacién respecto a un
punto prefijado, una traslacién y una simetria axial. Nos proponemos
demostrar el:
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Teorema 2.10. Sea T una transformacion rigida del plano que trans-
forma un conjunto medible Jordan R en T(R). Entonces: T(R) es
medible Jordan y vale m(R) = m(T(R)).

Demostracion: Para el caso de traslaciones no hay nada que demostrar
pues la imagen de un dominio fundamental es un dominio fundamental.

Consideremos el caso de una rotacién, que puede suponerse respec-
to al origen de coordenadas. Como rotar la figura a grados equivale a
rotar los ejes —a grados, el problema equivale a demostrar que si con-
sidero una figura R medible Jordan respecto a los ejes (x,y), también
sera medible Jordan respecto a otro par de ejes (z,w), coincidiendo
ambas medidas.

Llamemos m; a la medida respecto a (z,y) y ms a la medida res-
pecto a (z,w).

Necesitamos el siguiente:

Lema 2.11. Dado un dominio fundamental E respecto a los ejes (z,y),
es medible respecto a la medida de Jordan my y tenemos: my(E) =

Como un dominio fundamental puede descomponerse en rectangulos
y tanto m; como my son aditivas (teorema 2.8), basta probar el lema
para rectdngulos de lados paralelos a los ejes (z,y).

Para un tal rectdngulo G de base b y altura h tenemos: m;(G) = b-h.

Respecto a la medida m,, como fue visto en el ejemplo 2, G es
medible.

Para calcular my(G), lo expresamos como unién y diferencia de
tridngulos como se ve en la figura (1), donde BF es paralelo al eje w.

De ésta forma queda:
G =ABEUBFC - EFD (9)

Para probar que m;(G) = my(G) basta probar que m; y my coinciden
para éstos 3 tridngulos, en virtud de los teoremas 2.8 y 2.9.

Probémoslo para ABE (para los otros 2 tridngulos se prueba igual).
Sea N el pie de la altura relativa a la hipotenusa. Como fue visto en el
ejemplo 2: my(ABE) = AE - AB/2.

Para calcular my(ABE) descompongamos ABE = ABN U AEN.
Estos 2 tridngulos tienen sus catetos paralelos a los ejes (z, w), luego
aplicando el ejemplo 2:

ma(ABN) = BN-NA/2y mo(AEN) = EN-NA/2. Por aditividad:
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N~ L7 E Ny _

Figura 1

mo(ABE) = NA- (BN + EN)/2= NA - BE/2.

. Cémo probamos que m;(ABE) = my(ABFE)?

La igualdad de ambas medidas se reduce por lo ya hecho a: AE -
AB = NA - BE y ésta igualdad se demuestra sin apelar a ninguna
nocién de drea: Escrita como AE/BE = NA/AB vemos que se deduce
de la semejanza de ABE y NAB: El hecho de que éstos dos tridngulos
poseen angulos iguales es trivial, de donde la proporcién entre sus lados
es, si se quiere, consecuencia del Teorema de Thales, como muestra la
Figura (2).

Por lo tanto m;(ABE) = my(ABE), y como lo mismo sale para los
otros tridngulos en (9) queda: m;(G) = mo(G), y luego las medidas
coinciden para cualquier dominio fundamental respecto a los ejes (z, y).

AE _ n _ AN

BE " m ~ 4B

Figura 2

Prosigamos la prueba del teorema 2.10. De ahora en més, dado
un dominio fundamental H respecto a m; o a my, aplicando el lema,
denotemos al valor comin de ambas medidas m(H).
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Sea R un conjunto medible respecto a m;.

Sea ¢ > 0 y sean E' y D dominios fundamentales respecto a m;
contenido y que contiene a R tales que:

my(R) > mia(E) > my(R) — (10a)

M o™

Como E y D son medibles segin my existe F' dominio fundamental
segln my contenido en E con:

£

7TL12(E) — Z < mg(F) < mlz(E) (113,)
y un dominio fundamental L segiin my que contiene a D con:
€
m12(D) < mg(L) < mlz(D) + Z (11b)

De (10a), (10b), (11a) y (11b): 0 < my(L) — ma(F) < €, como F C
R C L esto prueba que R es medible segiin ms.

Ademds también sale de las férmulas anteriores que: 0 < m;(R) —
ma(F) < &.

Aplicando la definicién de medida interior de Jordan m} tenemos:
mi(R) = my(R) y como R es medible my: m;(R) = my(R).

Esto concluye la prueba para el caso de rotaciones. Faltan sélo las

simetrias axiales, pero toda simetria axial puede descomponerse como
una respecto a un eje a 45 grados compuesta con una rototraslacion.

Luego solo debe probarse para este caso, en el cual la invariancia de
la medida se deduce trivialmente de que ésta simetria axial transforma
dominios fundamentales en dominios fundamentales.

En virtud del resultado mencionado al comienzo de ésta seccion, se
desprende que:

Corolario 2.12. Si A es un conjunto medible Jordan y B es congruente
con A, entonces B también es medible Jordan y vale: m(A) = m(B).

Nota. Como ya fue mencionado en la introduccién, el enunciado de
aste corolario (para dreas) junto con la aditividad del 4rea (teorema
2.8) fueron usados como principios bdsicos para el calculo de édreas a
través de los siglos (junto con el método de exhaucién). Partiendo de
estos y otros principios basicos puede calcularse el area de una figura
comparandola con otra de 4rea ya conocida y probando qu: son equiva-
lentes, es decir que pueden descomponerse en partes 2 a 2 congruentes.
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Combinando los principios “el area del todo es mayor (o igual) que la
de sus partes” (aquf se funden aditividad y no-negatividad del area) y
“dadas 2 figuras sus areas son o una mayor que la otra o iguales” los
griegos introducen el método de exhaucién, con el que calculan el drea
de un circulo aproximéndose a éste por poligonos regulares inscritos
y circunscritos. En realidad el proceso de asignarle un area consistia
para ellos en decir que “un circulo posee igual drea que un tridngulo
cuya base mide como el radio del circulo y su altura lo mismo que la
circunferencia rectificada”. Esta equivalencia se basaba en que el area
de ambas figuras funcionaban como elementi di separazione di una me-
desima partizione deflinsieme defle superficie poligonali, —, sano limiti
di poligoni equivalenti (U. Amaldi, Sulla teoria della equivalenza, 1925
[Am]), expresando por lo tanto la continuidad de la clase de magni-
tudes consideradas. Obsérvese la enorme similitud entre el método de
exhaucién y el de Jordan.

Entre los postulados para la igualdad de figuras (significando con
iguales que poseen igual drea), Euclides incluye, ademds de los ya men-
cionados, el siguiente: “Si a figuras iguales se le extraen figuras iguales,
los restos son iguales” (teorema 2.9). Creyendo éste postulado innece-
sario y deducible de los demds Bolyai quiso probar que “Dadas 2 figuras
congruentes con una parte en comun, al quitar dicha parte se obtienen 2
figuras equivalentes”, pero el procedimiento de subdivisiones sucesivas
que ideara en general no termina y se prolonga indefinidamente.

Para poligonos, sin embargo, fue probado por diversos autores a
fines del siglo pasado que “Dos poligonos de igual drea siempre son
equivalentes”. O sea: “Dados 2 poligonos, o son equivalentes, o uno
de ellos es equivalente a una parte del otro” (una parte propia, es
decir que deja algin sub-poligono sin incluir). Mencionemos que el
resultado andlogo para poliedros no es cierto. (Para consultar sobre
éstas cuestiones ver {Am]). o

2bis-Medida de un conjunto segin Borel y Lebesgue

En ésta seccién daremos una breve idea de las nociones de Medida de
Borel y Medida de Lebesgue. Nos interesa la nocién de conjunto de
medida nula para aplicarla en secciones posteriores.

Como ya fue dicho, la Medida de Jordan se define para cualquier
numero de dimensiones en forma andloga a la expuesta.

En particular en la recta se obtiene un resultado similar al del ejem-
plo 3: El conjunto T' de puntos racionales del intervalo [0,1] tiene
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mi(T) = 0, m®(T) = 1 y lo mismo vale para Y = [0,1] — T, puntos irra-
cionales del [0, 1]. Basdndose en la Teoria de Cardinales Transfinitos de
Cantor, por ser T un conjunto numerable y Y uno con la potencia del
continuo, E. Borel se ve conducido a definir la Medida de Borel (Leqons
sur la théorie des fonctions, 1898) en la cual logra que ésta diferencia
de cardinales se vea reflejada en el valor de la medida. En su construc-
cién, Borel muestra que es natural asignar al conjunto T (ya cualquier
otro conjunto numerable) medida nula. Su procedimiento difiere del de
Jordan en el hecho de que ahora se consideran los cubrimientos del con-
junto mediante una cantidad numerable de intervalos (o de cuadrados
en el caso del plano) en vez de tomar sélo una cantidad finita de éstos
en cada cubrimiento. Asi se logrard medir méas conjuntos no sélo por el
simple hecho de haber ampliado la clase de “dominios fundamentales”
a uniones numerables de intervalos sino porque ésta nueva clase permi-
te una adaptabilidad al conjunto a medir que no existe en el método
de Jordan: Pour la mesure J (Jordan) on procéde de la méme maniere
pour tous les ensembles, ...Au contraire, pour la mesure B (Borel) on
choisit une infinité dénombrable dintervalles qui sddaptent a Iénsemble
donné, cést-a-dire que Ion choisit ces intervalles ddpres les renseigne-
ments que ron o sur cet ensemble [BO1].

Asi en el caso del conjunto T definimos los cubrimientos numera-
bles de la siguiente forma. Numeremos los elementos de T de algiin
modo: (sabemos que es un conjunto numerable, luego puede ponerse
en biyeccién con los nimeros naturales, o sea escribirse como sucesion)
T1,7T2,73,.... Dado € > 0, cubramos T por los siguientes intervalos:
al elemento ry lo cubrimos por un intervalo centrado en él de longitud
¢/2*, Luego T queda cubierto por una cantidad numerable de intervalos

o0
tal que la suma de sus longitudes es: Y (¢/2%) = ¢. De aqui concluimos
i=1
que, como T' puede cubrirse por intervalos tales que la suma de sus
longitudes es arbitrariamente pequena, su medida no puede valer otra
cosa que 0.

Este es, como dice Borel “El razonamiento intuitivo que da origen a
la definicién de la medida Borel”. Un punto critico a considerar es que
hemos asumido que, dada una cantidad numerable de intervalos, que
tienen posiblemente puntos interiores en comin, la medida de la unién
de todos ellos es menor o igual que la suma de las medidas individuales.
Este hecho es de facil demostracion para el caso de un niimero finito de
intervalos, pero en el caso de infinitos intervalos nos vemos obligados a
enunciar el siguiente:
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Postulado. La medida de un conjunto formado por una infinidad
numerable de intervalos sin puntos comunes es igual a la suma de las
longitudes de éstos intervalos.

De aqui surge que, en general, la medida de una cantidad numerable
de conjuntos medibles disjuntos es igual a la suma de las medidas de
éstos. Una medida con ésta propiedad se llama o-aditiva. A partir de
ésta propiedad es evidente que todo conjunto numerable tiene medida
nula. La reciproca no es cierta ni siquiera en la recta, como puede verse
descomponiendo trivialmente el complemento del conjunto ternario de
Cantor en intervalos cuya suma de longitudes es 1, a pesar de lo cual
puede verse que el conjunto ternario de Cantor tiene el cardinal del
continuo (el conjunto ternario de Cantor es lo que queda del intervalo
[0, 1] después de extraerle el tercio central, y los tercios centrales de los
intervalos que quedan, y asi sucesivamente. El conjunto extraido tiene
medida: 1/3+2/9+4/27+--- =1). De esta forma Borel logra extender
su medida a los llamados Conjuntos Borelianos, que son aquellos que
pueden obtenerse por aplicacién reiterada un nimero finito o infinito
numerable de veces de las operaciones de unién, interseccién o com-
plemento a partir de intervalos. Puede verse que todos los conjuntos
abiertos (tales que todos sus puntos son interiores) y cerrados (tales
que contienen a su frontera) son borelianos.

Es de fundamental importancia dentro de la teoria de la medida,
la validez del Teorema de Heine-Borel-Lebesque. Sea E un conjunto
cerrado y acotado en E™ y sea ¥ una familia de abiertos que cubren E.
Entonces puede extraerse de ¥ una sub-familia finita V tal que E es
cubierto por los abiertos de ésta.

La propiedad establecida por éste teorema se llama compacidad.

Consideremos dominios fundamentales con el agregado de que los
rectdngulos que los forman (siempre una cantidad finita) puedan ser
abiertos, cerrados o semiabiertos (que incluyen sélo algunos de sus 4
lados): con el teorema anterior sale ficilmente que:

Teorema 2.13. Si A es un dominio fundamental y (A,) es una familia
finita o numerable de dominios fundamentales tales que: A C UA,,

entonces:
m(A) <) m(An)

(donde m denota la medida de Jordan, o sea el drea para dominios

fund.)

Lo que muestra como el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue es esen-
cial a la hora de mostrar que para uniones numerables valen ciertas
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propiedades que son triviales en el caso finito.

Medida de Lebesgue de un conjunto acotado en E™

Daremos la definicién para el plano, siendo idéntica en otras dimensio-
nes.

Como trabajaremos con conjuntos acotados puede suponerse sin
pérdida de generalidad que el conjunto a medir estd contenido en el
cuadrado unitario.

Nuevamente, cuando digamos rectangulo, el mismo podra ser cerra-
do, abierto o semiabierto.

Retomando la idea de cubrir un conjunto mediante una familia finita
o numerable de rectangulos definamos:

Definicién 2.14. Se llama medida superior de Lebesque u*(A) del con-
junto A al nimero
i P,
Ag':%ka m(Fe),
donde el infimo se toma respecto a todos los cubrimientos de A por
medio de familias finitas o numerables de rectdngulos.

Definicion 2.15. Se llama medida inferior de Lebesgue u,(A) del con-
junto A al nimero:

1—p*(I-A)

donde I es el cuadrado unitario.

Aplicando el teorema 2.13 (y la definicién de supremo) se prueba
facilmente que

Proposicién 2.16. Para todo conjunto A se tiene p.(A) < p*(A).

Definicién 2.17. Un conjunto A se dice Medible Lebesgue cuando:
p:(A) = p*(A). El valor comin p(A) de las medidas superior e inferior
se llamard medida de Lebesgue de A.

Se sigue por lo tanto que un conjunto posee Medida de Lebesque nu-
la, cuando su medida exterior de Lebesgue es cero, o sea que podemos
cubrirlo con una familia numerable de rectdngulos tal que la suma de
las 4reas de los mismos sea tan pequena como se desee (como en el ejem-
plo de los puntos racionales). Los conjuntos medibles Lebesgue forman
una clase més amplia que los medibles Borel, siendo para éstos 1ltimos
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ambas nociones de medida equivalentes. Ademas “Dado cualquier con-
junto A medible Lebesgue existen 2 borelianos G5 O AsupsetF,, tales
que estos 3 conjuntos tienen igual medida”.

Es decir que los conjuntos medibles Lebesgue también son cerra-
dos bajo la aplicacién reiterada en numero finito o infinito numerable
de uniones, intersecciones o complementos, pero, mientras que la apli-
cacién de éstas operaciones a partir de intervalos da por definicion la
totalidad de los conjuntos borelianos, estas operaciones no permiten
agotar la clase de los conjuntos medibles Lebesgue.

El caracter constructivo de la definicién de Borel la hace muy util
del punto de vista préctico, mientras que la generalidad de la definicién
de Lebesgue hace que ésta tenga un gran interés tedrico.

Remarquemos que todo conjunto medible Jordan es medible Lebes-
gue, y ambas medidas coinciden. La reciproca es evidentemente falsa.

Sin embargo, atin en la recta, existen conjuntos acotados no medi-
bles Lebesgue. Los ejemplos que se conocen dependen de la utilizacién
del Axioma de Eleccién (o alguno de los postulados que le son equi-
valentes). Las propiedades de éstas medidas pueden consultarse en
[KF, RP] y [Ru].

3 Curvas Rectificables, Fractales y Medi-
da de Jordan.

Dada una curva plana veremos que, aiin siendo acotada, la misma puede
o no tener “longitud finita”. Para precisar definamos lo que entendemos
por longitud de una curva:

Definicién 3.1. Sea o una curva acotada de extremos A y B (los cuales

coinciden en el caso de una curva cerrada). Consideremos la familia F’

de todas las poligonales que van de A a B y estan inscriptas en la curva.

Cuando existe el nimero: sup longitud(P), decimos que la curva « es
PEF

rectificable, y llamamos longitud de « al valor de dicho supremo.

Tomando las poligonales Py, las cuales se forman uniendo con seg-
mentos a partir de A puntos sobre la curva cada uno a distancia ¢ del
anterior, y tomando el limite cuando ¢ tiende a 0, puede verse que para
curvas rectificables dicho limite nos da la longitud de la curva. (ver
[RP]).

Lebesgue da ([Le3]) una definicién equivalente, pero que le sirve
para poder definir por analogia el drea de una superficie curva (como
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veremos méas adelante), que consiste en la siguiente observacién: Si
se toma una sucesién de poligonales que tienden uniformemente a una
curva a, no necesariamente inscritas, el limite inferior de sus longitudes
da un valor s no necesariamente igual a la longitud de la curva (como
en la famosa paradoja de que la diagonal de un cuadrado mide el doble
del lado), pero siempre se tendrd: s < longitud(a). Luego define la
longitud de la curva como el infimo de todos los limites inferiores de las
longitudes de sucesiones de poligonales uniformemente convergentes a
la curva.

Una curva sera rectificable en particular si es regular, es decir que
admite una parametrizacién con funciones continuas con derivadas par-
cialmente continuas, y su longitud puede expresarse como la integral
del diferencial de arco. Més generalmente, una curva sera rectificable
si y sélo si cualquiera de sus representaciones analiticas es de variacion
acotada (criterio de Jordan, ver [RP]).

Otra forma de calcular la longitud de una curva rectificable aparece
en los trabajos de Minkowski: Consideremos la superficie S, formada
por todos los circulos de radio ¢ centrados en puntos de la curva, la cual
es una franja de espesor 2¢ alrededor de la misma. Minkowski define
([Mi]) la longitud de la curva como:

lim area(S,)/2¢

e—0

(Una definicién simplificada para curvas con normal en todos sus puntos
se encuentra en [Ch}]).

Dada una curva, consideremos, como hicimos para la definicién de
medida de Jordan, un cuadriculado del plano en cuadrados de lado ¢
y llamemos Ej a la unién de aquellos cuadrados que tocan a la curva,
formado por N(d) cuadrados de lado 6. E; puede pensarse también
como una franja que rodea a la curva, de espesor 4, y si calculamos
el valor: limarea(Es)/d(#), obtenemos, andlogamente a lo hecho por
Minkowski, la longitud de la curva.

El limite anterior puede expresarse, usando drea (Es) = N(4) - 62,
como:

}in& N(6) - 6, que no es otra cosa que el limite de las longitudes de
—

las poligonales inscritas de lado ¢ cuando d tiende a 0 y luego coincide
con la primera definicién dada. Esto es asi si asumimos el hecho in-
tuitivamente evidente de que para § suficientemente pequeiio el valor
N(6) (cantidad de cuadrados de lado § necesarios para cubrir la curva)
se asemeja a la cantidad de lados del poligono inscrito de lado § (los 2
valores se relacionan debido a que un cuadrado de lado ¢ tiene didmetro
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21/2.5).
Por otro lado, si o es una curva rectificable el limite (#) sers finito
y en consecuencia tendremos: (lsiné area(Fjs) = (lsin% N(d)-62 =0,y este
— -

limite, como ya fue visto en la seccién 2, es la medida exterior de Jordan
de . Es decir que tenemos que:

Teorema 3.2. Toda curva rectificable tiene medida de Jordan nula. y
por lo tanto: Todo dominio cuya frontera es una curva rectificable es
medible Jordan.

Curvas fractales.

Como recién mostramos, escribiendo los correspondientes limites, del
hecho de que una curva tenga longitud finita se deduce que su “4rea” es
cero. ;Podemos obtener resultados similares para (algunas) curvas no
rectificables? Para ello precisamos definir la Dimensién de Hausdorff-
Besicovitch o Dimensién Fractal de una curva. Para simplificar la no-
tacién, usaremos el simbolo — para indicar que se estd tomando el
limite de una expresion cuando la variable ¢ tiende a 0. Para una curva
rectificable N(6) - 6 — Ly es su longitud.

Por lo tanto si intentamos asociar un drea a ésta curva tenemos
N(8)-6%2 - A = 0. Mss aiin, la tdnica medida significativa de una
curva rectificable es su longitud, el limite de N () - 6* serd 0 para todo
exponente mayor que 1 e infinito para todo exponente menor que 1.

Similarmente para una superficie suficientemente regular calculamos
el area como:

N(68) - 6% — Ao, donde A es el “4rea” (medida exterior de Jordan)
de la superficie. Si intentamos asociar un volumen a ésta superficie
cubriéndola con cubos tenemos: N(§) - 62 — V = 0, como era de
esperarse. Por ultimo, al menos formalmente, podemos asociar una
longitud a la superficie con la férmula:

N(6)-6 - L =00

El tnico valor 1til que obtuvimos para una superficie es su 4rea.

En general, una curva que no sea rectificable cumplira un rol inter-
medio entre una curva y una superficie.

Por un lado N(4) - § diverge por no ser rectificable. Por otro lado
(en la mayoria de los casos) la curva no tendrd 4rea por lo cual N(§)- 6
tenderd a 0. En general existird un exponente D entre 1y 2 (que es facil
ver que es tinico) tal que N(d)- 6P converja cuando § — 0 a un valor no
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nulo (por simplicidad suponemos que siempre existe un tal D), donde
recordemos que N (&) representa la cantidad de cuadrados de lado 6

necesarios para cubrir la curva (o de lados del poligono inscripto de
lado 6).

Llamaremos a éste exponente D Dimensién de Hausdorff-Besicovitch
o Dimensién Fractal de la curva.

En algunos casos puede valer D = 2; que serdn los casos donde la
curva tiene “drea”.

En realidad la definicién formal considera, para cada ¢ la familia Fj
de todos los cubrimientos finitos tales que estan formados por cuadrados
de lado no mayor que ¢ (no necesariamente todos del mismo tamarfio). Si
un tal cubrimiento estd dado por los cuadrados C, Cy, . .., C; de lados:
01,09, ...,0; todos menores o iguales que §, el valor a considerar es:

t

3" 6P y se toma el infimo de éstos valores sobre todo Fj; llamémoslo
1=1

W;s. Este nimero pasa a reemplazar al antes considerado N(J) - 67
(“4rea D-dimensional” del cubrimiento estandar en cuadrados de lado
). Finalmente se considera el limite al tender 6 a 0 de Wy, el cual
serd finito y no nulo cuando D sea la Dimensién Fractal de la curva.
En este caso al valor de éste limite se le llama medida de Hausdorff.

(D es el primer valor para el que el limite es no nulo, siendo el limite
0 para d > D e infinito para d < D).

La dimensién topoldgica de un conjunto es lo que intuitivamente
llamamos dimension: un segmento tiene dimensién topoldgica 1, un
cuadrado 2, etc. Este concepto es un “invariante topoldgico”, es decir
que si aplico una biyeccién continua a un conjunto, su imagen tendra la
misma dimensién que éste (este es un importantisimo resultado probado
por Brouwer). Una consecuencia de esto es que una curva simple, por
ser imagen continua biyectiva de un segmento (y luego, de dimensién
1), no puede llenar un édrea plana (de dimensién 2). Es decir que dado
un circulo, por pequefio que sea, una curva simple no puede cubrirlo.

La “Curva de Peano” ([Pe3]), que llena todo un cuadrado, no es
una curva simple, y no podria serlo, por este resultado.

La Dimensién Fractal que definimos antes para curvas, puede de-
finirse para conjuntos de mas dimensiones, y comparando ambos con-
ceptos de dimensién puede verse que: Dimensién Topolégica (A) <
Dimension Fractal (A).

Definicién 3.3. Una figura se dice fractal si su Dimensién Topoldgica
es estrictamente menor que su Dimensién Fractal.
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Para el caso de curvas queda entonces que una curva es fractal si su
Dimensién Fractal es mayor que 1.

Ejemplo de Curva Fractal. Frontera de la Isla Triddica de Koch (von
Koch, 1904). Para construir la Isla de Koch comenzamos con un
tridngulo equildtero de perimetro 1. La construccién prosigue divi-
diendo en tres partes cada lado, quitando el tercio central de cada uno
y poniendo en su lugar los dos segmentos de longitud 1/9 que forman
triangulo equilatero con cada segmento extraido. Asi obtenemos una
curva de 3 -4 = 12 lados de longitud 1/9. La longitud de la misma
es L(1/9) = 12/9 = 4/3. El paso siguiente consiste en aplicar el mis-
mo procedimiento (en escala de 1 : 3) a cada uno de los 12 lados (es
decir quitarles su tercio central y sustituirlo por un tridngulo equilate-
ro), ver figura 3. Nos queda una curva de N = 3 - 4% = 48 lados
cada uno de longitud 6 = 1/3% = 1/27 y la longitud de la curva es
L(1/27) = 3-4%/3% = (4/3)%. Continuando éste procedimiento inde-
finidamente queda definida en el limite de éstas finitas iteraciones la
curva frontera de la Isla Triddica de Koch (la interseccién de la curva
con cada lado del tridngulo da el conjunto de Cantor).

La longitud en cada paso de la construccién estd dada por: L(§) =
(4/3)™ donde § = 1/3"*! es la longitud de cada lado. Queda entonces
N(|delta) = L(8)/§ = 4™ - 3.

AN S

Figura 3

Para determinar la Dimensién Fractal debemos encontrar D tal que:
N(6) - 6P converga a un valor no nulo cuando § — 0 (o sea cuando
n — oo). Esto equivale a pedir que: lim 4™ - 3/3("+DP geq finito

n—oo
y no nulo. Sacando el factor constante 3'~P queda: lim (4/3P)", el
n—00

cual ser3 finito y no nulo si y sélo si: 4/3” =1, 0 sea D = logz4 =
In4/In3=1,2628....
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Asi queda probado que la frontera de la Isla Triddica de Koch es
un fractal de dimensién Hausdorff 1,2628. .. . y luego no es rectificable

(por lo ya visto las curvas rectificables son exactamente aquellas de
Dim. Hausdorff = 1).

Obsérvese que como L(§) = (4/3)", vemos en forma directa como la
longitud es infinita. Por otra parte calculando el drea de cada poligono
en cada iteracién y pasando al limite obtenemos la medida interior de
Jordan de la Isla: m*(I)=A(1+4+42+..)=A-% donde Aesel
drea de tridngulo original.

Esta sera la medida de Jordan de la Isla pues mostraremos que todo
dominio rodeado por una curva de Dimensién Fractal menor que 2 es
medible Jordan, o sea que las curvas de Dimensién Fractal menor que
2 tienen medida de Jordan nula.

Teorema 3.4. Una curva plana tiene medida de Jordan 0 si y sélo st
su Dimension Fractal es menor que 2.

Demostracion: Sea o una curva plana con Dimensién Fractal D < 2. Es
decir que si la cubro con N () cuadrados de lado 8, N(d) - 62 converge
a un valor no nulo m. Entonces N(8) - 62 = (N(6) - 6°) - (6*7P) —
m -0 = 0, es decir que la medida exterior de Jordan de la curva es 0,
y luego su medida de Jordan también . Reciprocamente si tengo una
curva o de Dimensién Fractal 2, por definicién: N(6) - 62 = m > 0, es
decir que la medida exterior de Jordan de a es positiva. Cabe aclarar
que si ademas supongo que « es simple, no puede ser medible Jordan,
pues su medida interior es necesariamente 0, debido a que por tener
dimension topoldgica 1 no puede contener a ningiin cuadrado.

En un dominio delimitado por una curva fractal con dimension frac-
tal menor que 2, las dreas aproximadas A(d) del dominio, obtenidas
tomando los cuadrados de un cuadriculado de lado 4 que cortan a la
figura, y las longitudes aproximadas L(4) de la curva, obtenidas con la
poligonal de lado ¢ inscripta en la curva, satisfacen una relacién que
depende sélo de la forma y no de el tamano, es decir que es igual pa-
ra figuras semejantes. Esta relacién seria la contraparte fractal de la
relacion de Euclides para figuras semejantes: “las dreas son propor-
cionales a los cuadrados de los perimetros” y es la siguiente: (ver la
demostracién en [Fe]).

Relacién Perimetro-Area: La razén: pp = [L(6)]Y/P/[A(6)]'/? da
el mismo valor para 2 dominios semejantes con frontera de dimensién
fractal D < 2.
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Es decir que este valor no depende del tamano de la figura (pero
si de §). Para una exposicién detallada de la teoria de fractales, ver
los libros de Mandelbrot (Fractals: form, chance and dimension; 1977),
Feder y Gleick ([Ma], [Fe] y [GI]). Mandelbrot fue quien acuiara el
término “fractal” y enfatizé la gran posibilidad de aplicaciones a di-
ferentes disciplinas cientificas. La filosofia de Mandelbrot es que en
muchos casos la geometria fractal explica mejor el mundo que nos ro-
dea que la de Euclides, debido a que, si se los estudia en detalle, se
ve que en realidad costas, nubes, el sistema circulatorio humano o las
fluctuaciones del precio del algodén son ejemplos de fractales.

Tanto en los fractales que aparecen en la teoria (como la Isla Triddi-
ca de Koch) como en los recién mencionados ejemplos de la practica,
Mandelbrot hace hincapié en la propiedad de autosimilaridad. ]

4 Dos ejemplos de dominios no medibles
Jordan.

Construiremos dominios cuyas fronteras tengan medida exterior de Jor-
dan positiva (curvas de dimensién fractal 2, con medida de Hausdorff
positiva). Esta curva frontera, por ser simple y de dimensién topoldgica
1, tendrd medida interior de Jordan 0; con lo cual no sélo el dominio
sera no medible Jordan sino que su curva frontera también.

En términos de las medidas de Borel y Lebesgue sin embargo, tanto
la curva como el dominio resultarén medibles. De hecho, ambos son
cerrados y por lo tanto borelianos (ver seccién 2 bis) y vale el siguiente
teorema: (ver [RP]).

Teorema. En EV la medida de Borel de un cerrado coincide con su
medida exterior de Jordan, y la de un abierto con su medida interior

de Jordan.

Por lo tanto nuestras curvas no medibles Jordan tendran medida
de Borel no nula igual a su medida exterior de Jordan. Dicho valor es
también la medida de Lebesgue de la curva pues las medidas de Borel
y Lebesgue coincide sobre los borelianos (la segunda es una extensién
de la primera).

De ahora en més diremos que una curva con medida exterior de
Jordan no nula tiene drea, reflejando la no anulacién de sus medidas
Borel o Lebesgue.
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Primer ejemplo (ver [RP]). La curva de Peano-Schoenflies es una curva
no-simple (con infinitos puntos multiples) que llena un cuadrado. Mo-
dificando su construccién vamos a obtener una curva simple que tiene
area.

Describiremos a continuacién una sucesién de poligonales cuyo limi-
te uniforme serd nuestra curva. Para comenzar tomemos un cuadrado
de lado unitario y dividdmoslo en 9 cuadrados iguales de lado 1/3.

Distanciémoslos 1/3% y formemos la poligonal 1 con una diagonal de
cada cuadrado escogidas alternadamente, uniéndolas entre si mediante
segmentos, como muestra la figura 4a. En un segundo paso, dividamos
a su vez cada uno de éstos 9 cuadrados en 9 cuadrados de lado 1/32,
y separémoslos analogamente una distancia 1/3*. Reemplazando cada
diagonal que componia la poligonal 1 por una “reproduccién en escala
1 : 3”7 de la poligonall, o por una tal reproduccién pero de cabeza
(dependiendo de la orientacién de la diagonal) obtenemos la poligonal
2 (ver figura 4b).

Figura 4a Figura 4b

Prosiguiendo de ésta forma, los cuadrados subsiguientes los separa-
mos 1/3% etc. De esta forma en el limite estas poligonales determinan
una curva a, que tiene por extremos 2 vértices de una misma diagonal
de un cuadrado cuyo lado, por el proceso de construccién visto, sera:

1+(2/3%) +(2-3/3*) +(2-3%/3%) +--- =4/3
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Para formar una curva simple cerrada, unimos los extremos A y B
de la curva resultante por una quebrada iséceles APB, con P en la
prolongacién de la diagonal del cuadrado que no contiene a A y B.

En cada etapa, los cuadrados necesarios para obtener un cubrimien-
to de a forman una particién del cuadrado original, per lo que el area
total del cubrimiento 6ptimo tiende a 1 a medida que el lado de los
cuadrados considerados tiende a 0 (recorriendo las potencias negativas
de 3). Vemos entonces que la medida exterior de Jordan de la curva es
1. Como ya se dijo la medida interior de Jordan de la curva es 0 y es
medible Borel-Lebesgue con medida 1, es decir que la curva tiene area.

Resulta finalmente que el dominio bordeado por ésta curva y la
quebrada APB es no medible Jordan.

Segundo ejemplo (ver [Os]). Este ejemplo se debe a W. Osgood (1903)
y por ser la primer curva simple con drea conocida suele llamarse a
éstas curvas de Osgood en su honor.

Al igual que en el ejemplo anterior ésta curva une los extremos de
la diagonal de un cuadrado en el que estd contenida, pero la diferencia
principal es que consideraremos un cuadrado I de lado 1 y no hara falta
“expandirlo”: la curva quedara dentro de éste cuadrado.

Llamemos A y B a los extremos de la curva. AB es una diagonal
del cuadrado, prolongéndola se divide el exterior del cuadrado en dos
regiones que llamaremos C' y D y pensaremos en ellas como agua y
tierra.

Dividamos el cuadrado mediante canales y diques de ancho uniforme
en 9 cuadrados iguales, estando los canales conectados con C' y los
diques con D, como muestra la figura 5a. Las fronteras comunes entre
canales y diques (que en la figura aparecen remarcadas), a las que
llamaremos puentes, constituyen 8 segmentos que pasardn a ser parte
de la curva que estamos construyendo, la cual recorrerd los 9 cuadrados
pasando de un extremo al “diametralmente” opuesto de una forma que
quedara clara al final de la construccién, y saltando de un cuadrado al
otro utilizando los puentes.

Para explicar como recorre la curva los 9 cuadrados procedemos en
forma recursiva: cada uno de los cuadrados se divide a su vez mediante
canales y diques de ancho constante de igual forma a como se dividié el
cuadrado inicial en el paso anterior, pero en escala (en realidad la forma
es la misma pero el ancho de canales y diques no debe reducirse en escala
sino que sera especificado mas adelante), y cabeza para abajo cuando
corresponda, como se ve en la figura 5b. Los puentes que aparecen



MEDIDA DE JORDAN 53

los anexamos a la curva, quien en su recorrido va alternando cruces
diametrales de cada uno de los 81 cuadrados con cruces de los 80 =
8 + 8 - 9 puentes. De las siguientes iteraciones del procedimiento se
vera en que forma realiza la curva los mencionados cruces diametrales.

Los pasos siguientes de la construccién son completamente anilogos
a los 2 primeros: en cada paso se dividen todos los cuadrados que apa-
recen en 9 cuadrados mediante nuevos canales y diques, y los puentes
(fronteras entre diques y canales) que conectan entre si a estos cuadra-
dos pasan a ser parte de la curva. Antes de seguir debemos especificar
cual es el ancho de los canales y diques que aparecen en cada paso del
procedimiento.

Para ello fijemos un nimero menor que 1/2, digamos 1/5, y conven-
gamos que el ancho de los canales y diques en el primer paso debe ser
tal que su 4rea total sea 1/5: es decir que el 4rea total de los canales
es 1/10 y la de los diques también 1/10. En el segundo paso el ancho
se elige de tal forma que el drea total de los nuevos canales y diques
sea 1/10 (de nuevo, la mitad de ésta drea es canales y la mitad diques).
En general, en cada paso el ancho se elige de tal forma que los cana-
les y diques agregados tengan érea total igual a la mitad de la de los
agregados en el paso previo.

Iterando el procedimiento, en el n-ésimo paso la curva debe cruzar
diametralmente cada uno de los 9" cuadrados para ir de un puente al
siguiente y no sabemos como se comporta la curva durante ese cruce.
Pero a medida que n tiende a infinito el didmetro de éstos 9" cuadrados
tiende a 0, con lo cual la “zona de incertidumbre” del recorrido de la
curva se transforma en una coleccién de puntos especiales los cuales
tienen la caracteristica de que tan cerca de ellos como se desee hay
puentes (y son los tinicos puntos del plano con ésta caracteristica, salvo
por los propios puntos de los puentes): éstos puntos son por lo tanto
puntos de acumulacién del conjunto formado por todos los puentes.

Noétese que la unién de todos los puentes no es una curva, en par-
ticular porque éste conjunto no es un cerrado (topolégicamente). Ahora
bien, si agregamos a éste conjunto sus puntos de acumulacién logramos
que sea cerrado, y como €éstos son exactamente los puntos especiales de
la curva (lo que queda de la “zona de incertidumbre”) obtenemos una
completa informacién de cémo estd compuesta la curva y de cémo debe
recorrerse. El procedimiento mediante el cual completamos la curva se
asemeja a la completacion de la recta numérica mediante la adjuncién
de los irracionales.
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Se concluye asi (ver [Os]) que la curva obtenida es una curva conti-
nua (por construccién) simple.

Figura 5a

Llamémosla v y llamemos A y B a las regiones que son la unién de
los infinitos canales y de los infinitos diques, respectivamente. Como
para todo dominio fundamental E que contiene a y, I — E' es un dominio
fundamental contenido en A U B, y reciprocamente, tenemos:

mf(y) + m*(A) + m'(B) = 1.

Pero mi(A) y m*(B) podemos calcularlos directamente. Recordando
como fueron elegidos los anchos de canales y diques en los distintos
pasos tenemos:

mi(A) =m‘(B) =1/10+1/20+1/40 +--- = 1/5.

Nos queda entonces que m?(y) = 1 —2/5 = 3/5, con lo cual hemos
obtenido otro ejemplo de curva simple con drea. Uniendo los extremos
de la curva con una quebrada se tiene un dominio no medible Jordan.
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Figura 5b

Estructura de la frontera de un Dominio no medible Jordan.

Las curvas con &rea, o curvas de Osgood, recién expuestas, escapan
un poco a nuestra “intuicién geométrica”, porque tienen medida de
Lebesgue positiva a pesar de no llenar ninguna superficie debido a que
tienen dimensidn topolégica 1. Mas aun, vale el resultado maés fuerte:

Teorema 4.1. Sea a una curva simple y C un circulo del plano. En-
tonces no sélo C — a = N es no vacio, si no que: u(N) > 0 (u denota
medida de Lebesgue).

Demostracion: Razonando por el absurdo, supongamos que fuera
#{N) = 0. Tomemos un punto cualquiera x € N. Cualquier circulo
centrado en x, por tener medida positiva, no puede ser llenado por N,
y por lo tanto contiene puntos de «: si tomamos una familia de circulos
centrados en x cuyos radios tiendan a 0 vemos entonces que tan cerca
de x como se desee hay puntos de a, es decir que z es un punto de
acumulacién de a. Pero como o« es un cerrado debe contener a sus
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puntos de acumulacién, de donde z € a. De ésta contradiccion resulta
que p(N) > 0. O

Es decir que dado cualquier circulo del plano, por pequeno que sea,
el 4rea con que la curva lo intersecta es una fraccion estrictamente
menor que 1 del drea del circulo. Pero eso no quita que dicha fraccién
puede tender a 1 a medida que el radio del circulo tiende a 0. De hecho
esto es lo que ocurre en (muchos de) los puntos de una curva de Osgood.
En general, para cualquier conjunto con medida de Lebesgue positiva,
vale el siguiente resultado (que es un caso particular de un teorema de
diferenciacién para integrales de Lebesgue):

Teorema 4.2. Sea E un conjunto con u(E) > 0. Eriste un subconjunto
N de E con u(N) = 0 tal que para todo v € E — N wvale:

lim u(E N C,)/u(Cy) =1 (12)

(donde C, es el circulo de radio r con centro en ).

Observaciones. Una propiedad que vale en todos los puntos de un
conjunto de medida positiva salvo en un subconjunto de medida nula
se dice que vale en caso todo punto (c.t.p.). Un punto que verifica la
férmula (12) se llama punto de densidad del conjunto. EL teorema dice
entonces: Casi todos los puntos de un conjunto son puntos de densidad
del mismo. Para ver una prueba de este teorema y su relacién con la
descomposicién de Calderén-Zygmund, ver [St], [GR] y [Ru].

Para casi todo punto de una curva o con drea la situacién es entonces
la siguiente: Para cada r, tenemos (teorema 4.1): u(anC;)/u(C;) < 1,
pero en el limite éstos cocientes tienden a 1 (teorema 4.2). Como en
una curva simple todos sus puntos son puntos frontera, para explicar un
poco més éste fenémeno veamos un ejemplo de puntos que son a la vez
puntos de la frontera y puntos de densidad de un conjunto. Probemos
primero el:

Lema 4.3. Sea E un dominio cuya frontera es una curva derivable o.
Entonces para los puntos de la frontera de E el limite (12) es igual a
1/2.

Demostracién: Sea w un punto de la curva a. Tomemos un circulo C;
centrado en él y llamemos a, y b, a los puntos donde la circunferencia
borde de C, corta a la curva . La superficie ENC, es bien aproximada
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si cambiamos el arco de @ que la compone por la quebrada ar wb,,
porque las secantes a la curva convergen. Ademés como por dato la
curva es derivable, ambas secantes (por izquierda una, por derecha la
otra) tienden a la tangente en w, con lo cual para r suficientemente
pequeno el dngulo que forman tiende a un llano, con lo cual el 4rea de
ENC, tiende a ser la de un semicirculo, quedando el valor deseado 1/2
para el limite (12).

(Puede verse andlogamente que en un punto donde existen derivadas
laterales el limite (12) estd dado por el 4ngulo entre las 2 tangentes,
por ejemplo si éstas 2 fueran perpendiculares el limite da 1/4 o 3/4
dependiendo de si el dominio E estd a uno u otro lado de la curva).

Figura 6

Construyamos ahora el ejemplo buscado tomando 2 curvas deriva-
bles, tangentes mutuamente en un punto z, en el cual una es céncava
hacia arriba y la otra hacia abajo. La superficie E que se obtiene remo-
viendo del plano la regién comprendida entre ambas curvas (ver figura
6) tiene a 2 como punto frontera y en él el limite (12) vale, en virtud
del lema, 1/2 +1/2 =1, es decir que z es un punto de densidad de E.

Aplicando éstas ideas a la curva de Osgood antes vista, obsérvese
que los puntos de los puentes no son puntos de densidad de la curva:
para un punto extremo de un puente, las 3/4 partes de su “vecindad”
son canales o diques donde no hay mds puntos de la curva, y luego el
limite (12) da como mucho 1/4. Para los puntos de los puentes que no
son extremos éste limite es obviamente 0. Por lo tanto (teorema 4.2)
el conjunto formado por todos los puentes es un conjunto de medida
nula. Es decir que el drea que tiene la curva de Osgood la debe pura
y exclusivamente a los puntos de acumulacién que se adicionaron en
la fase final, de hecho ain demoliendo todos los puentes resulta que el
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conjunto de éstos puntos de acumulacién conserva la misma area que
la curva: 3/5. De nuevo aparece la analogia con la recta numérica:
los racionales entre 0 y 1 tienen medida nula y sus puntos limite, los
irracionales, son los que tienen la totalidad del area del segmento uni-
tario: 1. La unica utilidad de los puentes es la de conectar entre si este
conjunto de puntos con medida positiva sin cortarse unos a otros, y
permiten asi obtener una curva simple de area positiva. O

5 Area de una superficie curva segiin Min-
kowski y Lebesgue.

([Mi], [Ch], [RP], [Le2] y [Le3]). Las definiciones de drea dadas por
ambos pensadores son enteramente similares a sus respectivas defini-
ciones de longitud de curva (seccién 3). La definicién de Minkowski es
la siguiente:

Definicién 5.1. Dada una superficie curva S la cubrimos con esferas de
radio r centradas en cada punto de la misma y llamamos V, al volumen
del sélido formado. Llamaremos 4rea de S al limite: lir% V. /2r.

T

Esta definicién se basa en que para r pequeno, para superficies cal-
culables mediante integrales puede verse que el volumen de una “franja
de ancho constante” 2r que envuelve a S difiere poco (en un infinitési-
mo de segundo orden) del valor de la superficie de S multiplicado por
el espesor de la franja.

La definicién de Lebesgue ataca en forma directa al problema creado
por la paradoja de Schwarz. Este dltimo habia mostrado cémo construir
una serie de triangulaciones de un cilindro (superficies poliédricas de
caras triangulares inscritas en el cilindro) que convergen uniformemente
a éste pero cuyas dreas no tienden al area del cilindro, incluso hay
ejemplos tales que a medida que nos aproximamos al cilindro el area
de las triangulaciones diverge (ver [Fe]). Por lo tanto una definicién
andloga a la definicién cldsica de longitud de curva es en éste caso
inaceptable.

Por eso da Lebesgue su nueva definicidén para la longitud de curva
(seccién 3) la cual generaliza al caso de superficies curvas del siguiente
modo:

Definicién 5.2. Considérese la familia F de todas las sucesiones de
poliedrales que convergen uniformemente a una superficie curva S (no
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necesariamente inscritas), y para cada tal sucesién F € F tomemos el
valor A(F) igual al limite inferior de las 4reas de las poliedrales en F.
De esta forma definimos el drea de S como: A(S) = }%‘relf}_ (A(F)).

Z. de Geocze habia dado una definicién similar (Comptes Rendus,
1907) pero restringiéndose a las poliedrales inscritas. ;Porqué el interés
de Lebesgue, tanto en el caso de curvas como en el de superficies, por in-
cluir las aproximaciones mediante sucesiones no inscritas de poligonales
y poliedrales?

Por un lado ciertas demostraciones le resultaban més faciles pero
por otro lado habia un motivo de fondo que es que en la préctica, en
experiencias concretas de medicién, un point ne peut etre distingué de
ceur qui en sont suffisamment voisins, ([Le3]) de donde resulta experi-
mentalmente imposible considerar poligonales exactamente inscritas, y
sin embargo trabajando con un apropiado orden de precisién las varia-
ciones de los resultados pueden controlarse, por eso Lebesgue opta por
una, definicién que nous donne des valeurs approchées voisines quand
on ldpplique en utilisant les points voisins (“estabilidad”).

Criterios para la existencia del area segin Lebesgue (finita) de una
superficie curva en término de su representacion explicita o paramétrica

(como el Criterio de Jordan para curvas, seccién 3) fueron dados por
Tonelli, Rad6 y Cesari (ver [RP]).

6 Comentarios finales.

En términos de medida de Jordan pueden darse condiciones necesarias
y suficientes para que una funcién sea integrable Rieniann. Ademdis,
introduciendo el concepto de funcién medible Jordan y de particiones
admisibles puede definirse la integral de una funcién en términos de la
medida de Jordan. Véanse para maés detalle los articulos [Fr] y [G].

También fueron estudiadas caracterizaciones de la medida de Jor-
dan. La caracterizacién mds comtn la da el teorema: “Una funcién
de conjunto m definida sobre todos los conjuntos medibles Jordan que
es: no negativa, o-aditiva, vale 1 sobre el cuadrado (cubo, hipercubo)
unitario, y vale lo mismo sobre cualquier par de conjuntos congruen-
tes (imagen uno del otro por una transformacién rigida), es igual a la
medida de Jordan”.

En el articulo [JL] se prueba una versién més fuerte: El resultado
subsiste si se exige a m s6lo que sea no-negativa, g-aditiva y que valga
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1 sobre cualquier conjunto congruente al cuadrado (cubo, hipercubo)
unitario.

Hoy en dia son escasos los articulos que se escriben sobre la me-
dida de Jordan pues la misma estd considerada “mainly of historical
interest” (ed. comment, Encyclopaedia of Math., 1988), pues es sélo
una restricciéon de la medida de Lebesgue, la cual la ha “opacado con
su brillo”. Pero no por eso debemos pensar que las ideas detras de la
construccién efectuada por Jordan son hoy obsoletas: en algunos as-
pectos (como vimos en la seccién 2bis) la idea de cubrimientos finitos
es insuficiente e inadecuada y se ve superada por la de los cubrimientos
infinitos m4as maleables que propone Borel. Pero esa misma idea de
cubrimientos finitos de Jordan es la que, como se vio en la seccién 3,
luego de unos cuantos afios de asimilacién, le permitié a los matemati-
cos llegar a la nocién de Dimensién de Hausdorff y de figuras fractales,
temas actuales que son objeto de profundas investigaciones.

Es curioso ver como teorias més modernas y refinadas a veces pue-
den arrojar luz sobre otras que les anteceden. Asi, como hicimos al final
de la seccién 4, resulté fructifero utilizar sin reparos técnicas avanzadas
de la teoria de la integral de Lebesgue para intentar mejorar nuestra
comprensién de figuras no medibles Jordan (las curvas con édrea de Os-
good). En éste sentido podemos decir que a veces en la matemdtica se
produce un proceso de retroalimentacion.

Hay un tltimo motivo que justifica que aidn se estudie la medida de
Jordan, que es en realidad una observacion de cardcter universal dentro
de la matemadtica: El estudio de las ideas a través del proceso histérico
de creacién y generalizacién es tremendamente instructivo; en muchos
casos s6lo yendo a las raices y viendo de cerca el nacimiento de las
ideas, ubicadas en su contexto, logra uno captar a fondo el verdadero
significado de las mismas. La fraternizacién de historia y matemaética
no obedece a fines sélo recreativos o divulgativos sino a la bisqueda de
una comprensién mas profunda de los temas estudiados.
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