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1. Introducciéon

Hace unos anos tuve el gusto de ser invitado a dar una platica a al-
gunos colegas que trabajan como docentes en el nivel medio superior.
Elegi hablar de un resultado atribuido al matematico aleméan Hermann
Schwarz y usarlo como pretexto para conversar con mi audiencia sobre
el justo balance de intuiciéon y formalidad en la docencia. Dos cosas me
sorprendieron enormemente al final de la conferencia: primero, que los
profesores (matemadticos egresados de diferentes universidades) jamés
habian escuchado del resultado de Schwarz y, segundo, que de no ser
por lo que les habia contado ellos hubiesen jurado que lo hecho por
Schwarz era imposible, precisamente porque su intuiciéon y la forma-
cién que tuvieron en los primeros anos de la carrera les dictaban lo
contrario.

Aunque a continuaciéon hablaremos detalladamente del resultado de
Schwarz, conviene explicar someramente aqui de qué se trata: por un
lado, dada una funcién f del intervalo [a,b] en R, uno puede intentar
definir la longitud de la gréfica de f (una curva en el plano) mediante
aproximaciones sucesivas de poligonales a esta y, de hecho, esta defi-
nicion resulta ser adecuada para funciones f que tienen propiedades
muy simples (véase [2, ejer. 26, p. 384]); por otro lado, lo que Schwarz
descubrié es que la cuestion de establecer el concepto de area de una
superficie no puede ser resuelta a través del uso de poliedros que se
aproximan a la superficie.

Palabras clave: Longitud de arco, poliedro inscrito, contraejemplo, Schwarz.
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2. Un poco de historia

Suponga que f : [a,b] = Ry que P = {ty,...,t,} es una particién del
intervalo [a, b]. Entonces, (to, f(to)), .- ., (tn, f(t,)) son puntos sobre la
grafica de f y la longitud de la poligonal que conecta a estos en orden
ascendente es

Uf,P) = Z V(t = tis)2 + (f(t) — fti))2.

Dos cosas nos dicta la intuicién: (1) la longitud de la gréfica de f debe
ser mayor o igual a cualquier nimero de la forma ¢(f, P) y (2) mientras
més fina sea la particién P, més proxima sera la cantidad ¢(f, P) a la
longitud de la grafica de f. Asi, suena razonable definir esta longitud
como el supremo de todas las longitudes de las poligonales inscritas a
la grafica de f, desde luego, suponiendo que la coleccion de todos los
((f, P) esta acotada superiormente.

Las intuiciones del parrafo previo se verifican formalmente con el
minimo de requerimientos (véase [2, ejer. 26, p. 384]): si f es diferen-

ciabley /1 + (f )2 es integrable, entonces el supremo existe y es igual a

la integral de a a b de la funcion /1 + (f/)2. Ma4s atn, esta integral nos
devuelve los valores esperados en los casos bien conocidos, a saber, la
longitud de un segmento de linea, de una semi-circunferencia, etcétera.

El éxito obtenido con la longitud nos motiva a probar suerte con el
concepto de area de una superficie. El intento natural seria: dada una
superficie S que satisface algunos requerimientos de diferenciabilidad
e integrabilidad, el drea de esta es el supremo de todas las areas de
los poliedros inscritos a S (donde por poliedro inscrito a S entendemos
un poliedro con la propiedad de que todos sus vértices yacen sobre la
superficie).

De hecho, palabras mas, palabras menos, lo expresado en el parra-
fo previo apareciéo como definicién oficial en las primeras ediciones de
«Cours de calcul différential et integral» de J. A. Serret, un libro de
texto ampliamente usado en la segunda mitad del siglo XIX. Por for-
tuna, a finales de 1880 el matematico italiano Angelo Genocchi recibié
de Schwarz una carta en la que se muestra que el conjunto formado
por todas las areas de los poliedros inscritos a un cilindro ordinario
no esta acotado superiormente. En la seccion siguiente aparece la idea
presentada en la misiva.
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3. El ejemplo de Schwarz

En esta seccion, S es el cilindro de radio 1 y altura 1, esto es,
S :={(cosb,senf,s):0<0<2mr A se€][0,1]}.

Fijemos m,n € N con m > 3. A continuaciéon describiremos un po-
liedro inscrito a S, digamos P(m,n), y calcularemos su area.
Para cada k € NU {0} que satisfaga k < n sea

Cy = {(cosf,senb,k/n):0 <60 < 2r},

es decir, C}, es la circunferencia que resulta de intersecar a .S con el plano
cuya ecuacién cartesiana es z = k/n. Asi, nuestro plan para obtener
los vértices del poliedro P(m,n) tiene dos partes: primero, inscribir
un m-agono regular en Cy y trasladar los vértices de este a todas las
circunferencias C, en las que k es par; segundo, rotar el m-agono inscrito
a Cy del primer paso un éngulo 7/m y luego trasladar sus vértices a
todas las circunferencias C} para las que k es impar. Formalmente,
queda como sigue.
Dado ¢ € NU {0} con ¢ < m hagamos

ve == (cos(2ml/m), sen(2ml/m),0) y
wy := (cos((2¢ + 1) /m),sen((2¢ + 1)7/m),0).

De esta manera (véase la ﬁgura, Vg, - . ., Um—_1 Son los vértices de un m-
agono regular inscrito a Cp, mientras que wo, ..., w,,_1 son los vértices
del m-dgono regular inscrito a Cy que resulta de rotar un angulo m/m
alrededor del eje Z el poligono que tiene por vértices a vy, ..., Um_1.
wl. .Ul
V2 e e Wo
wo® "UOZ(LO,O)
U3 ® ® Wy
° [ ]
w3 V4

Figura 1. Ejemplo de cémo se ven los puntos v; y w; para m = 5.
Con lo anterior en mente, dados k,¢ € NU {0} de forma que k < n

y { < m, tomemos

' ve+(0,0,k/n), cuando k es par
vy, =
we + (0,0,k/n), en caso contrario.
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Se sigue que tenemos los siguientes tipos de tridngulos (véase la figu-
ra [2)).
1. Cuando k es par y £ > 0,
(a) si k < n, podemos formar los tridngulos

¢ -1 0o ,m-1 ,0 .
Uks Vky1r Ukt y Uks Vg1 s Vk41s

(b) bajo la hipétesis k& > 0 tenemos los tridngulos generados por

0 -1 4 0 .m—1 _0
Vgs Up_1y Vg1 y Uks Ugp—1s Vg—1-

2. En el caso en que k es impar y £ < m — 1,
(a) obtenemos los tridngulos

V4 V4 /+1 m—1 m—1 0 .
Vgy Vgp—1y Vg1 y U Vg1 Up—1;

(b) la condicién k < n nos permite formar los tridngulos

V4 V4 /+1 m—1 m—1 0
Vi Vk+1) Ukt y Uk Ugy1 s Vgt

Figura 2. Para esta imagen hemos tomado n = m = 5 y resaltado dos de
los tridngulos descritos en los incisos (1) y (2) (de hecho, ambos son del
tipo mencionado en (1)).

En vista de todos estos antecedentes, tiene sentido definir P(m,n)
como el poliedro que resulta de unir todos los triangulos descritos en el
péarrafo anterior (véase la figura|3]). Note que hay 2mn de estos tridngu-
los, todos congruentes entre si, y que P(m,n) estd inscrito a S.

Nuestra intencion es hallar el area de uno de los triangulos que forman
a P(m,n). Para esto serd conveniente hacer a := m/m y notar que
la férmula del coseno del angulo doble (véase [I, p. 395]), cos(2z) =
1 — 2sen? z, nos da

cosa = cos (2(a/2)) = 1 — 2sen®(a/2);
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Figura 3. La imagen del extremo derecho es el poliedro P(5,5) (note su
similitud con las linternas de papel japonesas). Ademids, en la imagen del
lado izquierdo puede verse el cilindro S y dentro de este a P(5,5).

con lo cual, 1 — cosa = 2sen?(a/2) vy, claramente, (1 — cosa)? =
4sent(a/2).
De acuerdo a lo explicado al final de la seccién 8-5, p. 296, de [1], el

drea del triangulo v, v~ !, v es la mitad de la norma del producto

vectorial
wi= (v —vg) x (o' — ).
Ahora, en virtud de las igualdades v = (1,0,0),
v = (cosa,sena,1/n) y v7" "' = (cosa, —sena, 1/n),

se sigue que u = ((2sena)/n,0,2sena(l — cosa)) y, consecuentemen-
te,

9 2
|ul|* = < sena) + (2sena)?(1 — cos a)?
n

9 2
= ( sena) + (2sena)? - 4sen*(a/2)
n

9 2
= < senoz) (14 4n®sen*(/2)) .
n

El empleo de la relaciéon m > 3 nos garantiza que sena > 0 y asi, el

drea del triangulo v, v/" %, v} es

sen «

- V14 4n2sent(a/2) = w\/l + 4n? sent(m/(2m)).
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De los parrafos anteriores se colige que si A(m,n) es el area de
P(m,n), entonces

A(m,n) = 2msen(r/m)+/1 + 4n2sen’(r/(2m))
_sen(m/m

py )\/1 + 4n?sen*(7/(2m)).

Finalmente, para mostrar que {A(m,m3) : m € N A m > 3} no estd
acotado superiormente, recordemos (véase [2, probl. 27(b), p. 453]) que
}tl’m sen(t)/t = 1 y usemos la identidad

4 (m*)”sen’ (m/(2m)) = - Zln (ser;(;r(/;:;)n»)

para concluir que lim A(m,m?®) = oo, tal y como se requeria.
m—00

=27

4. De nuevo la intuicion

Creo que para la mayoria de nosotros la sensacién con la que nos queda-
mos después de haber seguido los razonamientos presentados es que nos
fallé la intuicién. Sin embargo, como a menudo sucede en matemati-
cas, aun estamos interesados en intuir qué fue lo que sucedié, ;por qué
obtuvimos este resultado?

Una posible explicacién es la diferencia de velocidades entre m y n.
Me explico, el hacer n = m? hace que n avance mucho mds rapido
que m, esto es, el nimero n de divisiones verticales que le hacemos a
S es muy grande comparado con la cantidad m de vértices de nuestro
poliedro y por este motivo la suma de las dreas de los tridangulos que
conforman a P(m,n) se hace arbitrariamente grande conforme m toma
valores cada vez més elevados. Intentemos ilustrar esta idea con un

ejemplo: cdlculos similares a los presentados para hallar 1im A(m,m?)
m—0o0

pueden usarse para confirmar que 11'_I>n A(m,m) = 2m, esto es, cuando
m oo

m y n van a la misma velocidad, las dreas de los poliedros P(m,n)

convergen efectivamente al area del cilindro.

Una conclusion indiscutible es que dar una definicién general y sa-
tisfactoria de drea de una superficie es una cuestién harto dificil. A las
personas interesadas en el tema les recomendamos revisar lo que Spivak
tiene que decir en [3 pp. 118-120].
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