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1. Introducciéon

En tiempos del cardenal Richelieu (1585-1642) no se podia ser mos-
quetero sin saber matematicas, historia, tacticas militares y. .. billar.
Desde entonces la relacion entre las matematicas y el billar no deja de
sorprendernos. Aqui veremos algunos nuevos enfoques sobre esta rela-
cion.

Partiremos de una definicion sencilla para las trayectorias tipo billar y
algunas propiedades clasicas en mesas rectangulares, para después hacer
una representacion de las trayectorias de billar como arcos de circulos
con centro en un punto de una misma recta y asi construir billares que
no resultan ser rectangulares. Luego veremos algunas propiedades de
maximos y minimos que nos aportan los billares y finalmente usaremos
billares a tres hojas para representar dicha situacién. De esta manera
los billares nos volveran a sorprender al relacionarse con areas de las
matematicas muy diversas.

2. ;Con qué billar vamos a jugar?

Es dificil de definir en pocas palabras el billar. Aqui nos vamos a centrar
en lo esencial, en los rebotes de tipo billar. Para ello necesitamos una
bola (esfera) y un lugar donde esta vaya a rebotar. Un rebote tipo
billar es tal que el angulo de la trayectoria de entrada es igual al de

Palabras clave: rebotes tipo billar, billares planos, meandros, libros de tres hojas.
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salida. Como se puede ver en los siguientes dibujos con los angulos « y

[ respectivamente.
B &

Tipicamente el billar se juega en una mesa construida por dos cua-
drados que forman un rectangulo. Nosotros, en general vamos a usar
mesas con angulos rectos, en particular rectangulos que colocaremos
con los lados paralelos a las rectas horizontal y vertical; las medidas
de los lados podran ser cualquier nimero natural. Ademas, iniciaremos
con una bola en la esquina inferior izquierda y su trayecto iniciara con
un angulo de 45° respecto a los lados de la mesa. Una vez que la bo-
la llegue a uno de los vértices del rectangulo la trayectoria se acaba.
Es facil ver que eso siempre sucede. A continuacién, en la figura [I] se
muestra una trayectoria en una mesa de 3 por 5. Comienza en el nodo
marcado con 1 y termina en el marcado con 5.

3 4

8 7

Figura 1. Billar cartesiano. Una mesa de billar de 3 x 5 comenzando en el
origen (1) y terminando su trayectoria en la esquina superior derecha (5).

pq

Una pregunta que surge en este mo-
mento es jserd posible saber cuantos
rebotes tiene la trayectoria de la bola
antes de llegar a una esquina? En el
caso de que los lados de la mesa sean
nimeros primos relativos (que se de-
nota por (p, ¢) = 1 y que significa que P
no tienen divisores comunes distintos
a uno), por ejemplo, p vertical y ¢ horizontal, la respuesta es p + ¢ — 2
y para ver esto basta reproducir verticalmente la mesa ¢ veces como se
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muestra en la figura y p veces horizontalmente para obtener un cuadra-
do.

Al obtener un cuadrado, la trayectoria de la bola acaba en la esquina
superior derecha como se muestra en la figura y para llegar ahi debe de
cruzar p lados horizontales y ¢ lados verticales lo que hace que tengamos
p + ¢ cruces (rebotes) pero hay que quitar los dos lados de la esquina
donde llega, asi tenemos p+ g — 2 cruces o rebotes. Imagina qué sucede
cuando los lados son multiplos del mismo nimero.

En caso de que los niimeros no sean primos relativos, por ejemplo,
con lados a y b tales que su méaximo comun divisor sea m, la trayectoria
va a pasar por el vértice del cuadrado més pequeno que se forme, ese es
un cuadrado de lados a/m y b/m. Asi que la trayectoria habré rebotado
(a/m) + (b/m) — 2 veces.

3. Observando rebotes

Primero vamos a numerar los puntos de rebote de la figura[IJempezando
en el origen con 1 y continuamos en el sentido dextrégiro. Llegaremos
hasta el punto 8. La trayectoria de tipo billar de la figura [1| se puede
graficar de otra manera. En efecto, tomemos una recta y coloquemos los
puntos del 1 al 8. Iniciaremos en el punto 1 (el origen) y trazamos medio
circulo con didmetro del punto 1 al 4 y colocamos el arco en la parte
superior del segmento pues es una trayectoria que va a 45° respecto
al eje horizontal. Continuamos con otro semicirculo que va ahora del
punto 4 al 6, pues es el siguiente tramo de la trayectoria. Esta vez
el tramo lo trazamos como media circunferencia en la parte inferior
al segmento pues va en la direccién 135° respecto al eje horizontal. Asi
continuamos con semicirculos, arriba si su direccion es de 45° respecto al
eje horizontal y abajo en caso de estar a 135° respecto al eje horizontal.
Obtenemos asf una figura equivalente a la figura [ en la figura [2|

Notemos que la trayectoria con semicirculos, como era de esperarse,
termina en el punto 5. Ademds, podemos seguir la trayectoria o la
6rbita {1, 4, 6, 7, 3, 2, 8, 5} con estos arcos. Esta representacién nos
permitira ir més lejos que una mesa rectangular.

A la curva formada por los semicirculos la llamaremos un meandro
abierto simple, es decir, es una curva diferenciable transversal al eje
horizontal x en el plano euclidiano.

Tomando mesas de billar rectangulares y numerando de este modo,
obtenemos siempre meandros con grupos de arcos formando tres ar-
coiris. Para la mesa p por ¢ tenemos que el primer arcoiris tiene su arco
exterior con la trayectoria de 1 a p + 1. El segundo arcoiris arriba ira
desde p + 2 hasta p + ¢ (el punto final). Finalmente, el arcoiris abajo
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Figura 2. Meandro simple. Una representacién de las trayectorias en el billar
cartesiano de la figura [1| La érbita en este caso es {1, 4, 6, 7, 3, 2, 8, 5}.

C

Figura 3. Un meandro abierto. Este caso proviene de p = 19y ¢ = 13.
Notamos que termina en C; equivalente a la esquina superior derecha en la
Fig.[1] pues p y g son impares. Observamos que solo hemos colocado flechas
en la trayectoria de 1 a p+1 y la que acaba en C' pues tipicamente los arcos
pueden ser recorridos en una u otra direccién segtin sean los valores p y gq.

tendra todos sus arcos si (p, ¢) = 1, siendo que el mayor de ellos repre-
senta la trayectoria que une 2 con p+ q. La parte de arriba se completa
con todos los arcos interiores concéntricos. Observa la figura
Lugares notables le corresponden a las esquinas. Para p y ¢ impares,
el punto final es la terminacién de uno de los arcos superiores, justo
en C = (p+ q+2)/2 que es el centro de los arcos inferiores; figura 3]
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En los rectangulos, la esquina superior izquierda es punto final cuando
p es par (con ¢ impar) y por lo tanto el punto medio entre 1 y p + 1
es p/2 + 1. Anélogamente, la trayectoria termina en la esquina inferior
derecha cuando ¢ es par (con p impar). Por lo tanto, el centro del
segundo arcoiris serd el punto medio entre p + 2 y p 4+ ¢ que resulta en
q/2 + p+ 1. Esto es sencillo cuando (p, ¢) = 1.

. Qué sucede cuando p y ¢ tienen un divisor en comun? Aparecen
nuevos comportamientos. Si el divisor es par, entonces las otras dos
esquinas pueden ser parte de 6rbitas. En el caso que sea un multiplo
impar, aparecen (con la misma construccién) meandros cerrados. Por
ejemplo consideremos la mesa 9 por 6. Sabemos que la trayectoria se
comporta como la mesa 3 por 2, pero el diseno anterior para los arcoiris
nos muestra mas curvas tanto arriba como abajo. La relacién entre esas
y estas otras con los rebotes es evidente en la figura siguiente.

7

1 13

Tomando asi, mesas de billar con lados enteros, puede darnos otros
problemas interesantes, por ejemplo, si comenzamos en uno de sus lados
y con un tiro a 45°, jla trayectoria volvera al mismo punto generando
una repeticién infinita de esa trayectoria? ;Dénde debemos comenzar
para que la bola no termine en una de las esquinas?

Del dibujo arriba, podemos inferir que la primera pregunta se resuelve
iniciando con cualquier punto con coordenadas no enteras, en particular
un punto medio entre dos de los enteros que hemos marcado en los
bordes de la mesa. Ademds, de una banda a otra incrementara sus
coordenadas en valores enteros y nunca llegard a alguna esquinas, pues
estas siempre tienen coordenadas enteras.

Entonces, estudiemos las trayectorias como meandros cerrados y sim-
ples, es decir que son una curva de Jordan pues regresa al punto de par-
tida cerrandose. Un meandro cerrado multiple seria un niimero finito de
meandros simples cerrados mutuamente disjuntos; los llamaremos sim-
plemente meandros. Asi, nuestra segunda pregunta se resume a saber
si el meandro es simple o no.
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El caso del meandro simple esté representado en la figura siguiente.
A su lado derecho vemos que, al numerar los puntos de rebote del
billar, la 6rbita {1, 6, 5, 2, 9, 8, 3, 4, 7, 10} volverd al 1. Ademés, ahora
notamos que la coordenada del primer punto es (0,1/2) y del 7 tiene
coordenadas (2,3/2), por ejemplo, imposibilitando asi terminar en una
esquina. También observamos la relacion entre ambas representaciones.

4 5
SS
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
)] K r
1 8
.9
10 9

Esta representacion es especialmente ttil para estudiar la combi-
natoria del plegamiento de estampados (ahora también se usa para
proteinas), las relaciones con las dlgebras de Temperley-Lieb, la fisica
estadistica y la teoria de singularidades entre otras. Véase, por ejem-
plo, [3, 4]. Por otro lado, los meandros abiertos simples también sur-
gen en descripciones de atractores globales de ecuaciones de reaccién-
adveccién-difusiéon parabdlicas de la forma u, = ug, + f(2,u, u,), diga-
mos en el intervalo unitario 0 < x < 1 con condiciones de contorno de
Neumann u, =0 en x =0, 1.

El trabajo innovador de Fusco y Rocha [§] introdujo una caracteri-
zacion de permutacién de meandros que surgen del enfoque de disparo
al problema de equilibrio 0 = wu,, + f(x,u,u,). En [5], Fiedler y Cas-
taneda dieron el diccionario entre meandros y billares cartesianos que
aqui te presentamos; hay otras relaciones con trenzas y nudos que pue-
den ser interesantes. Ademas, se pueden encontrar bellisimas imagenes
al respecto en el libro de Anna Karnauhova [10] o leer sobre avances
recientes en Fiedler y Rocha [6].

Sabemos que existe una regla de cémo a partir de un meandro cerra-
do construir un billar equivalente, cf. [5, [10]. (El reciproco esta garan-
tizado). Sin embargo, la regla puede ser complicada. Esto no involucra
ningtin problema si la parte inferior de los arcos esta formada por un
tunico arcoiris. Aqui vamos un paso adelante, siguiendo las ideas de [5].
Podemos hacer, de hecho, una asociacién entre cualquier meandro y
uno con el doble de puntos pero satisfaciendo esta condicién, como se
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muestra en el esquema de la figura[dl Notamos la importancia del nodo
vacio entre 8 y 9; no hay ningin arco superior que pase por arriba de
él.

(a) Meandro cerrado (b) Meandro escindido
M M M M
1 2 3 45 6 7 8 8 7 6 5 4 3 20 1

3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 15 16

Figura 4. Transformacién de meandros prototipicos en meandros con un
Unico arcoiris abajo. Note la rotacién al rededor del nodo vacio entre 8 y
8. De ahi la identificacién de los nuevos nodos n ~ 17 — n’ para n =
1,2,...,8.

Ahora es importante identificar el centro entre ambos grupos. (En la
figura es 84-1/2 marcado con un circulo con relleno blanco.) Escribamos
con la notacién andloga de paréntesis, «(» cuando comienza un arco y
«)» cuando se cierraﬂ Colocaremos un «-» extra para denotar exacta-
mente cuando estemos a la mitad; se ha cerrado siempre un paréntesis
y otro abrird. El meandro en la figura [[b) es equivalente al simbolo:

() CO)-CCO)) O,

pues solo la parte superior nos interesa. Observamos que tanto antes de
«-» como después de él, los paréntesis son pares completos de aquellos
que abren y cierran. (Esto es un meandro escindido.)

Con simples reglas, viajando en puntos de los enteros gaussianos, es
decir Z2, formaremos la frontera del billar. Avanzamos una posicién
en la direccién 1 cuando tenemos «(» y una hacia — cuando tenemos
«)» respectivamente antes del centro «-»; llegaremos a un entero gaus-
siano sobre la diagonal (z, z) para € R. Después de este, avanzamos
una posicién hacia | para «(» y una hacia < para «)», respectivamente.
El trazo lo hacemos con distancias unitarias, de modo que volvemos al
origen.

IEsto relaciona los meandros con los niimeros de Catalan, pues para N pares de paréntesis, el

N-ésimo nimero de Catalan
o L (2N
NTNF1I\N

dice el nimero de combinaciones que existen. Luego el problema combinatorio se reduce a saber
cudndo dos juegos de estos paréntesis forman una dnica curva cerrada como en la ﬁgura
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En este caso, el meandro derecho de
la figurafd] se puede ver como el «billar»
que obtenemos en la figura al lado. Es

7
claro que no es una mesa rectangular
pero muestra la relacién entre ambos 3 4 i)

mundos, es decir, los multi-meandros

y estos billares cartesianos. Este punto 2 <>O
de encuentro es importante, porque es-

te tipo de billares no los podemos estu- | <> 2/3/ 4
diar con las reflexiones que hemos visto

antes, [0]. 1/

4. Un problema de maximos y minimos

El problema que trataremos aqui es encontrar el camino més corto que
va de un punto dado, toca una curva (suave) y llega a otro punto fijo.
Es decir, buscamos un punto tal que la distancia de P a T" mas la de
T a () sea minima.

Q

La respuesta es que la trayectoria debe ser de tipo billar. Para ver
esto supongamos que una trayectoria que no es de tipo billar no es ni
maxima ni minima, asi podremos concluir que una de tipo billar nos va
a dar el maximo o el minimo; claro, sera minima.
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Usaremos aqui dos propiedades importantes de las elipses. Un punto
C' sobre una elipse de focos A y B se caracteriza por el hecho de que
AC + CB es constante y que la trayectoria de A a C'y de C' a B es de
tipo billar.

Sea T un punto tal que PT + T'Q) no es una trayectoria de longitud
«maxima» ni minima. Consideremos todas las elipses con focos Py @)
asi como una vecindad del punto 7. Una de esas elipses pasa por el
punto 7. En una vecindad del punto T, la familia de elipses con esos
focos corta a la curva (no hay una elipse tangente a la curva, en la
vecindad, pues la trayectoria PT 4+ T'() no es de tipo billar respecto a la
curva). Supongamos que PT + T'Q) = 2a, es la elipse que pasa por T

Como las elipses cortan a la curva tomemos un punto X sobre la
curva que determine una elipse que es interior a la que pasa por T', por
lo tanto PX + X(@Q < 2a. Algo semejante sucede con un punto Y que
corresponde a la interseccion de una elipse exterior y la curva, pero esta
vez PY +YQ > 2a.

No se tiene ni un «maximo» ni un minimo.

En conclusion, para tener una trayectoria que sea minima se debe
tener una trayectoria de tipo billar respecto a la curva.

Hagamos una aplicacién de esta propiedad. Usando dos recipientes
se quiere medir un litro tomando agua y pasando de un recipiente a
otro. Ilustraremos como resolver el problema cuando los recipientes son
de capacidad 5 y 3 litros.

Para esto usaremos un paralelogramo con un angulo de 60° y supon-
dremos que los lados del paralelogramo se prolongan de manera que al
llegar a un vértice o lado el rebote sera de tipo billar.
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Llenar o vaciar el
recipiente grande

Llenar o vaciar el
recipiente chico

Mandar agua de un
recipiente al otro

Cada direccion significa que haremos una operacion diferente: colo-
quemos coordenadas en los enteros de Eisensteinf| para el paralelogra-
mo. Ahora nuestro problema se convierte en llegar a un punto que tenga
alguna de sus coordenadas igual a uno. Iniciemos lanzando la bola por
la recta horizontal lo que indica que el recipiente de 5L se llena y luego
la bola rebota sobre la recta a 60° de manera que indica que debemos
mandar liquido al recipiente de 3L, asi la bola llega al punto de coor-
denadas (2,3) mostrando que el recipiente de 5L tiene solamente dos
litros y el otro se encuentra lleno. Ahora, la bola vuelve a rebotar en la
direccion que indica que hay que vaciar el recipiente chico, mira la figu-
ra[pf(a), con lo cual llegamos al punto (2,0) donde vuelve a rebotar, y
siguiendo con las indicaciones seguin el rebote de la bola, se va al punto
(0,2), de ahi al (5,2), luego al (4, 3), al (4,0) y finalmente al (1,3) de
modo que ya tenemos un litro.

Vemos en la figura (b) qué pasa ahora si iniciamos hacia el punto
(0,3). En el primer caso tenemos la trayectoria «maxima» y en el segun-
do la minima. Observemos que en la primera trayectoria se desperdician
6 litros en la trayectoria minima, en la segunda no se desperdicia agua.

En su libro [9], Clara Grima propone en el capitulo «A propédsito del
arroz, el sake y un cubo de madera», una versiéon un poco distinta de
esta. Hay un tercer recipiente de ocho litros, el agua solo puede cambiar
entre estos tres, jcomo conseguir cuatro litros si el de ocho comienza
lleno? Es un ejercicio interesante darse cuenta que las trayectorias del
tipo billar no se modifican.

5. Manejando rebotes en tres direcciones

Vamos a centrarnos en la idea de los rebotes estudiada en la seccién [3]
con meandros cerrados, para el problema de los recipientes. Notamos
que ahora tenemos tres direcciones al llenar o vaciar sendos recipientes
o pasar de uno a otro. Los meandros de la figura[3|no encajan més, pues
solo tenemos dos direcciones y necesitamos tres. En la figura [5| usamos

2Estos son un anillo conmutativo de enteros algebraicos en el campo Q(v/—3). Pueden ser

descritos como z = a + bw para w = e2mi/3 y a, b € Z, nosotros tomamos las coordenadas (a, b).
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(a) Comenzando con el recipiente grande

(1,3)4(2,3)5 (4,3) 7
(0,2)2 5 ‘ | (5,2)9
(070) 0 (270) 14 (470) 12 (570) 11
(b) Comenzando con el recipiente chico
(073) 3 (3)3) 6
Y5, 1) 10
(0,0)0 (3,0) 13

Figura 5. Las coordenadas en negro representan la cantidad de litros en
el recipiente grande y chico respectivamente. El subindice en gris indica el
nimero del nodo comenzando en el (0, 0) y en sentido dextrégiro como
antes.

tres colores uno para cada direccion, para los angulos de 0°, 60° y 120°.
Ahora necesitaremos un nuevo y bello objeto matematico.

Definimos un libro de k-hojas como el espacio topoldgico By com-
puesto por una linea, llamada lomo junto con k semiplanos (las hojas),
en posicion tal que el limite de cada pagina estd en el lomo.

Un problema muy importante es el encaje de graficas en By lo cual
se puede consultar en [I]. Nosotros hasta ahora hemos trabajado en
By y en lo que sigue usaremos solo Bs para poder trabajar con tres
direcciones.

Observemos las graficas de la derecha: se muestra una trayectoria
en nodos genéricos con la érbita (meandro cerrado) {1, 5, 2, 3, 4} que
vuelve al 1. Al estilo de los meandros tenemos (arriba) el «encaje» de
esta trayectoria en el plano marcando cada direccién con un color y
(abajo) las mismas trayectorias en tres hojas.

En el caso de arriba, vemos que justo en el punto 1, la curva formada
por los arcos no es un meandro en Bs, pues deja de ser una curva suave
que toca transversalmente el (ahora) lomo. La representacién de abajo
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JANNY

1

muestra un meandro encajado en un libro de 3-hojas; en este caso H
(horizontal), T' (transversal) y V' (vertical).

. Pero como entendemos la suavidad? Dejaremos que la transversa-
lidad a través del lomo sea la suavidad entre hojas. Es decir, veremos
las hojas por pares. De este modo, en el esquema de este caso, cuando
la trayectoria pasa de la hoja H ala V en el punto 1, dela V ala T
endob,delaT alaV en2odelalala H en 4, consideraremos que
es una trayectoria suave. Ademds, es justo por esto que consideramos
a la trayectoria entera como un meandro cerrado en Bjs.

Con esto en mente, ilustraremos con los recipientes de 3L y 5L. Asi si
iniciamos con la trayectoria que nos indica la figura (b) y completamos
hasta regresar al punto de partida, colocandolo en un libro de 3-hojas,
obtenemos el meandro cerrado de la figuralf] jEsto es genial! pues ahora
tenemos un nuevo diccionario para responder a la pregunta de cuando
dos recipientes cualesquiera nos permiten encontrar una combinacién
en la que podamos extraer un litro de agua.

Nuestra mision es entender cémo funciona el juego con los recipientes
de agua digamos con n y m litros. En la figura [7| hemos esquematizado
esto. Notamos de inmediato que una vez tomada la iniciativa de llenar
el balde con n litros, entonces el recorrido esta determinado. Primero la
trayectoria nos lleva por flechas inclinadas que suben a 60° por la hoja
V' y bajan a 300° por la hoja 7', llenado el primer recipiente y pasan-
do al otro, repetimos hasta que hallamos llenado el segundo recipiente.
Ahora, se vacia el segundo llevandonos por una flecha horizontal a la
frontera a la izquierda. Vaciamos, una vez mas lo que sobré del primer
recipiente en el segundo y repetimos la operaciéon. Lo importante en
este algoritmo, ademas de recordar la division euclideana de nimeros
naturales, es que nos da las direcciones de los rebotes. Por tanto, pode-
mos ver algunos puntos importantes en los rebotes y ver en la figura[7]
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Figura 6. La representacién esquemadtica en un libro de 3-hojas para el
problema en la figura Las flechas se encuentran en la direccién de la
figura b), comenzando con el llenado del recipiente chico desde (0,0)¢
hasta (0,3)3 con un arco vertical en la hoja V. Podemos seguir asi toda
la trayectoria. De hecho, si volteamos las flechas, entonces se obtiene el
camino de la figura a); una dualidad muy bonita que solo se ve con la
orbita cerrada completa.

que la érbita con algun recipiente con un litro es:

o) ={....,2n+m—-1,1,2n+2m—1,n+1,...},

pues el nodo 2n 4+ m — 1 representa la coordenada (m, 1), el 1 es (0, 1),
del mismo modo que 2n + 2m — 1 representa (1,0) y n+1 es (1,n); las
cuatro posibilidades con 1L.

n+1 A=n+m—1
v v v ° sB=n+m

C=n+m+1

/ o2n+m —1

. 2n+m
0 2n+2m —1 n+m+1

Figura 7. El problema de los recipientes con un recipiente de nL que se
comienza llenando y del cual se pasa al de mL.
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Ademas se puede rastrear las 6rbitas segin el tipo de arco, es decir,
la direccion que necesitamos, pues para un nodo k tenemos los mapeos:

«Vertical»:
n, si k=0,
k .
3n+2m—=k, si ke{2n+m+1, ..., 2n+2m — 1},
«Transversal»:
ko —  2n+42m—Fk s ke{l,...,n+m—1},
«Horizontal»:
k- — 2n+m—k stike{n+m+1,...,2n+m}.

Observa que no hay regla para el valor B = n + m, pues en la figura
vemos que este nodo no interactia. Tenemos el siguiente desarrollo en
el libro de 3-hojas. 1%

El problema de si es posible encontrar un litro a partir de recipientes
genéricos se vuelve a resolver con la cuestién de si n y m son primos
relativos entres si, es decir, si (n, m) = 1 se satisface. Ahora nos pre-
guntamos si podemos construir dado cualquier meandro en 3-hojas, un
«billar» siguiendo el paralelogramo de 60°. Tendremos algunas restric-
ciones.

Asi como con el meandro en By necesitamos hacer el arcoiris inico en
la parte de abajo (figura|3)) y escindir los paréntesis en la parte de arriba,
aqui necesitaremos que los arcos en la hoja T" también sean completos.
Pero ademas necesitaremos que todo arco horizontal o vertical, en las
hojas H o V, vayan de la primera mitad a la segunda, es decir, se
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encuentren ambos extremos con el punto B entre ellos. Esta restriccién
ayuda a generar dos fronteras formadas por segmentos crecientes desde
el origen (0, 0) hasta la localizacién de B, en el entero de Eisenstein
(b, b) con b= (N + 1)/2 si el total de nodos es N.

Veamos un ejemplo, colocando solamente las trayectorias /{ orizontales
y Verticales. Conservamos solamente dos hojas, la tercera hoja (implici-
ta) contiene todas las trayectorias Transversales; estas van desde 17—n
hasta n paran =1, 2, ..., 8.

H

(723

123 456 7 8 910111213141516

16

Figura 8. Del lado izquierdo tenemos un meandro en 3-hojas al olvidar la
hoja de los viajes transversales, pues todos existen (16 — 1, 15 — 2, ...,
9 — 8). Al lado derecho el billar oblicuo que lo representa.

Observamos que como en los meandros cerrados de la seccién [3], he-
mos comenzado fuera de la esquina; con el elemento 1 en la coordenada
(0,1/2). Esto resuelve problemas de rebotes que tendriamos al llegar
a alguna esquina. Con este desplazamiento podemos ir a los puntos
medios de los lados y crear asi billares oblicuos. Observemos las dos
representaciones en la figura

Tomando los simbolos de los paréntesis, tenemos:

Horizontal: ((oo(C(oo0-))Yy)yooo)o

Transversal:  ( (. C C CCCC-=) ) ) ) ) )))
Vertical: oo ((oo(C(C-000)))0)

donde ahora colocamos «0» cuando la curva no toca esa hoja y otra
vez «-» representa el punto medio. Las bandas de la parte superior del
billar oblicuo (del origen al nodo medio, i.e., del nodo 1 al 8) viene de
la primera mitad de los signos de viajes en la horizontal y las bandas
de la parte inferior (i.e., del nodo 9 al 16) de la segunda mitad de los
viajes en la vertical.

Similarmente al billar cartesiano, para la primera mitad, construi-
mos el lado avanzando una unidad en los enteros de Eisenstein en la
direccién 7 (equivalente a sumar w) cuando tenemos «(» y una hacia
— (sumamos 1) cuando tenemos «0» respectivamente antes del centro
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«-». Después de este, avanzamos una posicién hacia , para «0» y una
hacia < para «)», respectivamente en los elementos de la vertical. El
trazo lo hacemos con distancias unitarias.

Si observamos los simbolos de los paréntesis por columnas, notamos
que siempre hay un cero y dos paréntesis. Estas combinaciones implican
cémo formar un billar oblicuo cuando los arcos no necesariamente in-
cluyen el centro. Sin embargo, la notacién cambia para antes y después
del centro, hay triadas distintas que representan el mismo movimiento
y algunas que no tienen significado. Por si fuera poco, esto deja de lado,
6rbitas (meandros cerrados) como la del inicio de esta seccién, a saber,
{1, 5, 2, 3, 4}. Podriamos decir que al ser un ntimero impar de nodos,
la situacién se complica. Esta no es la razon, pues {1,5,2,3,4,6} con
un numero par de nodos, tampoco tiene ningin billar asociado. Esta
conclusion es triste.

La solucién a esto, es construir una transformacion anédloga a la que
vimos en la figura [4] para meandros en 3-hojas. Recuerda que lo tnico
que necesitamos es completar los arcos transversales y los otros tie-
nen que comenzar y terminar en lados opuestos del centro. Habra que
encontrar un algoritmo que nos ayude en esta direccion.

6. Algunas palabras finales

Es muy bueno siempre tener un diccionario entre dos ramas de las
matematicas. Pues, a veces es mas facil decir una idea en uno u otro
idioma; esta no es la excepcion. El ejemplo mas claro de esto es la
geometria cartesiana donde se usa el algebra para explicar ciertas pro-
piedades geométricas y vice versa. Asi los billares cartesianos y los
multi-meandros han resultado en relaciones interesantes en el pasado.
Ahora tenemos los meandros en 3-hojas y los billares oblicuos.

Un ejemplo importante en el area de la combinatoria es la clasifi-
cacién de permutaciones utilizando pilas, [2 [13]. El problema aparece
en el trabajo pionero de Donald E. Knuth [I1], el cual muestra que en
un sistema que se maneja un flujo de informacién, se pueden ordenar
los datos al meterlos ordenadamente en pilas de las que se sacan pos-
teriormente. El nimero de pilas es el mismo que el niimero de hojas,
por tanto, olvidando la mitad de los trayectos (los que regresan en el
meandro, por ejemplo) tenemos las permutaciones que necesitan tres
pilas. En este sentido hay algunas ideas en camino. Pero debemos tener
cuidado para no entrar al dominio de los cruces, véase por ejemplo [7]
y sus referencias.

Ademas, hay otras relaciones en las que se puede profundizar, como la
ya existente entre trenzas, el dlgebra de Temperley-Lieb y los nimeros
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de Catalan, por ejemplo [5]. Seria interesante entender también cémo
los malabares y el teorema de Shannon [12] entran en juego al relacionar
objetos a lanzar con hojas.
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