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PROBLEMAS EN ARITMETICA DE PUNTO FLOTANTE Y OBTENCION DE CARACTE-
RISTICAS INTERNAS DE COMPUTADORAS DIGITALES.

GUSTAVO RODRIGUEZ GOMEZ  *
DAVID CARRASCO VILLARREAL **

RESUMEN

.g
Se presentan algunas d1ferenc1as entre la " rltmétlca usual“ y la
de punto flotante, algunas limitaciones que se deben tomar en cuen-
ta en el uso y disefo de cb6digos en métodos numérlcos, y se da un
algoritmo que revela algunas caracteristlcas ‘internas de- unacamxma-
dora: base del 51stema de punto flotante, ép51lon de la méqulna,

nimero de dlgltOS de la mantisa y tlpO de error 1ntroduc1do.

I.1. INTRODUCCION

En la vida diaria se acostumbra a manejar los nfimeros en el sistema
‘decimal bajo el supuesto de contar con una aritmética de precisibn
infinita, es decir, exacta (l1). En contraste, una computadora di-
gital, no trabaja (en general) en base diez y su aritmética es di-
ferente a la que sé‘usa, pbr ejemplo, si se almacena un nfmero que
tenga demasiados digitos, la computadora lo "truncafé“ o "redondea-
rd" para poder almacenarlo. Esto ocasiona ciertas limitaciones en
los calculos de la computadora que deben ser entendidos.

Los calculos 01entif1cos se efectﬁan generalmente en aritmética de
punto flotante.. Un nfimero. en su representac16n en punto flotante

que -tenga n digitos en base(3 tiene la forma:

£ A ),

(1) (de aqui en lo sucesivo, se llamard aritmética de la vida diaria)
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R, MM, e son enLevo_s.

. Observe los siguientes elementos:

a) ' Un signo: + 6 - | ,

b) Una mantisa con n dig;tos: (Zdle'fdn)@
¢) Una base:- FB '

d) \Un exponente entero- e

Es élarobque una computadora siempre tendri un nfmero. finito de
digitos en la mantisa, ésta puede Varlar mucho de acuerdo a la’
computadora. '

Por,qtra parte hay un elémento importanté en la aritmétiqa;de’punto'
flotante; és el llamado épsilon de la méquina,'éste se define'éomo
el. menor nmero positivo tal que. 1* Eﬁ) 1 . Este conCepto se desa-
rrollaen la secc16n 1.2,
El objetivo de este trabajo es:
a) Presentar algunas dlferenc1as .entre la aritmética que usamos

en la vida dlarla Yy la empleada por una computadora.

b) Presentar ciertas restricciones que se deben tener en cuenta al

diseflarse cb6digos en. métodos numéricos.

é) Presentar un algorltmo general hecho por Malcom y corregldo
por Gentleman y MarOV1ch que determina:

1) El nﬁmero de digitos en la mantisa: n
2) La base del sistema: (®°
" 3) E1 - épsilon de la méqulna- €

.4) El tipo de error 1ntrodub1d0° truncamlento o) redondeo



1;2; ARITMETICA DE PUNTO FLOTANTE.

Supbngase que se trabaja en un sistema numérlco de punto flotante,

con las S:Lgulentes caracteristlcas-

1. Una base @ _
n digitos en la mantisa, o< N <+
Un exponente: m&« C & M

donde P,_“, m, e © son enteros.

Supéngase que se tiene un nﬁmero X en el sistema usual, al que
se gquiere representar en el sistema numérico anterlor, se conven-
dr& en denotar por .fﬂ (x) al nimero representado en el sistema

numérico ‘de-‘ punto flotante, 'luego fR (x) es de: la forma. )
* - ’ o
Y

Si dl# o se dlra que £ (x) esté en forma normallzada

Todos los nimeros que la computadora almacena se encuentran en

 forma normallzada, con excepcidn del cero, en el cual T

d, aq. = = A»n‘ = 0O
Hay dos maneras de traduc:Lr este nﬁmero X en fﬂ(x)

Re‘ﬂdondevado

Truncado

Cuando se redondea, £R(x) se ellge como el nﬁmero de punto flo-
tante normalizado m4s cercano a x ,‘ si hay empate se usa alguna
regla‘espedial, se toma el de la derecha. .Si se trunca, fﬂ(x)‘
se escoge como el nfGmero de punto flotante normalizado més- cerca-
no entre o y x, esto es, se toman .algunas d's y .se_fdespreciah ,ot:r;as.
Veamos el siguiente ejemplo: B= 10, n =%, X= 13“5‘"

0. 2345 x ,|0.5, Truncado '

gx&%) = 8

O, WYb % ‘|05'. Redondeado
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Es aquf donde se introduce un error en la representacifbn, que obvie
mente-repercutir&_en las operaciones aritméticas.

Por otra .parte en nuestra aritmética diaria, se trabaja bajovia,
. suposicién de tener una cantidad infinita de nfimeros,en contras-
:‘te con . un sistema»numéricq de punto flotante, en el cual se tiene
 un total de: | | |

R= 2 (M-mx) (p-0f x 2.
nimeros, donde se supone que todos 1os nﬁmeroé estin almacenados

‘ en forma normalizada; (2.2) se deduce ficilmente de (2.1).

De lo anterior se observa que, aunque‘kysea muy grande siempre
existird una infinidad de nfimeros que no pueden ser representados
exactamente en una aritmérica de punto flotante.

La d1ferenc1a entre x y fl(x) es llamada error de redondeo,v‘ sea
S(x\_- ) - % ., x#o |
x ) o (2.3)

luego‘SUn] és el'erfOr relativo introduCido. De (2.3) se obtiene -
. | | (2.9)
W\x) = xL1d S\xﬂ o

Es p051ble dar una cota 1ndepend1ente de % o SLx\, para esto obten:

dremos losv51gu1enteskresultados:

' Note que dentro del sistema de punto flotante el nfimero cuyo valor

i absoluto es el més pequeno, es
+\\o.“0\ G e
m-1

si se qulere obtener el sucesor inmediato de P . hay que sumarle
_n-n | |

+—\ oo--~o\\ (5 = (S

" Es claro entonces gue la dlstanc1a entro ‘dos nﬁmeros consecutivos

" (3 ] es:

en el J.ntervalo [P
' m-nN

&
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Andlogamente en el intervalo [, @ 'j donde wm-A £ 3 & M,

la distancia entre dos nﬁmeros consecut:.vos ies siempre igualj a:

@M\‘, ‘ ‘ (2. 5)
Luego si 1la computadora representa a los. nﬁmeros por- redondeo el
error introducido es a lo mé.s 1 (3“ n. , POX: truncamlento es F“" “,’l
esto no da la medida del error absoluto. El errox relat:Lvo se ob-
tiene hac:Lendo el cocn.ente del error absoluto entre: P '+ este
error relativo es:
: S R-W : < o o \
"a) Rédondeo EX
¢ ' : : . LAl 4]
¥ b) Truncamiento ﬁ = P
T A } |
‘Ya' que \?\ = HX% '%’ W%l jad ) . luego
' ‘ ) V=0
, 4 :
. P4 ot
~ i§(%3 \i = 2 (3 " . : : . Redondeo. ‘

Cen

18l s 2

Truncamiento

Al ntmero € se le llama el‘é‘psilon de la méquin'a‘.

Una caracteristica lmportante del ép31lon de la miquina es la

' s:.gulente' supongase que se esta en el 1ntervalo [1 P]

Yy se dquiere calcular%@& donde ' denotar& la suma en el ‘
s:.stema de punto flotante. De lo expuesto anterlormente conoce-~ |
mos gue- 1a d1.stanc1a entre dos n{imeros. consecutlvos de este 1nter-
valo es P 3‘3 en caso que el error 1ntroduc:|.do sea por
redondeg, entonce?_“‘% 4 "E, - quedaria locallzado en la mJ.tad del
intervalo [\’ H~§% ] ‘ '

Al almacenar la computadora ‘%@%‘ de acuerdo a la regla dada en I.2
se toma ®e = 14 @ )i ' Sin embargo si O L €y £ €&

‘obtenemos por la misma regla.

1 ® g =1
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Anélogamente’en~caso de truncamiento._

EL EPSILON DE LA MAQUINA ES EL MENOR NUMERO POSITIVO TAL QUE
| 1® e >

1.3, RESTRICCIONES EN CUANTO AL Uso Y DISENO DE CODIGOS EN METODO

- NUMERICO..
3.1. Limitacién de la suma Aritmética de Punto Flotante. .
Una observacién importante es. lé siguiente::

cDados dos nQimeros X,y arbltrarlos cuando

r®Y = x 1
De acuerdo a lo expuesto en la seccibén anterior. _ ’
x@ W= % ' € = é&psilon de la méquir

Y\ . J 3.1
-t ‘\x <& €&, es decivr, 1Y\ < E1xl (3.1

- en otras palabras si 4 es "muy pequeno" comparado con x, sus diglto=

. no. afectan a x en 1a suma.

3.2, Limitaci6n del paso de *integradidn.’

Lo anterior da una llmltac16n fundamental del: paso: de 1ntegrac:.6n,
en programas que Sse dlsenan (o usen) para integrar: ecuac:.ones ai-
ferenciales. Consideremos el s:.gulente ejemplo: supéng‘ase gue se

quiere integrar -

Ny = m W) ‘\:C[\.o hm]
w:o\ =%

- 8i eleglmos el método de Euler, tenemos | , o DR o

\A“.\.A\ e \S“ X \\¥ [\'.“ ‘A“\

donde h es el paso de 1ntegrac:|.6n propuesto M4 \-.m,‘ -\'.n\ h es
el avance en el t1empo. Es claro que suampre se requer:.ré. que A
_ ‘\:'\Q W) ta + 0. de lo contrario no se puede prosegulr. De (3.1)

el paso propuesto debe satlsfacer :

h 2 eIkl , “- e‘.\-o kw\o.x-l



Lo que da una cota inferior para el paso de integracién en el método
de Euler. En el caso que“’-l sea muy grande en comparaca.én a h,
hay que escalar el valor de t 6 de h. ‘

I.4. ALGORITMO PARA EL CALCULO DE LA BASE DEL SISTEMA, NUMERO DE
DIGITOS DE LA MANTISA Y TIPO DE ERROR INTRODUCIDO, DE UNA
COMPUTADORA. |

A continuacibn se presenta un algoritmo desarrollado pdr 'ﬂalcom,
M.A. (2) y corregido ‘por Gentleman y Marovich (1) que sirve para cal-
cular la base del sistema, digitos de la‘ mantisa, tipo de error
introducido de una computadora dada. | | ‘

4.1. La base del siStema

De’ (2.5) se s:Lque que la distancia entre dos nGimeros consecutivos

[ w‘) 34V~ _ M-n
del intervalo P (3 es{% luego 'si ~-j = n, se tiene -"'(3

N %
El algorltmo consiste en encontrar un nimero 0;[?“5 y' su sucesor b
inmediato dentro de este 1ntervalo, de tal manera que '
=l

El problema que queda por resolver es como ‘encontrar a 0- " Hay
- que observar que en el esquema gue. se da, no se necesita conocer .

aPT prir_ne'ro' para encontrar a @& .-

Para esto es necesario demostrar que existe un entero pos1t1vo jl

tal que Lol .('3“ ﬁ. ZR- ¢ P“'\"‘

Demostrac ién

Ya que P ’2. entonces \0% ? "\ la func1on mayor entero[] se de-

fine para todo real x y es el mayor entero tal que

H] £ % <iﬂ+\

Prlmer Caso (3 2.

Basta con tomarﬂr-n, ya que entonces .
n ni 1

2 éZ < 2



Sgguﬁdo Caso (‘3 > 2, -
. Bast : S oA=L
as -a éon t??t}ar X [ \0%2 P ¥ ‘] | [\Q%z (5

' entonces 5 \ n
V2|

&

N -

N £ \0‘59, ?“J, \g \O%z ?'\Jr \°‘5-'
vt

: gya que B3>2 : ‘l‘uego\ | |
wa e G Hnes \ou3 (‘3 'X < .\09) (5
 por lo anterior o S (5 2 < (3
..que, é,s, lo que se queria demostrar.

Se toman potenc1as suce51vas de 2 almacenéndose éstas en la varia-
 ble 0, hasta detectarse cuando se cae por primera vez en [(5 @m‘]
para esto se utiliza que en los intervalos anteriores a éste, O
tiene representac16n exacta, lo cual implica que(ﬂ@ﬂeo' "‘l

sin embargo cuando 0.5[‘3 P“H-_\ por primera vez O®A no se '
representa exactamente, ya que 14} luego 0®1 se almacenard como Q.
dando en cohsecuenci‘a que(aQ\\Qm O e Una vez
en‘contrado o pasamos a la localizacién de b, sumando a. (l potenc1a
de 2, hasta’ que se adqulera un valorx dlstlnto de Q, e J.nmedlatament

se calculaP como la diferencia : b-— o

4.1.2. Tipo de Error introducido.

Con el valor de (5 se procede a calcular 0-* (‘5"\ ya que P’P"'\ ’
+{n -4} nOo tiene representac:.én exacta en LR E) :

arip-1) ey p™l,

1uego de acuerdo. a ¢ VQQCP‘\\’G,haY trunqam;.ento

| .&@ge-.\t_'a‘,ha’y -feddndeo



4.2.3. Nmerc de digitos de la mantisa.

o L ' LIS _ : :
Para el célculo de n, observe que§5QB§ no se representa exactamente
M s - I - \L s R g i’@

en H&,@ -E y se almacena con el valor de pelo si v 4N 1

- i - . ) . 5 .’ . \ 1 \&" g \ :
tiene representacidn exacta en los ingtervalos E_P, P l, L2 0,3, 00, Ny
v ) : . (R % .
por tanto podemos diferenciar entre P Y ? 4 . El algoritmo
consiste entonces en almacenar potencias sucesivas de(3 en una .
variable O. 'y poner un contador; en el momento que

Lo )I® n =0 ' (4.2.1)
o Nnke )

'se estd en el intervalo u} 1(5 1 en consecuencia n es el nfimero de

operaciones para que se cumpliera por primera vez. (4.2.1.)

Gentleman y Marovich encontraron una ligera falla del al‘gdritmo para

ciertas computadoras e hicieron la siguiente observacién:

En el algoritmo de Malcom sz compara el valor de expresiones aritméticas
con el valor de una variable tales como:

IF ( (A+B) .EQ. A) «...

6 | o

IF ( A+ FLOAT (BETA-1) .EQ. A ) ...

ya que la primera se encuentra en la unidad aritmética y la segunda

en la memoria, se da el caso; que se representen de manera diferente

y esto ocasiona problemas. Para evitar esto se debe almacenar el

valor de la expresifn aritmética en la memoria, esto se hace mediante
un COMMON. ' ' o ' :

A continuacidn se presentan los resultados obtenidos en las computado-
ras VAX/VMS y SEL 32/7780. ‘ .

‘

Al lector interesado en los listados en FORTRAN-IV plus del algoritmo

presentado escriba directamente a los autores.



Bpsilon de la miquina
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Sistema VAX/VMS

Aritmética de punto flotante en Preéisién'Simple

Base del sistema “ =2
’; Digites de’la méntisa =24
Q'Tibo de error ' =vRédonde¢i
; Ebsilon de la méduina o= 5‘960464477SEv08.

| Sistema VAX/VMS
Ariﬁmética de puhtﬁvflotante Envaectsién Doble
Base del sistema =2 |
Digitos de 1a mantisa = 56

Redondeo

Tipo de error

Epsilon de la miquina 1.3877787808E-17

Sistema SEL 32/7780

Aritmética de punto flotante en Precisién Simple

Base del sistema | = 16
‘Digitos de la mantisa = 6
Tipo de error = Redondeo

= 4,7683715820E-07

" Sistema SEL 32/7780

Aritmética de punto flotante en Precisidn Doble

0.

- Base del sistema 16
Digitos de la mantisa = 14
Tipo de error = Truncamiento

Epsilon de.iavmﬁquiné‘ '2.22044592243;16
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