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Resumen

Este articulo ofrece un panorama sobre el andlisis de las
soluciones de un sistema de ecuaciones f(x) = y no li-
neal. A manera de introducciéon se presentan las ideas
seminales de Hadamard sobre las condiciones que debe
de cumplir una funcion f : R® — R" a fin de que el sis-
tema tenga tunica solucién para todo y. A continuacién
se reflexiona sobre estas condiciones bajo el supuesto que
f sea una funcion entre espacios vectoriales de dimen-
sion infinita. En la dltima seccién se analiza el caso «més
incégnitas que ecuaciones». Se concluye con un resultado
reciente para obtener secciones continuas globales de f
en este contexto.

1. Las ideas de Hadamard

Desde los primeros anos de carrera, el estudiante de ciencias se enfren-
ta a la solucion de sistemas de ecuaciones lineales de la forma Ax = b;
donde A es una matriz. La pregunta de cudndo un sistema lineal tie-
ne unica solucién tiene respuestas por todos conocidas y cuyo estudio
moderno se puede decir que tiene sus origenes con Leibniz en el siglo
XVII con su definicién de determinante. Cuando se trata de ecuaciones
no lineales de la forma:

flx)=vy (1)

Palabras clave: Inversién global, secciones globales, fibrados.
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Figura 1. Vecindades V' y W homeomorfas bajo f.

donde f : R™ — R”™ no es lineal, posiblemente el lector piense en el
teorema de la funcién inversa, que en su enunciacion clasica y bien
extendida nos dice lo siguiente{[]

Teorema 1.1. Sea f : R" — R"™ una funcion continuamente dife-
renciable. Si det Jf(xg) # 0 para un punto xo en R"™ entonces existen
vecindades V' de xo y W de f(xo) tales que f|y : V — W tiene inversa
continuamente diferenciable en W.

Por ejemplo, consideremos el sistema paran = 2y f dada por
f(r,0) = (rcosf,rsinf). La funcién f envia a las lineas verticales a
circulos centrados en el origen y a las lineas horizontales a rayos que
pasan por el origen. El determinante de la matriz jacobiana de f en un
punto (r, ) es r. Entonces, para un punto cualquiera zo = (1, 6) tal que
r # 0, digamos (1, 27) existen vecindades V de o y W de f(x) = (1,0)
tales que f|y : V' — W es un homeomorfismo con inversa diferenciable.
La figura 1| muestra tales posibles vecindades. Esto no quiere decir
que dado y = (1,0) exista una unica solucién para este sistema. Por
supuesto, la ecuacion tiene unica solucién para todo y si y solo si
f es uno a uno y sobre, y nuestra funcién ejemplo esta lejos de ser
inyectiva.

A principios del siglo pasado, Hadamard en su articulo seminal [9]
propuso una condicion de existencia y unicidad para la ecuacion en

1Para muchos el teorema de la funcién inversa es uno de los teoremas mds importantes en
matemadticas, cuyo comienzo se remonta a las ideas seminales de Newton, Leibniz y Lagrange
hasta las formulaciones rigurosas de Cauchy y el matematico italiano Ulisse Dini entre los siglos
xvII y XIX. El lector puede consultar el libro de Krantz y Parks [I2] donde se explican a detalle
estas aportaciones en un lenguaje actual y con muchos ejemplos.
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términos del ntimero real:

e = i 130l @)
El simbolo || - || en (2)) se refiere a la norma euclidiana en R™. Sin = 1,

Hadamard nos recuerda que si la primera derivada es positiva en todo
r € R entonces la ecuacién tiene a lo mas una solucién. Sin embar-

g0, la existencia no se puede garantizar a no ser que f?oo f(p)dp =00y

fooo f'(p)dp = oo; de ser el caso, de ambos lados del cero, la grafica de la
funcion f «se expande» al infinito, de tal forma que interseca cualquier
linea horizontal del plano; de otro modo, se podria tener lo que se pre-
senta en la figura[2] Para n > 1, Hadamard afirma que no es suficiente
reemplazar f'(p) en las integrales de arriba por el determinante de la
matriz jacobiana en x, sino que el criterio adecuado es:

(D) Jo~ minye—p pta dp = 00,
siempre que pu, > 0 para todo x € R". En otras palabras, el bellisimo
resultado de Hadamard es el siguiente:

Teorema 1.2 (Hadamard, 1906). Sea f : R® — R" wuna funcion
continuamente diferenciable tal que minj, = ||Jf(z)v| > 0, para todo
reR". S

o

min min ||Jf(z)v| dp = o0
o lzl=pllvl=1

entonces el sistema f(x) =y tiene una unica solucion para todo y.

Un calculo sencillo nos revela que, para cualquier matriz cuadrada A,
A es una matriz invertible si y solo si miny, = [|Av|| > 0. En particular,
ty > 0 siy solo si Jf(z) es una matriz invertible y por el teorema de
la funcién inversa, f es localmente invertible y ademés:ﬂ

pa = (3£ (@)1
En vista de lo anterior, la condicién |(1)|se cumple si Jf(z) es invertible
para todo x y ademaés existe M > 0 tal que:

(11) ||Jf(x)7t|| < M para todo = € R",

pues en este caso, para todo p > 0 se tiene que 0 < M~ < mingg|—p ta-
El corolario resultante se conoce en la literatura como teorema de
Hadamard-Levy y posiblemente sea uno de los resultados de inversién

global méas populares en la literatura.
2Una referencia del porqué ug = ||[Jf(x)~ 1|~ es [I6, p. 73], sin embargo se invita al lector a
hacer la prueba él mismo. Esta forma de escribir a u, es la que se encuentra usualmente en libros
de texto. Nosotros nos quedamos con la original, entre otras razones que daremos mas adelante,
porque la condicién en términos de py = ||Jf(z)~!||~! implica conocer la inversa de la matriz
jacobiana de f en todo punto z.
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y para el que no hay solucién
grafica de f
gréfica de f’
- T ’
lim, oo fro f(p)dp < o lim, 00 for f(p)dp < o0

Figura 2. Ejemplo de una funcién f con derivada positiva en todo pun-
to pero que no es sobre; para esta f se tiene que fi)oo flp)dp < oy

fooo f'(p)dp < oo.

Pero ademas del teorema|l.2}, en su articulo de 1906, Hadamard hace
las siguientes observaciones informales las cuales se fueron precisando
y redondeando paralelamente en geometria, topologia y analisis, hasta
formar una teoria completa que es justamente de la que se hablara en
las siguientes secciones.

Observacién 1. Bajo las hipdtesis del teorema , la condicién
deberia implicar que:

(1) Todo camino ¢ definido en [0,¢) que comienza en 0 y es enviado
bajo la funcién f a un segmento p(t) = f(0) + tw, tiene longitud
finita.

Observacién 2. Si f es localmente invertible (homeomorfismo local)

en todo punto entonces la condicién debe ser suficiente para ase-

gurar la existencia y unicidad de (|1)), incluso si f no es diferenciable.
Las ideas detrds de la observacién 2 se ilustran en la figura [T Al
espacio de llegada lo vemos como un conjunto de rayos que salen de

f(0). Dado un rayo cualquiera p(t) = f(0) + tw definido en [0, 1], ya

que f es un homeomorfismo local, existe un tnico camino ¢(t) = q(t, w)

definido en un intervalo maximal [0, €) tal que foq = p en [0,€) que

comienza en 0 (a ¢ se le llama levantamiento de p). ﬂ Supongamos que

e < 1. La condicién nos asegura que la longitud de ¢ es finita.

3El levantamiento ¢ es una funcién continua si f es un homeomorfismo local. Ademas, si Jf(x)
es invertible para todo x € R™ y f es continuamente diferenciable, por el teorema de la funcién
inversa, g es continuamente diferenciable.
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Figura 3. llustracién de las ideas detrds de la observacién 2.

Entonces, podemos considerar que f es un homeomorfismo local en un
punto «cerca del final» de la imagen de ¢, y prolongar la existencia de ¢
mas alld de €, lo que contradice la maximalidad del intervalo [0, €). No
hay ambiguedad en tal extension, pues, ya que f es un homeomorfismo
local: si g1 y qo son dos levantamientos de un mismo segmento que
coinciden en un punto, entonces q; = qo. Por tanto, si la longitud del
levantamiento ¢ es finita entonces estéd definido en todo [0, 1] y podemos
para todo w € Y considerar la funcién w — ¢(1,w). El fondo del asunto
es el siguiente (daremos més adelante la referencia): si w y w* son puntos
cercanos en Y entonces ¢(1,w) y ¢(1,w*) son puntos cercanos en X.
Esto implica que la funcién w — ¢(1,w) es continua en Y y el conjunto
S ={q(1,w) : w € Y} # 0 es abierto en X. Adem4s, la continuidad de
w +— q(1,w) implica que S es cerrado en X. Por tanto X = S. Dado
y € R", consideramos el segmento p(t) = f(0) 4+ tw con w =y — f(0)
que une a f(0) con y. Entonces x = ¢(1,w) es la tnica solucién del
sistema f(z) = y.

Con respecto a la observacion 1, es facil ver que|(11)|—caso particular
de [(D}— implica (D)} Si ¢ : [0,€) — R™ es un levantamiento de un
segmento p(t) = f(0) 4 tw, entonces, ya que Jf(q(t))q(t) = p(t) = w,
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para todo s € [0, €]:

Ualos) / ld(o)llde = / 1f () wlldt < Mlwll.  (3)

Por tanto, ¢(q) = lim,_,#(q|jp,s) < M|w| < co. La prueba del caso
general < implica >> queda fuera del alcance de este articulo, pero
una demostracién muy bonita se puede ver en [I7], donde se cambia la
métrica de R™, de modo que si consideramos la longitud de ¢ respecto a
esa métrica, se puede razonar andlogamente como en , pero tomando
en cuenta la condicién integral |(1)| en lugar de |(11)]

Finalmente, Hadamard también hace la siguiente reflexiéon que nos
servird para introducir nuevos conceptos y argumentos que usaremos
mas adelante:

Observacién 3. Si f es continuamente diferenciable, la condicién
se cumple si para todo ¢ > 0 existe p tal que ||f(z)]| > o si ||z|| > p,
esto es, siempre que:

(1v) limyjp)soo || f(2)]| = 00

Cuando una funcién f satisface la condicién |(1v)|se dice que es coer-
civa (o coercitiva). Note que una funcién f es coerciva si y solo si para
todo conjunto acotado B de R™ su preimagen

“Y(B) ={z: f(x) € B}

es un conjunto acotado también. Cualquier segmento p(t) = f(0) + tw
de la figura (1] vive dentro de un conjunto acotado B. Por tanto, si f
es coerciva entonces la imagen del levantamiento ¢ que comienza en 0
estd en el conjunto acotado f~'(B) y, de hecho, dentro de un conjunto
compacto K. Ya que f es continuamente diferenciable, el levantamiento
q tiene que ser de longitud finita, pues tomando en cuenta , basta
verificar que para todo s € [0, ¢€):

sup [|7f(q()) " wl| < max [[Jf ()" [fJw]- (4)
telo,s) z€

Para funciones f : R"™ — R"”, la condiciéon de coercividad es equivalen-
te a ser f una aplicacién propia [2]. En general, una funcién f entre
espacios topoldgicos se dice que es propia si:

(v) f7YK) es compacto siempre que K sea compacto.

Es por eso que en algunos textos se le atribuye a Hadamard el siguiente
teorema. Ver por ejemplo [12) p. 127]:

Teorema 1.3. Sea f : R" — R™ una aplicacion continuamente dife-
renciable, si f es una aplicacion propia —equivalentemente coerciva—
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tal que Jf(z) es invertible para todo x € R™ entonces f es biyectiva con
wmversa continuamente diferenciable.

Las reflexiones originales de Hadamard han servido para introdu-
cir los conceptos y argumentaciones fundamentales del tema. En las
siguientes secciones se da un vistazo panoramico de resultados de in-
versién global donde la condicion juega un papel fundamental. En
primera instancia se retoman las ideas de Hadamard, bajo el supuesto
que la funcién f : X — Y es una aplicacion suficientemente suave entre
espacios de Banach —espacios vectoriales normados y completos— . En
primer lugar se analiza el caso donde la derivada df (x) es un isomorfismo
para todo z € X y se resumen criterios para asegurar que f es biyectiva
con inversa diferenciable. En la ultima seccién se relajan la hipdtesis y
se supone simplemente que df(x) es sobre para todo x € X, pero no
necesariamente inyectiva. En este caso, criterios similares garantizan
la existencia de secciones globales de f, esto es, funciones continuas
o:Y — X tales que f(o(w)) = w para todo w € Y. Es importan-
te senalar que las ideas expuestas hasta ahora pueden transladarse sin
problema de dimensién finita a dimensién infinita, de ahi el éxito de
esta técnica dentro del andlisis no lineal. Se hara hincapié en los puntos
donde la cuestion de la dimension sea relevante. Para dar al lector un
panorama mas general, se establecen algunas conexiones de lo anterior
con resultados relevantes de geometria diferencial y topologia como el
teorema de Cartan-Hadamard, el teorema de Ehressman y el teorema
de Browder.

2. Teoremas globales de la funcion inversa

Ecuaciones de la forma para funciones f : X — Y entre espacios de
dimensién infinita aparecen todo el tiempo en diferentes ambitos, ge-
neralmente en forma de ecuaciones en derivadas parciales o ecuaciones
integro diferenciales no lineales; para consultar ejemplos muy concretos
e ilustrativos ver [1] y [10]. El articulo de P. Levy [15] de 1920 es consi-
derado por muchos como el pionero en el salto a la dimensién infinita.
Levy probd, para X =Y el espacio de funciones cuadrado integrablesﬂ
que si f es una funcion continuamente diferenciable tal que df (z) es un
isomorfismo para todo x € X y satisface entonces el sistema
tiene una unica solucion para todo yE| Sean X y Y espacios de Banach
cualesquiera, no necesariamente iguales. Podemos argumentar el resul-
tado de Levy para una funcién f : X — Y copiando verbatim las ideas

4Sobre cualquier espacio, respecto a cualquier medida.

5El teorema de la funcién inversa se cumple también para funciones continuamente diferencia-
bles (derivada Fréchet) entre espacios de Banach. El lector puede consultar el capitulo 4 del libro
de célculo diferencial de H. Cartan [6].
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sobre la observacion 2 que se dieron justamente después de la figura
para funciones f : R" — R". Si ademds f es suficientemente suave
(con derivada localmente Lipschitz), los levantamientos de los segmen-
tos p(t) = f(0) 4 tw se pueden ver como soluciones de la ecuacién de
Wazewski:

q(t) = df(q(t) " w, (5)
q(0) = 0.

Fijando w € Y existe una unica solucién ¢(t,w) = ¢(t) que comienza
en el origen definida en un intervalo maximal que contiene al cero, en
particular estd definida en un intervalo de la forma [0, €). Este punto de
vista nos servira para hacer la conexion del teorema de Levy con otros
resultados mas sofisticados que se exponen mas adelante. Pero ademas
en este caso, podemos concluir mas cosas: la inversa de f es también
continuamente diferenciable; pues coincide localmente con las inversas
locales (f|y,)~! que existen en cada punto y = f(z)f]

Por otro lado, el criterio sustituyendo la matriz jacobiana por la
derivada Fréchet, implica claramente la condicién siguiendo bési-
camente un argumento analogo a para el caso finito-dimensional.

Teorema 2.1 (Hadamard-Levy, 1920, John-Plastock, 1968 y 1974).
Sea f: X — Y una funcion continuamente diferenciable entre espacios
de Banach tal que df (x) es un isomorfismo para todo x € X. Si existe
un a > 0 tal que

”iﬂlf |df (z)v]| > «, para todo v € X
v|[=1

entonces f es biyectiva con inversa continuamente diferenciable.

Por otro lado, la condicién también implica el criterio . De
hecho, si f es una funciéon propia entonces cada segmento p en Y esta
contenido en un compacto K y por tanto la imagen de su correspon-
diente levantamiento q estd en f~!(K) que también es un compacto.
Basta entonces considerar la version infinito dimensional de y .
Estas limitaciones sobre la diferenciabilidad de f pueden de hecho ser
eliminadas, asf lo confirma el siguiente teorema de los afios treinta que
de forma independiente probaron los polacos Banach y Mazur [3] y el
italiano Caccioppoli [5]:

Teorema 2.2 (Banach-Mazur-Caccioppoli, 1932 y 1934). Un homeo-
morfismo local entre espacios de Banach es una aplicacion propia si y
solo si es un homeomorfismo global.

6La existencia y unicidad de la ecuacién se debe que a que f tiene derivada localmente
Lipschitz, sin embargo esto no es necesario para ver que f~! es continuamente diferenciable si f
lo es. Para ver los detalles, el lector puede consultar el articulo de F. John [IT].
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En algunos textos, el teorema [2.2| se le atribuye a Browder porque
a medidados de los cincuenta, Browder probé [4], en un contexto muy
general de funciones entre espacios topoldgicos con ciertas propiedades
de conexidad, que: si f : X — Y es un homeomorfismo local y una
funcién propia entonces f es una proyeccion recubridora. Una funcién
f es una proyeccion recubridora si todo punto en Y tiene un entorno
W cuya preimagen es la union disjunta de abiertos cada una de ellos
homeomorfo a W bajo f. En este caso, para todo y € Y, el conjunto
de soluciones f~!(y) de es homeomorfo a un conjunto discreto F
y de hecho f~'(W) es homeomorfo a W x F. Ver figura . Si f es
una aplicacion propia, el conjunto F es finito. Mas atn, de la teorfa de
homotopia se sabe que si ademés Y es simplemente conexo y X es arco-
conexo, entonces la proyeccién recubridora f es un homeomorfismo [20].
La demostracion se basa fundamentalmente en la llamada «propiedad
de levantamiento de caminos». No ahondaremos mas en el tema, pero
basta decir que bajo las hipdtesis del teorema [2.2] esta propiedad es
equivalente a «levantar» segmentos de linea recta, que es basicamente
lo que se hizo en el bosquejo de la demostracién del resultado de Levy.
Mientras que en caso de funciones entre variedades riemannianas, esta
propiedad equivale a «levantar» geodésicas minimizantes.

Por otro lado, un dato curioso es que existe un homeomorfismo f :
X — X queenviaa X\B a B donde B es una bola abierta en un espacio
de Banach X de dimension infinita. Por supuesto, este homeomorfismo
no es una funcién coerciva [21]. Esto echa abajo la idea intuitiva de que
un homeomorfismo global entre espacios vectoriales debe ser coercivo.
En otras palabras, en dimensién infinita no se puede sustituir libremente
«propia» por «coerciva» en el teorema [2.2] Sin embargo puede que se
valga en algunos casos particulares o anadiendo supuestos extras. Un
ejemplo trivial de funcién coerciva es una isometria global, esto es:

| f(x) — f(u)| = ||z — u|| para todo z,u € X.

Una isometria global f : X — Y es obviamente uno a uno y una pregun-
ta muy pertinente es bajo qué condiciones es también sobre. Recuerde
que, por el teorema de Mazur-Ulam, si f es una isometria global sobre
entonces f es de hecho una transformacion afin. Es bien sabido que
toda isometria global f : R®™ — R™ es biyectiva, esto es consecuencia
del teorema de la invariancia de Brouwer, el cual falla en dimensién
infinita en general [I3]. Sin embargo, se tiene un resultado similar en
dimensién infinita pidiendo lo que en el caso finito dimensional lo da
el teorema de invariancia. Siendo mas precisos, si f : X — Y es una
funcién continua tal que f(X) es abierto en Y y:

(vi) || f(z) — f(w)]| > af||lx — ul|, para todo z,u € X y algin a > 0,
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Figura 4. Ejemplo tipico de proyeccién recubridora. El conjunto F es un
conjunto discreto. Para todo y el conjunto f’l(y) de soluciones de la ecua-
cién (los puntitos dentro del espiral) es homeomorfo a F.

entonces f es un homeomorfismo sobre Y [19]. En este punto regresamos
al teorema de Hadamard-Levy, pues resulta que si f es una funcién
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continuamente diferenciable tal que df (z) es un isomorfismo, entonces:ﬂ

) = fE@ 1y
- = lim = inf ||df(z)v|| = ||df (x .
po o= lim PSR = i (@)l = (o)
Por tanto, la condicién |(vI)| implica [(11)} A finales de los sesenta se

probé la versién definitiva del teorema|l.2| para funciones entre espacios
de Banach en términos del criterio:

(1) Jo~ infjay<p pt dp = o0.
Esto se puede ver como consecuencia del siguiente hecho notable [L1]:
sea f: X — Y una funcién continuamente diferenciable tal que df (z)

es un isomorfismo para todo x € X. Supongamos por comodidad que
f(0) =0. Para r > 0 sea

r)= inf p, dp.
Q() /05!?||<p'u P

Para w € Y con ||w|| < o(r), el levantamiento local ¢(t) = ¢(t,w) de
p(t) = tw se puede extender hasta ser definido para ¢ = 1. Ademads
lq(t)]] < r para todo t € [0,1]. En particular:

By C f(By).
Y finalmente si o(r) — oo cuando r — oo entonces la funcién f tiene
inversa diferenciable definida en todo Y. En particular, la ecuacion (1
tiene 1nica solucién para todo y.

Las ideas del bosquejo de la prueba del teorema de Levy es una
adaptacion para nuestro caso (més simple) tomada del trabajo de John
[T1]. Poco después, a principios de los setenta, de forma independiente
Plastock [I7] ofrece otra demostracién basada en la teorfa de espacios
recubridores de la geometria diferencial, que el lector puede comparar
por ejemplo con la prueba del teorema de Cartan-Hadamard de la geo-
metria diferencial, que a su vez tiene un punto importante en comin
con la demostracion muy general de Browder: todas se basan en exten-
der «levantamientos» de segmentos, geodésicas o, en general, caminos
continuos. Esta técnica ha sido muy eficiente, pues permite el traslado
a la dimensién infinita sin apenas hacer modificaciones de fondo. Sin
embargo, a principio de los anos noventa surgieron nuevos métodos ba-
sados en el principio variacional de Ekeland (teorfa de puntos criticos)
donde se obtuvieron criterios mas finos para concluir la existencia y
unicidad de las soluciones de que aparentemente se le escapan a la
técnica de continuacion de caminos y que valen para funciones entre
espacios de dimension infinita.

"Esto se cumple también en contextos més generales, por ejemplo, si X y Y son variedades rie-
dy (f(u),f(z)) _

dx (u,z) B
nf |y p =1 de(x)vHTf(m)Y donde dx y dy representan a la distancia riemanniana en X y Y,

mannianas completas, se tiene que si f es un difeomorfismo local entonces limq,—; »

respectivamente, ver [8] y referencias ahi.
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3. Mas incégnitas que ecuaciones

A finales de los anos noventa Rabier [I8] publicé un resultado que
generalizaba al mismo tiempo el teorema de Hadamard —incluso la
version infinito-dimensional que acabamos de presentar— y el famoso
teorema de Ehressmann de geometria diferencial:

Teorema 3.1 (Ehressmann, 1950). Sean X yY wvariedades diferencia-
bles de clase C*°, X de dimensionn yY de dimension m conn > m.
Si f: X =Y esuna funcion C*, sobre y propia, tal que df (x) es sobre
para todo x € X, entonces es un fibrado.

Vayamos poco a poco. Supongamos que X = R"” y Y = R™. ;Qué
significa que df (x) sea sobre, para todo z € X7 Un ejemplo sencillo es
cuando f es una funcién lineal, digamos una matriz A : R” — R™ con
n > my el rango de A es m. Recuerde que en este caso df (r) = A para
todo x. En este caso, el dlgebra lineal nos dice que existe una matriz
invertible ® tal que A® = 7 donde 7w : R® — R™ es la proyeccién
sobre el primer factor. Para el caso no lineal, si df (x) es sobre, entonces
f:R™xR"™™ — R™ es practicamente una proyeccién sobre el primer
factor cerca de . ﬁ Una pregunta natural es bajo qué condiciones, si
df (x) es sobre para todo z, f se comporta «globalmente» como una
proyeccion.

Ahora bien, el teorema de Banach-Mazur-Caccioppoli es un caso par-
ticular del teorema de Browder: todo homeomorfismo local f: X — Y
que sea una aplicacion propia es una proyeccién recubridora. En par-
ticular el conjunto de soluciones f~1(y) de es, para todo y € Y
homeomorfo a un mismo conjunto discreto F C X. Si resulta que Y es
simplemente conexo, entonces f~!(y) es un solo punto y f es en reali-
dad un homeomorfismo. El concepto de proyeccion recubridora es un
caso particular de fibrado. Se dice que una funcién f es un fibrado si
es sobre y si existe una cubierta {WW} de Y y un espacio topolégico F
tal que @y : W x F — f~1(WW) es un homeomorfismo para cada W y
ademds f o @y es la proyeccién natural. Ver figura 5l En particular, el
conjunto f~!(y) de soluciones de es homeomorfa a F. Finalmente
si Y es contraible entonces f es un fibrado trivial: esto es, existe un
homeomorfismo ® : Y x F — X tal que f o ® es la proyeccion sobre el
primer factor.

85i df (z) es sobre, entonces para todo x existen un abierto V' de z, un homeomorfismo ® : W x
U — V,un W abierto en R™ y un U abierto en R"~" tales que fo® =x,donde 7 : W xU — W
es la proyeccién natural. Esto se puede extender naturalmente para funciones entre espacios de
Banach, siempre que el nicleo de df (z) escinda para todo z, esto es, que exista un subespacio G
de X tal que X = kerdf(z) ® Gz; y también se puede extender al contexto de funciones entre
variedades, pasando por la cldsica composicién de cartas. Ver el primer capitulo del libro de S.
Lang [14].
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Figura 5. Ejemplo de fibrado. Comparar con la figura

El teorema de Ehressman es para muchos un resultado fundamental
en geometria diferencial, sin embargo, pierde interés en casos impor-
tantes, sobre todo si hablamos de funciones entre espacios vectoriales.
Por ejemplo, si consideramos la proyeccién trivial 7(xy, z5) = z; de R?
a R, entonces el conjunto de soluciones 7 *(y) es {(y,x) : € R} y en
particular esto implica que f no es una aplicacién propia.

Por otro lado, en el marco de este escrito es natural preguntarse si es
valido en dimensién infinita. Como ya hemos dicho antes, el teorema de
Rabier se establece en un contexto general que incluye tanto el teorema
de Hadamard de la seccién anterior como el de Ehressman. Aqui dare-
mos una version super simplificada bajo el supuesto de que X y'Y son
espacios de Hilbert y f : X — Y es una funcion suave (continuamente
diferenciable con derivada localmente Lipschitz).

Antes que nada, es importante mencionar que la demostracion de
Ehressman tiene un punto de encuentro importante con la demostra-
cién que bosquejamos en la seccién anterior. Siguiendo las ideas de
Ehressman, para nuestro caso simplificado, en lugar de la ecuacion ()



34 OLIVIA GUTU

partimos de la ecuacién:

q(t) = s(q(t))w, (6)
q(0) = =z,

donde s(x) = df (x)*[df (x)df (z)*]"" es una inversa derecha de df(z)
para todo z € X. Fijo w € Y, sea q(t) = ¢(t,w) la solucién de (.
También en este caso se tiene f(q(t,w)) = f(x)+ tw para todo t donde
la solucién esta definida. Al igual que antes, dado w € Y y z € X, la
solucion de la ecuaciéon @ existe y es Unica en un intervalo maximal.
Supongamos que la soluciéon se puede continuar hasta ¢t = 1. Dado
r € X yw = —f(z) existe un unico camino-solucion ¢(t) = ¢(t, — f(z))
que comienza en x y termina en f~1(0), pues se tiene que

flq(1)) = f(z) = f(x) = 0.

Debido a las propiedades de flujo que tienen las soluciones de @,
la asociacién = +— (f(x),q(1)) define un homeomorfismo X — Y X
/710), a la inversa de este homeomorfismo le llamaremos ®. Note que
w(f(z),q(1)) = f(x). Por tanto, f o ® = 7. Es decir, f es un fibrado
trivial. Esta ® es una suerte de funcion implicita global. Ademas, para
todo y el conjunto de soluciones f~!(y) es homeomorfo a F = f~1(0).

Ahora bien, la idea es poner condiciones del tipo Hadamard so-
bre f que impliquen que f es un fibrado trivial. El nimero que pro-

pone Hadamard p, = infj, =y ||df(z)v] tiene sentido aqui, pero tal
como estd no es util. Por ejemplo, para la proyeccion 7w se calcula
e = f |y =1 ||d7(x)v|| = Inf|,=1 ||7v] = 0. De hecho para una proyec-

cién cualquiera se tiene que p, = 0, pues entre otras cosas si p, > 0 eso
implica que df (z) es uno a uno y eso a su vez implica que f alrededor
de x es localmente como una inmersién. Por otro lado df (z) es sobre si
y solo si

v, = inf ||df(z)"v*|| > 0. (7)

lo*[1=1
En este caso f es localmente como una proyeccién, como ya se ha dicho
antes. Finalmente, si df () es un isomorfismo entonces v, = y,. La clave
de todo es que se cumple que v, < ||s(x)||~! por tanto es posible repetir
verbatim el argumento para concluir que si v;1 < M entonces las
soluciones ¢ se pueden extender hasta asegurar que esta definida para
t = 1. Por tanto, el teorema de Rabier en nuestra version simplificada

es el siguiente (tomando a = 57), compdrese con el teorema .

Teorema 3.2 (Rabier, 1997). Sea f : X — Y wuna funcién suave entre
espacios de Hilbert tal que df (x) es sobre, para todo x € X. Si existe
un o > 0 tal que

H irif |df (x)*v*|| > «, para todo x € X
v¥||=1
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entonces f es un fibrado trivial.

Nos resta ver qué sucede en este caso con la condicién tipo integral
de Hadamard. Supongamos que estamos bajo las hipdtesis del teorema
de Rabier y ademas que f(0) = 0. Para r > 0 sea

o(r) :/ |inf v, dp.
0

lzll<p

De forma similar que antes se cumple lo siguiente [7]: para todo = € X
y w € Y tal que ||lw|| < o(r) para algin r > 0, el camino solucién
q(t,w) de (6) con condicién inicial ¢(0) = 0 estd definido para ¢ = 1.
Ademés tal que ||g(t)|| < r para todo ¢ € [0,1]. En particular, también
en este caso se tiene que B,y C f(B,). La funcién o(w) = q(1,w) es
una seccion global de f, es decir 0 : Y — X es una funcion continua tal
que f(o(w)) = w para todo w € Y. Por tanto se tiene lo siguiente:

Teorema 3.3. Sea f : X — Y wuna funcion suave entre espacios de
Hilbert tal que df (x) es sobre, para todo x € X, y f(0) = 0. Si o(r) — o0
cuando r — oo entonces existe o 'Y — X una seccion global de f tal
que:

o(w) <r, si|lw] < o(r).

Resumiendo: el teorema de Ehressmann es una generalizacién
notable en el contexto de variedades de dimensién finita del teorema [2.2]
de Banach-Mazur-Caccipioli, pero pierde interés en dimensién infinita,
principalmente si consideramos funciones entre espacios de Banach. El
teorema de Rabier es una elegante opcién que a su vez se relaciona
con el teorema de Hadamard-Levy. Finalmente, con el teorema [3.3
se cierra el circulo, pues este resultado es una extension del teorema (1.2
de Hadamard que se expuso al inicio.
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