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Una breve biografia de Euler

El 15 de abril del 2007 celebramos el tricentenatio del nacimiento de
Leonhard Euler, el cual nacié en la ciudad suiza de Basilea situada en la
frontera entre Francia y Alemania. Su padre era un pastor protestante
y encaminé la ensenanza de Leonhard hacia la religion, esperando que
dedicara su vida como pastor. Acabd la escuela de gramatica de latin
y muy pronto pudo ingresar a la Universidad de Basilea. El ambiente
universitario lo movié a acercarse a la ciencia y en particular a Johann
Bernoulli, quien reconocié grandes capacidades en el joven Euler. La
relacion entre Fuler y Johann Bernoulli fue muy intensa, volviéndose
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Johann el tutor de Leonhard. Todos los sdbados por la tarde los dedi-
caban a charlar sobre distintos temas de Fisica y Matematica; en estas
tertulias cientificas también participaban los hijos de Johann. Podemos
decir que los Bernoulli adoptaron al joven Euler como parte de esta
ilustre familia. Fue Johann Bernoulli quien convencié al padre de Euler
de que Leonhard debia seguir una formacion cientifica y no religiosa.

Johann Bernoulli

En aquellos dias en que el joven Euler era instruido por los Bernou-
1li, Johann le propuso a Euler la siguiente tarea: encontrar la trayectoria
mas corta entre dos puntos sobre una superficie. Esta tarea fue resuel-
ta de manera brillante por el joven Leonhard, el método de solucion
del problema fue la base de lo que ahora conocemos como el Calculo
de Variaciones. No cabe duda que todos los Bernoulli reconocian un
gran potencial cientifico en Euler. A principios del siglo XVIII, Pedro
I de Rusia tenia el propdsito de hacer crecer en tamano y esplendor la
ciudad de San Petersburgo situada en el Béltico. Uno de sus grandes
proyectos fue la creacién de la Academia de Ciencias de esta ciudad
y para ello invitd a pertenecer a dicha institucion a las cabezas mas
brillantes del mundo europeo. Daniel Bernoulli fue uno de los elegidos
y se desplazd a esta espléndida ciudad, fundada por Pedro el Gran-
de, en 1725. El gran potencial cientifico que ofrecia la nueva ciudad
motivé a Daniel Bernoulli a promover la candidatura de Euler como
miembro de la Academia de San Petersburgo, la cual se concretd en
1727. Juntos de nuevo, Daniel y Leohnard, continuaron su colabora-
ciéon en muchos proyectos relacionados con la mecénica de los medios
continuos. A partir del ano de 1731, Euler fue profesor de Fisica Tedri-
ca y Experimental de la Academia, donde encontré un ambiente muy
propicio para desarrollar todo su potencial matematico y mecanico. La
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sociedad petropolitana acogiéo muy calidamente al joven Leonhard, el
cual tomo por esposa a una joven rusa llamada Katherine Gsell. Los
Euler tuvieron 15 hijos, de los cuales s6lo sobrevivieron 5.

Daniel Bernoulli

Euler trabajé en el Departamento de Geografia de la Academia y
también fue catedratico de la Facultad de Altas Matematicas hasta la
muerte de la emperatriz Anna Ivannovna; este acontecimiento desen-
cadend la persecucion de los miembros de la Academia en 1740. En ese
momento Euler aprovechd una invitacion de Federico II de Prusia a
trasladarse a Berlin y trabajar en la Academia berlinesa. Durante 20
anos Euler trabajé en el Departamento de Matematicas de la Acade-
mia pero no rompio su relacién con San Petersburgo. Un conjunto de
problemas relacionados con el financiamiento que Federico II daba a la
Academia, motivé a Euler y su familia a tomar la decision de regresar
a su segunda patria. La familia Euler se desplazd a San Petersburgo en
1766. Leonhard fue muy bien recibido por la Academia y la sociedad
rusa, que estaba gobernada por Catalina la Grande, continuando de
esta manera sus estudios cientificos. Desde su regreso a Rusia, Euler
tuvo muchas limitaciones con su capacidad visual, perdié la vista muy
pronto de su llegada. Esto no detuvo su desempeno cientifico, se valié de
una memoria prodigiosa para poder hacer calculos matematicos muy
complicados en la mente. Los resultados los dictaba a sus colaboradores
practicamente sin error alguno. En esta época, dos de sus hijos trabaja-
ron muy estrechamente con él. El 18 de septiembre de 1783, después de
explicar a su nieto sobre el descubrimiento de Urano, Leonhard Euler
murio. Sus restos fueron enterrados en San Petersburgo, en su lapida
de granito se lee Leonhardo Eulero Academia Petropolitana.
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Euler, la navegacion y la industria naval

El trabajo cientifico de Euler estuvo fuertemente relacionado con
problema de navegacién y de la industria naval. La marina de guerra y
mercante fueron las grandes promotoras de los desarrollos cientificos y
técnicos en el siglo XVIII. Podemos comparar el papel que jugaron estas
industrias con el desarrollo de la ciencia y técnica debida a las Agencias
Espaciales en el siglo pasado y el actual. Los cientificos obtenian finan-
ciamiento de los Almirantazgos de las Marinas de los distintos paises
que, en el siglo XVIII, competian por el dominio de los mares. Euler
escribi6 su primer trabajo cientifico, relativo al posicionamiento 6pti-
mo de los mastiles en un barco, sin haber visto antes el mar ni ningin
buque de guerra o mercante. Es posible que su contacto con la marina,
al realizar su servicio militar como oficial médico, haya sido el detona-
dor que lo impulsé a trabajar arduamente en muchos de los aspectos
tecnologicos relativos a la estabilidad, maniobrabilidad y propulsién de
los barcos. La navegacién de estos buques también constituyé un reto
para Euler, llevandolo a involucrarse en los desarrollos de la cartografia
y posicionamiento de las flotas en los océanos.

El interés sobre la Marina fue una constante en la vida de Euler,
sus publicaciones en estos temas van del 1727 hasta el 1780, un par de
anos antes de su muerte. Su tutor, Johann Bernoulli lo animé a parti-
cipar en un concurso convocado por la Academia Real de Ciencias de
Paris sobre el tamano y posicion éptima de los mastiles en los buques.
Su trabajo quedd en segundo lugar, siendo el ganador Pierre Bourguer,
quien era considerado como el padre de la arquitectura naval. Se dice
que dicho premio no fue concedido a Euler debido a su juventud y para
no demeritar el prestigio que Bourguer ostentaba en aquella época. A
partir de entonces, los trabajos de Euler y Bourguer siguieron cami-
nos muy paralelos, pero fue Euler quien pudo trascender més alla de
las técnicas maritimas hacia el desarrollo de las grandes teorias en la
Mecanica.

La necesidad de entender qué fuerzas actuaban sobre un buque de
vela, llevo a Leonhard Euler a involucrarse en la construccién de la
teorfa de fluidos. En 1752 publicé los trabajos donde establecia la Ecua-
cién de Euler de la Mecanica de Fluidos. Un ano después, establece un
conjunto de criticas a la Teoria de Impacto formulada por Newton y
en 1755 pone los fundamentos de lo que conocemos ahora como Teoria
Potencial del Flujo.

En las siguientes secciones comentaremos brevemente los trabajos
hechos por Euler sobre arquitectura naval y cémo estos estudios tras-
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cendieron en la formulacion de la Mecanica Clasica, Mecanica de Medios
Continuos y Mecéanica Celeste.

Hidrostatica y Estabilidad

La flotabilidad y estabilidad del casco de un barco habia sido estu-
diada desde los tiempos de Arquimedes. La accién de las fuerzas boyan-
tes en la geometria del buque fue desarrollandose a través de los siglos.
El advenimiento de la navegacion intercontinental fomenté el interés
de los constructores de barco por tomar consideraciones mas cientifi-
cas en sus disenos. La pompa y el orgullo, impulsados por los reyes
que querian tener barcos que impresionaran a sus subditos y enemigos,
llevé a grandes desastres. El rey Gustavo II de Suecia ordend construir
el buque insignia de la Marina Real y sus ingenieros navales trataron
de construir un barco que tuviera el mayor ntimero posible de canones
y donde los camarotes reales estuvieran colocados a la mayor altura
posible de la popa. El barco fue bautizado como Wasa y su velamen era
impresionante, desde lejos podia observarse el brillo de los metales que
adornaban los palos y cubierta del buque. En 1628, frente a toda la cor-
te del rey Gustavo II, se hizo la botadura del Wasa, el cual comenzé a
navegar majestuoso en las rias de Estocolmo hasta que un ligero viento,
que impulsé de forma lateral al barco, lo hizo volcar y hundirse en unos
cuantos minutos, y todo esto sucedié frente al mismo rey de Suecia. No
vale la pena decir cuantas cabezas rodaron por el incidente, pero algo
quedd claro: la construccién de barcos no puede guiarse por la estética
y belleza de sus formas, son la ciencia y la técnica quienes deben mos-
trar el camino para construir buques mas rapidos, estables y con mayor
capacidad de carga.

Pascal y Hurgones mostraron interés en los aspectos del diseno naval
y para principios del 1700 ya habia surgido un nimero considerables
de ingenieros navales que habian publicado tratados de construccién de
barcos, tales como Hoste, La Croix y Bourguer. Euler no fue ajeno a
este interés y publico, en 1746, un trabajo titulado Traité du Navire
y en 1749 Scienctia Navalis. Estos trabajos versaban sobre la teoria
general de posicién y movimiento de los cuerpos flotantes y las reglas
de maniobrabilidad y construccién de buques. En dichos trabajos Euler
estudio el problema de como actian las fuerzas boyantes en el casco del
buque; la presién es una fuerza que actia en la direccién normal al plano
tangente de la superficie del casco en todo punto, la fuerza boyante
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Wasa, el buque de su majestad

total es la suma de todas estas fuerzas, lo cual expresé Euler como
[ pdS, siendo p la presién y dS el elemento de superficie en el casco.
El equilibrio del casco se da al establecer la posiciéon donde se aplica
la fuerza boyante respecto al centroide del casco. Debemos notar cémo
Euler consideré las fuerzas como un continuo, que debe sumarse via una
integracién. Cuando el centroide del barco esta por debajo del punto
de aplicacién de la fuerza boyante entonces el cuerpo del barco estd en
equilibrio. Euler estudio el efecto de las fuerzas de restitucién cuando el
barco se desplaza de su punto de equilibrio, lo cual se expresaba como
un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, obteniendo
una expresion para el momento de restitucion del casco, Mp:

Mp=A(GB+Ip)V) |

siendo A el desplazamiento del equilibrio de flotacién, V' el volumen
del casco que se encuentra por debajo de la linea de flotacién, GB la
distancia del centroide del casco al punto donde se aplica la fuerza bo-
yante e It el momento de inercia del casco que es normal a la superficie
transversal del casco. Esta formula, que atn se utiliza por los ingenieros
navales, fue también encontrada por Bourguer.

El trabajo de flotabilidad de los barcos fue la punta de lanza que
condujo a Euler a desarrollar la Teoria de Cuerpo Rigido de la Mecani-
ca Clasica. Es interesante reflexionar sobre cudles fenémenos fisicos
podrian haber llevado a Euler en el camino del estudio del Cuerpo
Rigido. El movimiento del casco de un barco era donde se podian ob-
servar los tres grados de libertad rotacionales al flotar libremente en el
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Pierre Bourguer

mar. Euler reconocié que era posible entender dichos movimientos ro-
tacionales por medio de los momentos de inercia principales. La accién
de las torcas que aparecen cuando el barco se desplaza de su punto de
equilibrio de flotacion hace que el momento angular cambie y lleve al
barco a su punto de equilibrio. Estas son las bases que fundamentan
el desarrollo del Cuerpo Rigido en Mecanica, llevando a Fuler a esta-
blecer su formula sobre la Dinamica de Cuerpo Rigido cuando no hay
constricciones.

Como lo indicamos anteriormente, fue por primera vez Euler quien
utilizé de forma sistematica los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales de primer orden. El concepto de estabilidad lineal se
lo debemos a él, el comportamiento de las oscilaciones alrededor de los
puntos de equilibrio determinan asi el concepto de estabilidad marginal.
La modificacion de la posicion de la carga en un barco altera la respuesta
de la oscilacion del casco. Los desplazamientos del equilibrio y las torcas
que se aplican para restituir esta posicion de equilibrio son funcion de
los momentos de inercia del casco.

Los ingenieros navales modernos utilizan los mismos conceptos pero
aprovechando capacidades técnicas que no eran posibles hace tres siglos;
los buques actuales estabilizan su flotabilidad variando dindmicamente
los momentos de inercia del casco, esto lo logran colocando un doble
casco donde hay fluidos que son desplazados por aire a presién. Este
control dinamico anula buena parte de los movimiento sobre el casco
debido a la accién de las olas.
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Presién sobre el casco del barco

Resistencia y arrastre

En el diseno del barco no sélo se debe tomar en cuenta la estabilidad
hidrostatica del buque, la forma del casco determina la resistencia que
ejerce el agua cuando el barco se desplaza en el mar. El arrastre que
siente el barco cuando fluye una corriente de agua a través de su casco
o la resistencia que tiene al desplazarse depende de manera importante
de la forma geométrica del casco. Euler no fue ajeno a este problema
de arquitectura naval y se interes6 en dar soluciones practicas a los
ingenieros navales.

Desde la época de Newton, se sabia que la resistencia que ejerce un
cuerpo a ser desplazado sobre un fluido es proporcional al cuadrado de
la velocidad. Ya en el siglo XVIII, los experimentos mostraban que la
resistencia R estaba determinada por la siguiente ley, R = Cppv?S,
donde p es la densidad del fluido y v su velocidad, S es el area del corte
transversal del casco del barco desde su linea de flotacion a la quilla y
Cp es una constante. La pregunta que se hacian Euler y los ingenieros
navales era cémo depende C'p de S. Para obtener una respuesta, Euler
retoma la Teoria de Impacto formulada por Newton, la cual supone al
fluido como un conjunto de particulas puntuales masivas. En este mo-
delo, cuando un objeto se desplaza por el fluido, la fuerza de resistencia
es debida al impacto de las particulas sobre la superficie del objeto.
Newton habia propuesto este modelo para gases y no para fluidos como
el agua. Sin embargo, dada la ausencia de otra teoria que explicara los
efectos de arrastre y resistencia en los fluidos, los cientificos de aquella
época tuvieron que asumirla para fluidos densos.
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En 1727, Daniel Bernoulli formulé un conjunto de experimentos
donde se mostraba una serie de inconsistencias de la Teoria de Impacto.
Al mismo tiempo, Johann Bernoulli propuso la idea de considerar en
los fluidos el concepto de elemento de volumen y asociar a cada uno
de estos elementos una presion, la cual designdé como presion interna
del fluido. Estos eran los primeros pasos para definir al fluido como un
medio continuo.

Euler se preocupé por los problemas que generaba la Teoria de Im-
pacto, sin embargo la tuvo que utilizar para poder calcular las fuerzas
de arrastre de distintos objetos en el agua. Su interés se centré en
calcular el coeficiente de arrastre C'p para cuerpos con geometrias sen-
cillas, suponiendo colisiones elasticas e inelasticas al aplicar la Teoria
de Impacto. El valor de coeficientes no correspondia al que se obtenia
de manera experimental. La idea de encontrar un diseno 6ptimo que
tuviera la resistencia minima llevo a Euler a utilizar el calculo de varia-
ciones para determinar la forma del casco que minimizara el arrastre.
En esta investigacion utilizo la descripcién paramétrica de superficies
en el espacio. Las herramientas matematicas que Euler aplicé en dicho
estudio, pasaron a formar parte del curriculum del ingeniero naval. Sin
embargo, no pudo encontrar las soluciones correctas debido al uso de
la Teoria de Impacto.

Teoria de campos en fluidos

La necesidad de encontrar una alternativa a la Teoria de Impacto,
estimul6 a varios estudiosos de los fluidos del siglo XVIII a desarrollar lo
que ahora conocemos como Teoria del Flujo Potencial. Entre otros en-
contramos a Daniel Bernoulli, quien introdujo por primera vez las leyes
de conservacion de flujos y la utilizacion de la segunda ley de Newton
para determinar las ecuaciones dindmicas del elemento de fluido. Esta
dindamica se aplica a una linea de corriente, la cual se representa por
la conocida Ecuacion de Bernoulli. Otras contribuciones importantes
fueron hechas por Jean Le Rond D’Alembert, las cuales sentaron las
bases para una teoria de campos para fluidos que no incluia variables
internas referidas a la presion y fuerzas en cada elemento de volumen.

Partiendo de los trabajos de Daniel Bernoulli y D’Alambert, Euler
trabajo del 1752 al 1756 en formular una teoria de campos que permi-
tiera entender los efectos de arrastre del fluido sobre la superficie de los
objetos sin necesidad de recurrir a la Teoria de Impacto. Las contribu-
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Jean Le Rond D’Alembert

ciones de Euler en esta direccion son la introduccion de las ecuaciones
constitutivas y las leyes de conservacion, junto con la segunda ley de
Newton. De esta forma se tuvo una relaciéon entre las variables que
definen cada elemento de volumen del fluido, como son la velocidad
y la presion. Euler define estas ecuaciones dinamicas en un marco de
referencia fijo, obteniendo su célebre férmula:

p(aa—lzﬂLuOVu) +Vp=0

A partir de esta ecuacién, Euler pudo deducir la ecuacién de Bernoulli
sobre una linea de corriente. La formulacion de este tipo de ecuaciones
en derivadas parciales lleva consigo la definicién de las condiciones de
frontera e iniciales, las cuales son necesarias para definir de manera
completa la solucion de este tipo de problemas.

La ecuacién de Euler representa la dindmica de un fluido ideal, en
donde los objetos no ofrecen resistencia al fluido. No existen términos de
pérdidas debido a fuerzas viscosas o bien pérdidas por radiaciéon. Tuvo
que pasar mas de medio siglo para que Stokes y Navier, reformularan
una nueva ecuaciéon que permitiera estimar los coeficientes de friccién
y arrastre de forma mas precisa. Es claro que en época de Euler no
era posible llegar a la formulaciéon de Navier y Stokes debido a la falta
de experimentos mas precisos. Lagrange reformulé la hidrodindmica de
Euler variando el marco de referencia, el cual, en la visién lagrangiana,
se desplaza con el elemento de volumen. Cabe decir que Lagrange le dio
crédito a D’ Alambert y no a Euler, como antecedente de su trabajo.
Sin embargo, hoy se reconoce a Euler como el iniciador de una teoria
hidrodinamica moderna, donde sigue utilizandose la ecuaciéon propuesta
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por Euler para muchos fenémenos en los que los términos de pérdidas
no son importantes en la escala en que se estudia el problema fisico.

Propulsién

Los ingenieros navales tienen dos preocupaciones basicas: el diseno
optimo del casco y la propulsiéon de la nave. Del primer punto ya hemos
comentado cémo Euler y sus contemporaneos abordaron este problema.
Ahora consideremos las fuerzas que utilizan los barcos para desplazarse
por los mares. En el siglo XVIII solamente habia dos tipos de fuerzas:
el viento y la fuerza humana. El primer trabajo de Euler para la Acade-
mia de Ciencias de Paris versé sobre la posicién 6ptima de los méstiles
en la cubierta de la nave. La forma del casco y en particular el per-
fil de la proa, interviene en la decisiéon de cémo distribuir los mastiles
en cubierta. FEuler estudié con detalle donde se aplicaba la fuerza del
viento en las velas, para lo cual tuvo que utilizar nuevamente la Teoria
de Impacto, y al mismo tiempo determinar la fuerza de resistencia del
casco. De la suma de fuerzas obtuvo una resultante que da la propul-
sion de la nave, asi también se determinaba la torca que se ejerce en
la popa de la nave. Esta torca es de gran importancia porque permi-
te tener una buena maniobrabilidad del barco a través del timon. Los
ingenieros navales fueron desarrollando posteriormente nuevas estrate-
gias para mejorar la propulsion del los barcos de vela. En la época de
Euler, las velas principales se colocaban transversales a la direccion de
desplazamiento del barco. Para finales del siglo XIX, los Clippers, que
eran barcos de 5 o méas mastiles, contaban hasta con 48 velas, siendo
algunas de las llamadas stay. Estas eran colocadas en la direccién del
desplazamiento, lo cual les daba una velocidad notable de 17 nudos.

La fuerza humana ha sido utilizada en la navegacién para propulsar
pequenas embarcaciones o bien para hacer maniobras de posicionamien-
to. Hasta el siglo XVI se habia utilizado el desplazamiento de barcos
con remos, pero en el siglo XVIII era la fuerza del viento la propul-
sion principal de las naves. Euler se interesé en entender el problema
de la propulsién con remos. Primero propuso un esquema simplificado
para determinar el arrastre de una paleta que se desplazaba en la di-
recciéon del barco. También determind la potencia que se podia obtener
del esfuerzo humano promedio. Para obtener un impulso més eficiente,
propuso inicialmente un sistema de paletas con mecanismos de cortina
para evitar el proceso de elevar la paleta fuera del agua para repetir el



38 ARTURO OLVERA

proceso de propulsion. Estas paletas las colocaba Euler a babor y es-
tribor de la embarcacion. Como una mejor alternativa, reemplazo estas
paletas por un modelo de noria, o rueda con paletas, que al ir giran-
do producian una propulsién continua en el barco. En esa época no
se prestdo mucha atencién a estos medios de propulsion y no fue hasta
el siglo XIX cuando Fulton utiliza este sistema de rueda con paletas,
acopladas a una maquina de vapor, para impulsar las naves.

La preocupacion de Euler sobre el impulso de las naves lo llevo a
proponer un sistema de propulsiéon basado en una rueda con paletas
cuyo eje de giro va en la direccion del desplazamiento del barco. En este
caso, las paletas forman un angulo respecto a la rueda que las sostiene.
Estudio el dngulo 6ptimo para obtener el mayor impulso. Este diseno
es el antecedente de la hélice moderna, donde las hojas de la hélice
tienen un perfil variable. En los trabajos de Euler podemos encontrar
estudios sobre la propulsion a chorro. Este sistema consistia en provocar
la expulsion de un chorro de agua a gran velocidad. El prototipo que
Euler propuso era una bomba de agua bidireccional cuyo camino de
salida es estrangulada para aumentar la velocidad del fluido y provocar
de esta manera un mayor cambio de momento.

La efectividad de los cédlculos de Euler en referencia a propulsién no
fueron efectivos debido al uso de la Teoria de Impacto. Sin embargo,
las ideas trascendieron y fueron adaptadas a las nuevas tecnologias, tal
como sucedi6 con el uso de las hélices en las maquinas de vapor en la
navegacion.

Maniobrabilidad

Los capitanes de naves de vela requerian de una gran habilidad para
desplazar el buque en cualquier direccion independientemente de cudl
fuera la direccién del viento. La capacidad de maniobra depende de las
fuerzas que se obtienen debido al empuje de las velas, el arrastre del
casco en la direccion de proa-popa y de babor-estribor y del arrastre
del timon. Un buen balance de fuerzas y torcas permitia tener buques
con una navegacion agil. Euler dedico parte de su obra naval a este pro-
blema de maniobrabilidad. El movimiento del casco del barco no sélo
depende del desplazamiento debido a la propulsion del viento; también
las olas del mar ejercen un movimiento al casco que puede alterar la
estabilidad de la nave. Euler determiné el movimiento del casco debido
al oleaje considerando a éste como un cuerpo rigido. Dados los mo-
mentos de inercia principales del barco, Euler determiné las ecuaciones
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de movimiento del casco. Dado su conocimiento sobre la solucion de
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, encontré las condiciones
para que el oleaje provocara un efecto de resonancia. Vale la pena decir
que fue Euler quien introdujo el concepto de resonancia en la Mecani-
ca. La modificacién de la posicion de la carga en las bodegas del barco
produce una variaciéon de los momentos de inercia del casco y conse-
cuentemente una variacion de las frecuencias de resonancia. También se
preocup6 por la estructura propia del casco: las maniobras y el oleaje
producen torsiones, los cuales puede deformar el casco y eventualmente
romperlo.
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Localizacién de las fuerzas ejercidas sobre el casco y
méstiles

Cartografia y longitud

El desarrollo de la cartografia en las distintas naciones ha sido un
problema fundamental de seguridad nacional. Los paises que desarro-
llaron una buena cartografia del mundo pudieron dominar los mares
en forma comercial y también militar. Por esta razén habia un interés
enorme, por parte de la Academia de San Petersburgo, de tener a los
mejores cientificos de esa época. Euler fue invitado a participar en el
Departamento de Geografia para colaborar en la elaboracion de la car-
tografia del territorio ruso.

La cartografia tuvo un impulso enorme cuando los exploradores por-
tugueses y espanoles emprendieron los primeros viajes transatlanticos.
El cruzar el océano desde la Peninsula Ibérica hasta el Caribe implicaba
navegar durante muchas semanas sin tener una referencia costera. Fue
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el flamenco Mercartor, cartégrafo de Carlos V, quien disené la primera
carta de navegacién donde los capitanes podian navegar a ciegas utili-
zando Unicamente el compéas. Mercator cred una proyeccién de la esfera
al plano que tenia la propiedad de preservar los dngulos. Gracias a esta
propiedad, el capitan solamente necesitaba trazar una linea recta entre
el punto de inicio al de destino. El dngulo que formaba dicha recta con
los meridianos daba la direccion de compas que el navegante debia se-
guir durante todo el viaje para asegurar llegar al lugar de destino. Euler
se intereso en las proyecciones de la esfera al plano, la proyeccion de
Mercator la pudo representar con base en una proyeccién estereografi-
ca. Este tipo de proyeccion que preserva los angulos la denominamos
hoy en dia como un mapeo conforme.

Gerardus Mercator

La cartografia de Mercator fue uno de los secretos mejor guardados
por el reino espanol durante el siglo XVI, pero dos siglos después, todos
los paises con flotas mercantes y militares tenian una buena cartografia
de los continentes. La navegacion se hizo més rapida y requeria de una
mayor precision en el posicionamiento. Si bien la navegacion sobre la
loxodrémica ! permitia a los capitanes de barcos determinar su posi-
cionamiento a través de la latitud, esta no resultaba exacta al cabo
de varias semanas de navegacion debido a la deriva ocasionada por las
corrientes marinas. El cdlculo de la latitud se podia hacer con mucha
exactitud. Ya para el siglo XVIII se tenfan tablas muy precisas sobre la

'La loxodrémica es la linea que une dos puntos cualesquiera de la superficie
terrestre cortando a todos los meridianos con el mismo angulo. En la proyeccion de
Mercator es una recta.
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posicién del Sol en el zenit para cada dia del ano, con lo cual era sencillo
determinar la latitud. EI gran problema era el calculo de la longitud.

En 1707, la flota inglesa regresaba de un largo viaje a las islas
britanicas. El almirante al mando de la flota, Sir Cloudesley Shovell,
habia realizado los calculos para determinar la longitud en que se en-
contraba su nave, la HMS Association. Su calculo indicaba que estaba
en el punto preciso donde debia girar al Norte y encontrar la costa sur
de Gales. Debido a los errores en el calculo de la longitud, el HMS As-
sociation, junto con otras naves, encallaron en las islas Scilly, al sur de
Irlanda. Esta catastrofe le costé al Parlamento Inglés una parte impor-
tante del presupuesto del reino para restituir los barcos perdidos. Este
no habia sido el inico desastre ocurrido por errores de navegaciéon. Es-
tos incidentes motivaron al Parlamento Inglés a lanzar un concurso para
determinar la longitud en navegacién de forma muy precisa. El premio
era sustancioso, en términos actuales correspondia a algunos cientos de
millones de dolares. Todos los cientificos de esa época se interesaron en
participar y Euler no fue la excepcion.

Para los académicos interesados en la Mecédnica Celeste, el meca-
nismo natural para determinar en forma exacta la longitud era tener
un buen conjunto de tablas de efemérides de la boveda celeste. De esta
forma, cuando el capitan observaba una efeméride en el cielo y deter-
minaba la hora local a la cual ocurria tal fendmeno, podia confrontar el
tiempo calculado con la hora marcada en la tabla de efemérides, dado
que esa hora correspondia a un sitio en Europa, entonces podia facil-
mente determinar su longitud restando la hora local con la marcada en
las tablas. Esto parecia muy sencillo, sobre todo si se consideraba que
desde hacia muchos anos, los astrénomos habian utilizado las efeméri-
des de las lunas jovianas como un reloj muy preciso. Las cuatro lunas
mayores de Jupiter tienen érbitas muy poco excéntricas y sus Orbitas
son casi keplerianas. Euler contribuyé en el desarrollo de los métodos
perturbativos para calcular las variaciones de los parametros orbitales
keplerianos de los cuerpos celestes, en particular de las lunas jovianas.
Esta era una solucién muy elegante para determinar la longitud, salvo
que un capitdn en altamar dificilmente podia estar observando a Jupi-
ter sobre la cubierta de la nave. Entonces buscaron otra alternativa,
que era el calculo de las efemérides de la Luna.
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Mapa del Imperio Ruso en la época de Euler

El movimiento lunar

Los dos objetos que son més facilmente apreciables en la béveda
celeste son la Luna y el Sol. El Sol determina la hora local y la Lu-
na era una buena candidata a ser quien determinara la longitud. Los
mecanicos celestes se abocaron a obtener tablas de posicionamiento de
la Luna lo més preciso posible. Euler comenz6 a trabajar en el proble-
ma lunar desde 1730 y esto lo fue acercando al mundo de la Mecénica
Celeste. Las contribuciones de Euler a la teoria perturbativa del pro-
blema kepleriano datan de 1747. A través de esta teoria pretendia él y
otros mas, determinar las tablas de efemérides lunares. Haciendo todas
las consideraciones necesarias sobre las principales perturbaciones que
sufria la 6rbita lunar, no conseguian obtener calculos satisfactorios so-
bre la posiciéon de la Luna. Practicamente no hubo fisico o matemaético
de aquella época que no hubiera intentado abordar el problema lunar.
El problema se volvié una pesadilla para la comunidad de mecanicos
celestes.

El problema de dos cuerpos, correspondiente al problema de érbitas
keplerianas perturbadas, estaba practicamente acabado. Sus resultados
eran muy satisfactorios cuando se aplicaban a practicamente a todos los
objetos del sistema solar. Estos métodos fueron ampliamente utilizados
a finales del siglo XVIII y principios del XIX. La apoteosis del desarro-
llo de la Mecanica Celeste se dio con el descubrimiento de Neptuno. Las
alteraciones de la 6rbita de Urano, descubierto por Sir William Hers-
chel en 1781, no eran explicables por las perturbaciones debidas a los
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planetas interiores. Muchos cientificos llegaron a cuestionar las ley de
gravitacién universal, alegando que no se cumplia para distancias mas
alla de Jupiter. Fueron dos matematicos, John Couch Adams de Ingla-
terra y Urbain Le Verrier de Francia quienes son considerados como los
descubridores de Neptuno. Ambos cientificos hicieron la suposicién que
las alteraciones de la 6rbita de Urano eran debidas a la existencia de un
planeta exterior, cuya orbita compartia la ecliptica de Urano. De ma-
nera independiente y de forma simultédnea, calcularon los pardmetros
orbitales del este nuevo planeta, y fue Adams quien primero llegé a un
resultado. Este acudié con Sir George Airy, director del observatorio de
Greenwich, para mostrarle sus resultados y solicitar que observaran en
un cierto lugar del cielo para comprobar la existencia de este planeta.
Airy menospreci6 el calculo de Adams. Por otro lado, Le Verrier, que
era un hombre méas maduro y més voluntarioso, movié todas sus in-
fluencias para lograr que uno de los mejores observatorios de Europa,
el de Berlin, colocara su gran telescopio en la posicién que Le Verrier
les habia indicado. Asi, el 23 de septiembre de 1846, Urano aparecié an-
te los ojos de los astréonomos. Esto desatd la euforia de los franceses,
haciendo mostrar el triunfo de la ciencia francesa sobre la inglesa. Airy
tuvo que llevar sobre sus espaldas el vituperio de sus conacionales por
haber despreciado los resultados del joven Adams.

El problema de los tres cuerpos

Euler comenzd a trabajar en una nueva idea para estudiar el movi-
miento de los cuerpos celestes, que consistia en considerar el movimiento
de tres cuerpos en el espacio. El problema es enormemente mas compli-
cado que el problema de Kepler y no es posible encontrar una solucién
general a este problema. Sin embargo, Euler propuso en 1760 un con-
junto de soluciones que son conocidas como colineales y triangulares.
Para determinar estas cinco soluciones, se busca un marco de referen-
cia rotante. Los puntos fijos de las ecuaciones de movimiento, en este
sistema rotante, conocido como sinddico, son soluciones particulares al
problema de tres cuerpos. Tres soluciones corresponden a colocar las
tres masas en posicién colineal y las otras dos formando un triangulo
rectangulo. Si bien estas soluciones son sencillas, éstas han sido fun-
damentales para el desarrollo de la Mecanica Celeste del siglo XIX y
XX.
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El problema que Euler tenia en mente al buscar este tipo de solucio-
nes era el movimiento lunar. El Sol y la Tierra toman el papel de las dos
primeras masas y la Luna se integra como el tercer cuerpo. Es claro que
las soluciones eulerianas (que también son conocidas como los puntos
de Lagrange) no corresponden al movimiento que esperamos tener de
estos tres cuerpos. De hecho, las soluciones colineales son linealmente
inestables a diferencia de las triangulares, las cuales son estables en el
sentido lineal. Un ejemplo de estas soluciones es el movimiento de los
objetos celestes llamados Troyanos y Aqueos, los cuales se mueven en
posicién triangular con respecto al Sol y Jupiter.

Una forma alternativa de proponer el problema de tres cuerpos es la
siguiente: consideremos el movimiento de dos masas grandes junto con
una tercera, cuya masa la podemos tomar tan pequena como queremos.
Si este proceso lo llevamos al limite, la tercera particula siempre se
ve afectada por las fuerza gravitacionales de las dos primeras. Al ser
la tercera masa despreciable, ésta no afectarda el movimiento de las
dos masas principales. De esta forma se desacopla el problema de tres
cuerpos en un problema kepleriano, el de las dos masas principales.
El tercer cuerpo se mueve bajo la accion de los dos primeros cuerpos.
A este proceso se le conoce como el problema restringido de los tres
cuerpos, el cual ha sido muy exitoso en el estudio del movimiento de
cuerpos celestes en el sistema solar y en particular en el movimiento de
satélites y naves automaticas que son enviadas a otros planetas.
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El problema de tres cuerpos en el sistema Tierra--Luna

A mediados del siglo XVIII, se habian realizado muchos intentos de
obtener tablas de efemérides de la Luna lo mé&s precisas posible. Las
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mas exactas habian sido calculadas por Lexell, pero los errores eran del
orden de 30’, lo cual era aun inaceptable para el cdlculo de la longitud
por los capitanes de barcos. Euler consider6 anadir la perturbacién del
movimiento de la Tierra debido a Venus, pero no mejoré dichos calculos.
Partiendo del problema de tres cuerpos, tomé un sistema de referencia
rotante para definir las ecuaciones de movimiento e integrarlas de forma
numérica. Ya para 1772, Euler estaba completamente ciego y muchos de
los calculos los realizaba mentalmente. Su hijo J. A. Euler le asistia en
realizar estos desarrollos matematicos. El joven Euler se involucrd en
los esfuerzos realizados por su padre para lograr tener unas mejores
tablas de efemérides de la Luna. Era evidente, para el padre y el hijo,
que la complicacién de calculo del movimiento lunar hacia imposible
obtener las tablas de efemérides con la exactitud deseada.

Le correspondi6 al hijo de Euler continuar con las ideas de su padre,
simplificando el algoritmo de célculo. Considerando el movimiento me-
dio de la Tierra alrededor de la Luna, se plante6 un sistema de referencia
sinddico que mantenia fijos a estos dos cuerpos celestes. Tomando datos
mas exactos sobre la excentricidad de las érbitas lunares y terrestres
junto con mejores valores de las masas de la Luna, Tierra y Sol, el joven
Euler obtuvo un mejor método de calculo que denominé como la Va-
riacion. De esta forma, pudo resolver con una precision de 14 segundos
de arco el movimiento lunar.

La teoria lunar de Euler y su hijo no fueron tomadas en cuenta
durante un siglo. Una de las razones fue el uso del cronémetro de na-
vegacion, creado por John Harrison, el cual permitia a los navegantes
tener un error de unos cuantos minutos de arco en medio ano. Harrison
fue el ganador del premio ofrecido por el Parlamento Inglés para quien
obtuviera un procedimiento de determinar la longitud de navegacién
con una precision de minutos en un ano. De esta forma, las marinas
britanica y francesa extendieron sus dominios en todos los océanos y
las naves militares y de carga pudieron arribar con gran seguridad a los
destinos trazados.

La necesidad de tener cartografias mas precisas motivé a los mecani-
cos celestes a retomar el problema lunar y obtener mejores tablas de
efemérides. Los ingleses y franceses habian instalado observatorios as-
tronémicos en casi todos los sitios costeros del mundo con el propdsito
de ofrecer a los capitanes de barcos una referencia precisa del tiempo
universal, con lo cual podian sincronizar sus cronémetros de navega-
cién con la hora exacta. Ademas, los buques oceanograficos de la ma-
rina inglesa y francesa exploraban todos los litorales para crear cartas
de navegacion que fueran méds veraces, las cuales se mantenian como
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secreto militar por los distintos gobiernos. Los americanos crearon a
finales del siglo XIX el U. S. Nautical Almanac Office dedicado a calcu-
lar las tablas de efemérides para la marina americana. En esta oficina
trabajaba un joven matematico llamado G. W. Hill como asistente. Hill
retomé en 1870 los trabajos de Euler y su hijo, pero cambio el sistema
de referencia sinédico a uno donde la Tierra y el Sol se mantienen fijos.
Aprovechando que los datos de las masas de los planetas y sus parame-
tros orbitales eran mucho mas precisos que un siglo atras, los céalculos
de Hill pudieron mejorar en mucho la precision del movimiento lunar.
Diez anos después, E. W. Brown extendio la teoria de Hill obteniendo
resultados con una exactitud de 0,01 segundo de arco. Los cédlculos de
Brown eran muy complejos y durante anos se tomoé como ejemplo de la
complejidad del calculo cientifico a estos desarrollos de Brown. Hoy en
dia se utiliza el calculo del movimiento lunar de Brown para probar la
eficiencia de los manipuladores algebraicos computacionales.

Hill y Brown plantearon el modelo matematico mas adecuado para
entender la dinamica de la Luna, sin embargo el camino seguido por
estos dos cientificos parte de los resultados obtenidos por Euler y su
hijo. Poincaré reconocio la importancia del trabajo de Hill, al grado de
ser el Unico cientifico que visité Poincaré en sus viajes a los Estados
Unidos. Es claro que la admiracion que Poincaré tuvo sobre el trabajo
de Hill fue implicitamente un homenaje al extenso trabaja realizado
por Euler sobre el movimiento lunar.

Mas alla del problema de tres cuerpos

Para el movimiento lunar no se pudo encontrar una solucién satis-
factoria bajo el esquema del problema de tres cuerpos propuesto por
Euler. Sin embargo, tanto el problema de tres cuerpos como el pro-
blema restringido, se convirtieron en herramientas esenciales de todos
aquellos cientificos que han estudiado problemas de Mecanica Celeste
en los ultimos 250 anos. Mucha gente buscoé una solucion general al
problema de tres cuerpos. El rey Oscar de Suecia ofrecid, en 1800, un
premio para aquél que encontrara la solucién general a este problema.
El obstaculo que debia ser superado para encontrar soluciones al pro-
blema de tres cuerpos son las colisiones, tanto binarias como totales.
Sundman mostré que para el problema de tres cuerpos, las soluciones en
funcién del tiempo, solamente se pueden expresar en forma asintéticas
como potencias de t'/3. Poincaré trabajé extensamente dicho problema
y mostré que no pueden existir soluciones analiticas en general debido
a la presencia de fenémenos heteroclinicos y homoclinicos.
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Hasta finales del siglo XX, las tinicas soluciones exactas que existian
del problema de tres cuerpos eran las eulerianas. A. Chenciner y R.
Montgomery se plantearon la tarea de encontrar nuevas soluciones de
este problema. Tomaron el modelo de tres cuerpos con masas iguales,
el cual se escribe en un sistema de coordenadas donde se reducen todas
las simetrias, luego plantearon un problema variacional para encontrar
los segmentos de una orbita periédica y juntando todos los segmentos
obtuvieron la solucién deseada. Un paso delicado es el evitar colisiones
de las particulas al aplicar el proceso variacional. Finalmente encon-
traron en 1993 una solucién en forma de ocho, donde las tres particu-
las recorren la misma trayectoria en forma periédica sin colisionar. C.
Simo6 extendié de forma numérica, el movimiento de cientos de particu-
las aplicando este procedimiento, todas las particulas siguen un mismo
camino a la manera de una coreografia. Es importante destacar que las
herramientas que Chenciner y Montgomery utilizaron tienen su origen
en Leonhard Euler hace mas de dos siglos.

Solucién del problema de tres cuerpos tipo ocho

Conclusion

El trabajo cientifico de Euler fue muy extenso, de 1725 a 1783 pro-
dujo més de 790 escritos en distintas ramas de la ciencia y la técnica. Es
interesante notar que més del 30 % de su produccién la realizé de 1775 a
1783 cuando estaba completamente ciego. El interés que tuvo Euler pa-
ra entender la naturaleza fue mucho mayor que sus limitaciones fisicas.
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A lo largo de estas lineas hemos podido ver cémo Euler estuvo involu-
crado en un gran nimero de problemas practicos, a los cuales pudo dar
soluciones ingeniosas. Los problemas de navegacién fueron un motivo
de interés continuo en Euler, muchos de sus resultados siguen siendo
utilizados en el disefio y construccion de barcos, en el desarrollo de la
cartografia moderna y en el calculo de misiones espaciales. Euler no se
conformé con resolver un problema especifico, siempre buscd enfocarlo
en un marco mas amplio de la Fisica. Los problemas de estabilidad, pro-
pulsién y maniobrabilidad lo condujeron a formular la teoria de Cuerpo
Rigido y plantear las bases de la Mecanica de Fluidos. El ejemplo de
Euler nos muestra que es importante atender problemas préacticos para
encontrar nuevos caminos en el desarrollo de la Fisica y la Matemaética.

Pare aquellos lectores que quieran ahondar més en los trabajos de
Leonhanrd Euler pueden consultar la siguiente bibliografia. Sobre el
trabajo en arquitectura naval y cuerpo rigido pueden consular las re-
ferencias 3 y 5. Para el tema de fluidos, las referencias 2, 4 y 5 son
muy adecuadas. En el tema de cartografia se puede acudir al trabajo
original de Euler descrito en la referencia 1. Finalmente, sus trabajos
de Mecanica Celeste pueden ser consultados en las referencias 4 y 6.
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