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Resumen
En este trabajo presentamos una breve visién panoramica
acerca del problema de los momentos, ademas damos resulta-
dos clasicos y modernos de esta teoria.

Introducciéon

En 1894 Thomas Jan Stieltjes (1856-1894) publicé su trascendental
articulo “Recherches sur les fractions continues” [45], en el que realiza
un estudio sistematico de la convergencia de las fracciones continuas y
establece una relacion con el llamado problema de los momentos. En las
siguientes paginas presentamos resultados clasicos y modernos sobre el
problema de los momentos. Para una discusién mas detallada el lector
puede consultar los trabajos de Akhiezer [1], Berg [2], Hoff [23] y Shohat
& Tamarkin [43].

Stieltjes introdujo la integral (que lleva su nombre) de una funcién g
respecto a una funcién mondétona creciente F, denotada f ; 9dF, donde
I es un intervalo. Para n € N define el n-ésimo momento de F' como
sigue

50 (F) = /1 2"dF (z).

En adelante supondremos que s, (F') < oo para todo n € N, y diremos
que (s, (F)), o es la sucesion de momentos de F.

Stieltjes sefiala: “El problema de momentos relacionado a una suce-
si6n de nimeros reales dada (sy,), -, , se refiere a encontrar una funcion
mondtona creciente F, definida en un intervalo I, tal que s, (F) = s,
para todo n > 0. Si tal funciéon F' existe, entonces decimos que es una
solucién al problema de momentos.”

Lo anterior nos lleva a plantearnos lo siguiente:

1. ;Existe algtn criterio para establecer la existencia de soluciones
a un problema de momentos?
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2. En caso de que un problema de momentos tenga alguna solucion,
;s ésta unica? jExisten criterios para establecer la (no) unicidad
de soluciones? Se dice que un problema de momentos es deter-
minado si tiene una tnica solucion, en caso de que tenga més de
una solucion se dice que es indeterminado.

3. iSe pueden describir todas las soluciones a un problema de mo-
mentos?

A través de este trabajo damos respuestas a estas preguntas y ejem-
plos.

Debemos mencionar que Stieltjes analiz6 y resolvié el problema con
I = (0,00) y se le refiere como el problema de momentos de Stieltjes.
En 1921 H. Hamburguer [19] hizo lo propio con I = R por lo que
el correspondiente problema lleva su nombre. Al caso I = [0, 1] se le
conoce como el problema de momentos de Hausdorff [20].

Ademads se pueden considerar medidas positivas i en vez de funcio-
nes F', pero en la primera mitad sélo consideramos el caso cuando F' es
una funcién absolutamente continua (respecto a la medida de Lebes-
gue), i. e. suponemos que existe una funcion integrable f tal que

F(a:):/_x () dt.

En este caso tenemos dF'(x) = f (x) dx y escribiremos s, (f) en vez de
S (F) .

Se han usado distintas técnicas y sub-areas del andlisis para resolver
un problema de momentos, de las que podemos mencionar las siguien-
tes:

1. Fracciones continuas y sus teoremas de convergencia. Fue el méto-
do desarrollado por Stieltjes [45] y que también usé Hamburguer
[19].

2. Principio de seleccién de Helly. Aplicado por Grommer [24] y
Hamburguer [19].

3. Anélisis funcional. Maquinaria utilizada por Hausdorff [21] y M.
Riesz [42] para extender funcionales lineales y enseguida aplicar
teoremas de representacion. Este desarrollo permiti6 la autonomia
del problema de momentos respecto a las fracciones continuas.

4. Teoria de las funciones analiticas, herramienta usada por Nevan-
linna [37].
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5. Anélisis armoénico y analisis de Fourier. Usadas recientemente por
Lin [30] y Lépez-Garcia [32, 33, 34, 35]. Lin dio una prueba corta
del criterio de Krein y el segundo autor caracterizé familias de
funciones que son soluciones a problemas de momentos.

En este trabajo ofrecemos una vision panéramica del problema de
momentos junto con algunas referencias histéricas. De particular interés
es la historia personal de Stieltjes que reproducimos a continuacion.

Sobre la vida de Stieltjes

Stieltjes (1856-1894) fue un matemadtico holandés que inicié sus estu-
dios en la Escuela Politécnica de Delft en 1873, pero se la pasé en la
biblioteca leyendo a Gauss y a Jacobi en vez de asistir a sus clases, lo
que ocasioné su fracaso en las evaluaciones. Stieltjes volvié a fallar en
1875 y en 1876, por lo que su padre, desesperado, le pidié ayuda a su
amigo H. G. van de Sande-Bakhuyzen director del observatorio de Lei-
den. Asi que Stieltjes fue contratado como asistente en el observatorio
de Leiden en abril de 1877.

Tal vez el evento mas significativo en la vida de Stieltjes, en lo que
se refiere a las matematicas, fue que el 8 noviembre de 1882 estable-
ci6 correspondencia con Hermite [22], la cual se mantendria hasta la
prematura muerte de Stieltjes (poco méas de 12 anos, lapso en el que
intercambiaron 432 cartas). La razon original para escribirle era lo refe-
rente a su trabajo en mecanica celeste, sin embargo la correspondencia
se volvié rapidamente hacia las matematicas y Stieltjes empezo6 a dedi-
car su tiempo de ocio a la investigaciéon matematica.

En enero de 1883, Sande-Bakhuyzen atendi6 la peticiéon hecha por
Stieltjes de disminuir su trabajo observacional y permitirle trabajar
mas en tépicos de matematicas. Ese mismo ano fue memorable para
Stieltjes ya que se casé con Elizabeth Intveld; mas alla de la impor-
tancia natural de este evento en su vida personal, lo fue més el hecho
de que su esposa lo alentd abandonar su trabajo como astrénomo y
dedicarse a las matematicas. De septiembre a diciembre de 1883 Stielt-
jes impartié clases de geometria analitica y geometria descriptiva en la
universidad de Delft, donde sustituyé a un profesor enfermo. Esto con-
firmé lo que debe haberse vuelto claro en la mente de Stieltjes: que las
matematicas eran la tnica carrera posible para él, asi que en diciembre
de 1883 renuncié a su trabajo en el observatorio.

En enero de 1884 Stieltjes aplicd para una posicion en Groningen,
le escribié a Hermite: “Hace algunos dias me ofrecieron una catedra de
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andlisis (cdlculo diferencial e integral) en la Universidad de Groningen.
He aceptado y creo que este puesto me permitird ser mas util. Debo
mucho, para la obtencién de este puesto, a la extrema bondad de mi
antiguo jefe Mr. Bakhuyzen, el director del observatorio. Algiun dia de
estos, mi nombramiento sera definitivo.”

Sin embargo, pronto se desilusionaria, el 13 de marzo de 1884 le
comunic6 a Hermite: “La Facultad de Groningen me colocé en pri-
mer lugar para la vacante, pero el Ministro ha nombrado a uno de los
otros. Probablemente la razon habra sido que no tuve la oportunidad
de seguir el camino estandar, por no haber recibido ningtin grado de la
universidad.”

De hecho Stieltjes desconocia que la situacién habia sido mas com-
pleja. El comité de nombramientos elabord una lista de tres nombres
encabezada por Korteweg y con Stieltjes en segundo lugar. Se le ofre-
cié el cargo a Korteweg, profesor de la universidad de Amsterdam, quien
no se decidié a abandonar su hogar y decliné la propuesta. En esta eta-
pa el comité configuré una segunda lista encabezada por Stieltjes y con
Floris de Boer detras. A pesar de que Stieltjes estaba aceptando la po-
sicion, en marzo de 1884 se emitié un decreto real designando a de Boer
para el puesto.

Como se puede uno imaginar, Hermite se molesto al enterarse que,
por la falta del grado, Stieltjes habia sido descartado después de que le
habian ofrecido el trabajo. En mayo de 1884 Hermite y Bierens de Haan
delinearon un plan para proponer a Stieltjes para un grado honorario
por la Universidad de Leiden. El senado de la universidad de Leiden
registrd la siguiente minuta: “El Rector reporté que se recibié una pe-
ticion de la Facultad de Matematicas y Fisica para conferir el grado de
doctor honoris causa en Matematicas y Astronomia al Sr. T. J. Stielt-
jes, un antiguo empleado del observatorio de Leiden. En nombre de la
Facultad, el Sr. Lorentz explicé los méritos del Sr. Stieltjes e indicé las
razones que condujeron a la propuesta. Se ha decidido llegar a una
conclusion en la siguiente reunién del Senado.”

Finalmente se acordé otorgarle a Stieltjes la distincion el 17 de junio
de 1884, aunque por un malentendido no se presenté a la ceremonia
publica. Posteriormente Stieltjes se desplazé con su familia a Paris en
abril de 1885. Recibi6 su doctorado en ciencias en 1886 con una tesis
sobre series semi-convergentes [44]. Ese mismo ano fue asignado a la
universidad de Toulouse, siendo nombrado para una catedra de calculo
diferencial e integral en 1889.
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El problema de momentos de Stieltjes

Sean (ayn)n>0, (bn)n>0 sucesiones de numeros complejos. Decimos que
la fraccién continua inducida por la sucesion de a, y b, converge al
numero complejo f si

fo=bo+ o .y

a
by + 2

by +

La fraccion continua de funciones mas asequible es la siguiente

by +

b3z + ———
by

Precisamente la memoria de Stieltjes [45] se dedica al estudio de la
convergencia de tal fraccion continua. El enfoque de Stieltjes hacia las

fracciones continuas tal vez se origind por su interés en las series diver-

gentes de la forma

o0
Sn

el (2)
n=0
Cuando Cauchy resalté en 1821 que no se puede hablar de la suma
de una serie divergente, los matematicos se volvieron cuidadosos con su
manipulacién. Sin embargo, en muchas ramas de la fisica y en particular
en mecanica celeste, se emplearon ampliamente las series divergentes.
Para Stieltjes fue un desafio entender el porqué el uso de las series
divergentes en muchos casos producian los resultados correctos, asi que
en su tesis doctoral [44] se dedicé al estudio de las series de la forma

(2) que surgen naturalmente en el cédlculo de las integrales definidas

&  u cos
/ e / SR, a e R.
o 14u? o 1+u?
Desde 1748 Euler sabia que se puede transformar una serie infinita

en una fraccién continua y viceversa, asi que era sensato pensar en un
salto de las series divergentes de la forma (2) al estudio de fracciones
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continuas. Laguerre [28] fue el primero en senalar este hecho al integrar
por partes la integral

I(x)= / ttetdt, x>0,

para obtener

1 1 —1)! e
r@ = |t L O g [T

r oz n

para todo n > 1. Si se continuara indefinidamente la integracién por
partes, se obtendria una serie que diverge para todo x > 0. No obs-
tante, es posible escribir a e”] () como una fraccién continua que es
convergente:

I(@)=e= :
Tr)=c¢e . 7
:E —_—
+3 L
x J—
5 1/4
4
z+7 1/9
9 z+9 _ .
16

Como en el ejemplo anterior, a finales de 1880 Stieltjes expandié varias
integrales en fracciones continuas de la forma (1) con b, > 0 para
todo n > 1. Precisamente esta condicion implica la existencia de una
sucesion (s,),-, que satisface

So S1 . Sn S1 So . 7o |
S1 S9 coe Spt1 S92 S3 oo Spy2

>0y | . [>0, (3)
Sn Spt1 .. Son Snt+1 Sn42  --- Sontl

para todo n > 0.

Més atin, Stieltjes muestra que (3) es la condicién que debe satis-
facer una sucesién dada (s,), -, para que el problema de momentos de
Stieltjes respectivo tenga solucién:

“El problema de momentos de Stieltjes relacionado a la sucesion
(8n),,>0 tiene solucion si y sélo si para todo n > 0 se cumple (3).”

Un excelente texto para profundizar sobre la teoria de fracciones
continuas es [25]. { Qué se estd haciendo actualmente? Hay publicaciones
recientes que analizan condiciones de convergencia de fracciones conti-
nuas vectoriales, ver por ejemplo [13]. Como es de esperarse, la teoria de
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fracciones continuas tiene aplicaciones en varias areas de la ciencia, en
particular recomendamos el articulo de Muller [36], que podria tener
aplicaciones en ingenieria mecdanica, fisica nuclear y astrofisica. Otra
aplicacion impresionante se da en el contexto de la teoria de nudos: En
1970 Conway [14] asocié una fraccién continua a cada ovillo racional
y probd el ahora llamado teorema basico de Conway sobre ovillos ra-
cionales, que menciona que dos ovillos racionales son topolégicamente
equivalentes si y sélo si tienen asociada la misma fraccién continua. Se
puede encontrar una aplicacion de esta maquinaria a la biologia mole-
cular (especificamente en el estudio de la recombinacién del DNA) en
(17, 26].

Después de Stieltjes hubo intentos para extender su teoria a frac-
ciones continuas cuyos coeficientes no fueran positivos. Edward Burr
Van Vleck [50] tuvo un intento fallido y se aventur6 a conjeturar que
no era posible una extensién, sin embargo, Grommer [24] usé el princi-
pio de seleccion de Helly para obtener resultados parciales. Lo anterior
mostrd que eran necesarios nuevos métodos para vencer las dificultades
presentadas. Hamburguer [19] utilizé6 como herramienta el método de
Grommer, las fracciones continuas y la teoria de la integral de Stieltjes
para encontrar soluciones al problema de momentos extendido a todo
el eje real.

Dada una sucesion de nimeros reales (s,),,5, a la matriz (sit;)o<; <,
se le conoce como la n-ésima matriz de Hankel. Asi que Hamburguer
probé que “el problema de momentos sobre I = R relacionado a la
sucesién” (Sn)nzo tiene solucion si y sélo si para todo n > 0 se cumple
que
el determinante de cada n-ésima matriz de Hankel es positivo. En 1923
M. Riesz [42], inspirado por el teorema de representacién de su hermano
F. Riesz, prob6 el mismo resultado usando un método que eventualmen-
te fue llamado el teorema de Hahn-Banach, sentando asi las bases del
analisis funcional. Con este enfoque, el problema de momentos se separa
finalmente de las fracciones continuas.

Una vez que establecid la existencia de soluciones al problema de
momentos sobre R relacionado a (Sn>n20= Hamburguer probd que la
solucion es tnica si y sélo si

) det (Sz’+j)ogi,j§n
lim

=0. 4
n—oo det (s;4;) 0 (4)

2<i,j<n

Mas recientemente Berg, Chen e Ismail [5] probaron que el problema
de momentos de Hamburguer relacionado a (sy,),~, es determinado si
y sélo si el valor propio més pequeno de la n-ésima matriz de Hankel
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(Sit+j)o<ij<n tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Con los criterios dados por Stieltjes y Hamburguer podemos decir
por ejemplo que si s, = €” 0 s, = ¢ ", el problema de momentos de
Stieltjes (o de Hamburguer) relacionado no tiene solucién, ya que todos
los renglones de la n-ésima matriz de Hankel son multiplos del primer
renglon. Por el contrario, si s, = e’/ 2 el problema de momentos de
Stieltjes relacionado tiene solucién, ver (10). También si S99 = 0y
Sop = 2F (2”+1) para todo n > 0, a > 0, el problema de momentos de
Hamburguer relacionado tiene solucién, ver (8), donde I' es la funcién
gama definida como sigue

I'(x) :/ t"te~tdt, x > 0.
0

La cuestién es que no es facil verificar las condiciones respectivas
que hablan acerca de la unicidad del problema de momentos. Sin em-
bargo, en su tratado de funciones cuasi-analiticas de 1926, Carleman
[12] prob6 un criterio més accesible pero con la desventaja que sélo es
una condicién suficiente (pero no necesaria) para que el problema de
momentos tenga solucién unica: “El problema de momentos de Ham-
burguer relacionado a (s,),,5, es determinado si

= Q. 5)

Z 2% ( )

Existe un criterio similar para el problema de momentos de Stielt-

jes: solo se reemplaza sg, por s, en la igualdad anterior. Mas adelante

daremos ejemplos de sucesiones (Sn)nzo que cumplen la igualdad ante-
rior.

El problema de momentos de Hausdorft

Cuando Hausdorff se encontraba estudiando algunos métodos de su-
mabilidad se encontré con el problema de momentos sobre [0,1] y lo
resolvid en 1921 usando la teorfa de fracciones continuas, ver [20]. En
el mismo articulo mencioné que el problema se podia resolver de una
manera simple sin extensas preparaciones algebraicas, y fue precisa-
mente lo que probé Hausdorff [21] en 1923: “El problema de momentos
sobre [0, 1] relacionado a la sucesién (s,),~, tiene solucién si y sélo si
la sucesién (s,), -, es completamente mondtona, es decir

Sy (7)se >0 (6)
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para todo j,n > 0”.

. Qué se ha hecho dltimamente en el contexto de este problema? Se
ha formulado y probado una generalizacién del problema de momentos
de Hausdorff para sucesiones dobles difusas. Recomendamos al lector
revisar el articulo de Duchon y Debieve [16].

Es facil establecer la unicidad del problema de momentos de Haus-
dorff: Si f y ¢ son funciones continuas en [0, 1] tal que

1 1
/ 2" f (x)de = / z"g (x)dx, para todon >0,
0 0

por la linealidad de la integral y el teorema de aproximacion de Stone-
Weierstrass se ve que se anula la integral de (f — g)* sobre [0, 1], por
lo tanto f = g. Ademas el resultado es valido con dF, en vez de dx,
donde F' es una funcién de variacién acotada en [0, 1].

El criterio de Krein

En general, si una funcién integrable f es la unica soluciéon a un pro-
blema de momentos sobre un intervalo I, entonces f esta determinada
por su sucesion de momentos, i.e. si g es una funcién integrable tal que
sn (f) = sn (g) para todo n > 0, entonces f = g en I, y decimos que f
es determinada; si f no es la tnica solucién al problema de momentos
relacionado con (s, (f)),so . entonces se dice que f es indeterminada.
De la seccién anterior se sigue que las soluciones a los problemas de
momentos de Hausdorff estan determinadas por su sucesiéon de mo-
mentos. ;Lo mismo ocurre cuando consideramos I = (0,00) o [ = R?
No necesariamente, y méas adelante damos algunos ejemplos.

Si f es una funcién integrable sobre R (o sobre (0,00)) tal que
sn (f) < oo para todo n > 0, entonces f es una solucién al problema de
momentos relacionado a (s, (f)), - Si tal sucesién satisface ademas
el criterio de Carleman (5) entonces f es determinada. En este mismo
contexto, Krein [27] mostré en 1945 que “si f es una funcién positiva
e integrable sobre R tal que s, (f) < oo, para todo n > 0, y ademas

/_OO de > —00, (7)

1+ 22

[e.9]

entonces f es indeterminada.”

La desventaja del ahora llamado criterio de Krein es que ofrece una
condicién suficiente (pero no necesaria) para que f sea indeterminada;
la ventaja es que solo se tiene que evaluar una integral y evitar el criterio
méas complejo dado en (4).
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Se han dado varias pruebas de este resultado, pero en 1997 Lin [30]
usé la teorfa de espacios de Hardy (en el semiplano superior R?) para
presentar una que es elegante y corta. En este sentido podemos plan-
tearnos las siguientes preguntas: ;Existe un criterio similar a (7) en el
problema de momentos multidimensional? ;Habra una relaciéon con los
espacios de Hardy en los semiespacios multidimensionales? ; Apareceran
las tranformadas integrales de Riesz?

Ahora aplicamos la maquinaria desarrollada. Para o > 0 definimos
la funcién f, (z) = exp (—|z|”), x € R. Los momentos impares de f,
son cero y un cambio de variable muestra que

s (1) = 21 (252 < )

(0] 0%

para todo n > 0. Si a < 1 entonces f, satisface (7) por lo que es
indeterminada.

El mismo Lin probd que al imponer ciertas condiciones adicionales
a la funcién f, se puede obtener que la desigualdad (7) también es
necesaria para que f sea indeterminada: “sea f una funcién positiva
e integrable en R con sucesién de momentos (s, (f)), o, que ademéds
es par y diferenciable. Supongamos que existe xo > 0 tal que f es
decreciente a cero y —xf'(x)/f (z) es creciente a infinito cuando zy <
£ — 00. Supongamos que

[, g, o)

o 1+ a2

entonces f es determinada.”

La demostraciéon se basa en mostrar que bajo tales hipdtesis la su-
cesion (s, (f)),o satisface el criterio de Carleman (5). A partir de esta
observacién y el resultado recién mencionado, podemos ver que para
cada o > 1 la sucesién de momentos de la funcién f, (z) = exp (— |z|%)
satisface (5) y por lo tanto f, es determinada.

En [41] se pueden encontrar ejemplos de funciones indeterminadas
que satisfacen (9). Es un reto debilitar las condiciones del criterio de
Lin.

También existen los criterios correspondientes a I = (0,00), los
cuales son similares a los mostrados salvo que se debe poner f (z%) en
las integrales anteriores e integrar sobre (0, 00) , consultar [30] para méas
detalles.

Gut [18], Lin [31], Stoyanov [46], son algunos autores que han explo-
tado los criterios de Krein y de Lin para concluir que ciertas funciones de
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densidad de variables aleatorias positivas son (in)determinadas, inclu-
yendo por ejemplo: la funciéon gama generalizada, la funcion Gaussiana
inversa generalizada, y en general funciones de la forma uexp(—v).

Pedersen [41] probd en 1998 una generalizacién del criterio de Krein
y ademas dio un resultado similar al criterio de Krein para medidas
discretas que tienen sucesiéon de momentos finita.

Estos son los resultados conocidos que abordan el punto acerca de
la (no) unicidad de soluciones a problemas de momentos en (0, 00) y R.

El problema de momentos de la log-normal

Stieltjes presento el primer ejemplo de una funcién indeterminada en
(0,00). Para ello consideremos la llamada densidad log-normal dada
como sigue:

fs () = exp (— (In2)? /2), = > 0.

1
2T

Haciendo el cambio de variable y = n — Inx, n € Z, obtenemos que

oo 2 2 dy 2 /9
2" fs () dr ="/ [ eV e =" /2y (10)
/O R V2

- / 2" fs (z) sen (27 Inx) do = €/ / e ¥ ?sen (2my) dy = 0.
0 R

Asi, las funciones no negativas fs y fs X (1 +h) estdn definidas en
(0,00) y tienen la misma sucesiéon de momentos, donde h(z) = sen(27
In x). Es decir, el problema de momentos de Stieltjes relacionado con la

., 2 . .

sucesion (e” / 2) es indeterminado y se le conoce como el problema
n>0

de momentos de la log-normal.

Para 0 <c¢ <1, 0 < ¢ < 1, introducimos la siguiente funcion

e 1

M. (¢;q) o (—q= Y2135 q) o (=gt 2271 q)

donde M, es la constante que hace fooo ge(x)dxr = 1, y por definicién
(P; @) = [1,—o(1 —pg™). Es bien conocido que cada funcién g. es solu-
cién del problema de momentos de la log-normal cuando g = e~!. ;Cual
es la justificacién de este hecho? Podemos decir que inicialmente sélo
fue producto de la observacion, en las tablas de integrales, del calculo
del llamado g-anédlogo de la integral beta usual; aunque posteriormente
Berg [3] lo justificé de una manera sistemética.

ge (x) = (11)
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. Qué tienen en comun todas las funciones mencionadas hasta ahora
en esta seccion? Chihara [7, 8] y Christiansen [11] notaron que fs y
fs x (1 &+ h) satisfacen la ecuacién funcional

flgqz) = qﬁ_l/zxf(:z:), x>0, (12)

con §=0,qg=e", vy que g. también la satisface con § =0,0 < g < 1.
Si f es una funcion integrable que satisface la ecuacién funcional
(12) con B € R, 0 < ¢ < 1, usando induccién notamos que

qnf<qnx> _ qn2/2+nﬁxnf(‘r)7

para todo x > 0, n € Z. Al integrar ambos miembros de la igual-
dad anterior obtenemos que s,(f) = g B2 e 7, siempre que
I f(a)de = ¢ 7*/2. Es decir, f es solucién al problema de momentos

1

de Stieltjes relacionado a la sucesion (q_(”+ﬁ)2/ 2) .
n>0

En el 2009 se caracterizé en [33] a la coleccién de todas las soluciones
de la ecuacién funcional (12). Aqui surge una pregunta natural: ;existen

. ., _ 2 .
funciones con sucesién de momentos <q (n+8)°/ 2) que no satisfacen
0

n>
la ecuacién funcional (12)? En el mismo articulo se da una respuesta

afirmativa.

La forma fgx (1 £ h) en la que aparece escrita la solucién de Stieltjes
se puede ver como parte de una estructura mas general introducida por
Stoyanov [47, 48, 49], y que sirve para encontrar familias de soluciones
a problemas de momento indeterminado. Referimos al lector también a
[40].

Estos resultados responden parcialmente el tercer punto de nuestro
listado inicial. De hecho, existe una teoria general que resuelve este
punto y que abordamos a continuacion.

La parametrizacion de Nevanlinna

A partir de este momento consideramos medidas positivas generales p
definidas sobre (los borelianos de) R. El n-ésimo momento de u esta de-
finido como sigue

Sn (1) :/Rx"du(x), n > 0.

Decimos que g es una solucién al problema de momentos de Ham-
burguer relacionada con la sucesion (s,),,5q, si s, (1) = s, para todo
n > 0.
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Sea 1 una medida positiva con momentos (s,) Introducimos una

sucesién de polinomios (P,), -, como sigue

n>0"

S0 S1 ... Sn
1 S1 So2 ... Spi1
Vv Dn—an
Sp—1 Sn ... S2p-1
1 x ... a"

donde D, es el determinante de la n-ésima matriz de Hankel (s;4,)
n21yP0:1/\/%,D0:SO.
También consideramos los polinomios de la segunda clase @),, defi-

nidos como
R r—=y

0<ij<n

Qn (7) = du(y)

para todo x € R, n > 0. Es fécil ver que P, y @), son polinomios de
grado n y n — 1 respectivamente.

Hamburguer probé que el problema de momentos relacionado a (s,,)
es indeterminado si y solo si existe x € R tal que

o

(P (2)* + Qn (7)%) < 0.
n=0
Ahora supongamos que la sucesion (sn)n20 es tal que el problema de
momentos relacionado es indeterminado. Definimos

Visn) = {1 es solucién del problema de momentos relacionado a (s,)} .

Claramente V) es un conjunto convexo y por lo tanto infinito (pues
contiene mas de un elemento), ademas se le puede dotar de una topo-
logia compacta. El problema de describir al conjunto Vs, fue resuelto
por Nevanlinna [37] en 1922 usando la teoria de funciones complejas y
a continuacion mostramos el resultado.

Decimos que ¢ estd en la clase de Pick P si es holomorfa en el
semiplano superior Imz > 0 y Img (2) > 0 para Imz > 0. Al reflejar
respecto al eje real, cualquier funcién en P se puede extender como una
funcién holomorfa en C\R.

Nevanlinna probé que V) se puede parametrizar por medio de
P U{cco}, donde P hereda la topologia de la convergencia normal (i.e.
convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de C\R). La pa-
rametrizacién es establecida mediante el homeomorfismo ¢ — p, de
P U {oo} sobre V,,) dada por

/M__A(z)go(z)—c(z) 2 € C\R,

t—z B(2)p(z) = D(2)
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A(z) = 2) Qe(0)Qk(2), C(2) =1+2) P(0)Qk(2),
B(z) = —1+2) Qc(0)Pi(2), D(2)=2> P:(0) P (2).

Debemos notar que esta caracterizacion adolece del hecho de que
las medidas no estan dadas de manera explicita. En cierto sentido,
resolver un problema de momento indeterminado de Hamburguer sig-
nifica encontrar las funciones A, B, C'y D en términos de funciones bien
conocidas, para luego usar la férmula de inversion de Stieltjes-Perron
y obtener p,. En este sentido es que es importante el resultado que
caracteriza las soluciones de la ecuacién funcional (12), ya que son so-
luciones a problemas de momento indeterminado que estan dadas de
manera explicita.

En particular, si

o (2) =1, Tmz £0,

para t € RU {oo}, entonces p, es una medida discreta de la forma

e = Z p(x) 6907

TEA:

donde A; denota el conjunto de ceros de la funcién x — B (z)t — D ()
(o x+— B(x)sit=00),la funcién p : R — (0,1) estd dada por

— =B (2)D(z) - B(x)D (z), z €R,

y 0, denota la masa unitaria en el punto x.

Como es de esperarse, también existe la correspondiente parametri-
zacion de las soluciones a un problema de momentos indeterminado
de Stieltjes, con los elementos analogos. En este contexto, Christian-
sen [10] calculé las funciones holomorfas A, B, C, D correspondientes
a la parametrizaciéon de Nevanlinna de las soluciones del problema de
momentos de la log-normal.

Ahora consideramos ¢ € (0,1) fijo. Para cada a € R, la medida
discreta H, dada por

1 k k2/2
Ha = mza q 5aqk7

keZ
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donde

Z k k2/2

keZ

es una solucion al problema de momentos de la log-normal. Esto es
claro, ya que

S (Ha) _ Zak k2/2

kEZ

n n -n?/2
k+n  (k+ )2 /2 =q /

kEZ

para todon € Z. En 1998 Berg [3] usé integracién vectorial para obtener
las funciones en (11) a partir de la familia {H,},.,. En el mismo afio
Berg [4] encontré otra familia de medidas discretas que son soluciones
para el problema de la log-normal:

2 k
b = e 1/2 Z k= /24k/2 <1+s( 1) )6qk+1/2, s €[-1,1],
k:eZ
esto se sigue de la identidad facil de verificar

Z (_1>k qk2/2+k/2 —0.

keZ

En el 2003 Christiansen [10] desarrollé un nuevo método que le permi-
ti6 encontrar otras medidas discretas que son soluciones del problema
de momento de la log-normal.

Aplicaciones

Consideremos un espacio de probabilidad (2, F, P) y X : Q — [0, 00)
una funcion integrable. La funcion de distribucién de X esta dada como
sigue

Fx)=P{weQ: X (w) <x}).

Supongamos que F' es una funcién absolutamente continua, es decir,
existe una funcién integrable no negativa f con soporte en [0,00) tal

que
_ / £ (1) dt
0
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y decimos que f es la funcién de densidad de X. Sea X:0— [0, 00)
una funciéon medible con la siguiente funcién de distribucién

. 1 x
Fla)=— (f)/o tf (1) dt.

En este caso aA)A( se le conoce como la versién-medida de X. Es bien
conocido que X es el tiempo de vida total estacionario en un proceso
de renovacién con tiempo de vida genérico X (ver [15, Capitulo 5)).

Esta clase de distribuciones se aplican en distintas areas del cono-
cimiento, tales como biometria, ecologia, ciencias ambientales, anélisis
de seguridad y sobrevivencia (ver por ejemplo [29]).

En [38], Pakes y Khattree se cuestionan si es posible reescalar alea-
toriamente el tiempo de vida total para recuperar la ley del tiempo
de vida. Mas especificamente, sea V' > 0 una funcién medible definida
sobre 2 independiente (en el sentido que se usa en probabilidad) de X
y tal que P ({w : V (w) > 0}) > 0. {Cudndo la funcién de distribucién
F coincide con la funcién de distribucién de V.X?

Cuando V' es una funciéon constante, Pakes di6 una respuesta en
[39], pero es un resultado que no es completamente satisfactorio. Su-
pongamos que V = ¢q € (0,1). En este caso particular el problema
se reduce a caracterizar las funciones integrables f que satisfacen la
ecuacién funcional

T z/q
| rwar=— [ urwa

que por el teorema de diferenciacion de Lebesgue es equivalente a ca-
racterizar las funciones integrables que satisfacen la siguiente ecuacion
funcional

s1(f)af (qz) = xf (), c.d. x>0,

la cual es similar a la ecuacién funcional (12).

En [6], Bertoin et al. analizan una funcién integrable Y que surge
en el estudio de funcionales exponenciales de procesos de Poisson; ellos
muestran que [ Ydw = ¢!y que las funciones ¢Y, Y y ¢ 'Y ! tienen la
misma funcion de densidad. Este trabajo tiene conexion con un modelo
probabilistico de la duplicacién del DNA, asi como con la existencia
de una medida invariante relacionada a un protocolo de control de
transmision.

A partir de este ejemplo, en el 2010 se caracterizé en [35] a las
funciones integrables positivas X cuya funcién de densidad coincide
con las de ¢X y ¢ ' X1
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Otra aplicacién que vale la pena mencionar es la que aparece en [9],
donde se muestra que se puede dar la soluciéon a un problema de control
admisible en términos de una solucion de un problema de momentos de
Hausdorff.

Conclusiones

Hemos hecho una sintesis del desarrollo histérico del problema de mo-
mentos y hemos mencionado algunos autores que contribuyeron a su
crecimiento. Este trabajo no pretende ser exhaustivo, por lo que segu-
ramente hemos dejado de lado temas relacionados. Finalmente, se han
puesto referencias cldsicas y modernas, a eleccién del lector, que reflejan
el interés de este autor. Agradezco profundamente las sugerencias de los
revisores, las cuales mejoraron considerablemente el presente escrito.
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