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1. Introduccién

Desde su tesis de doctorado titulada On goodness-of-fit tests based on
Rao-Blackwell distribution function estimators, Federico O'Reilly tra-
bajé en varios aspectos del problema de Bondad de Ajuste, sobre todo
en el uso de estimadores de la funcién de distribucién, para el caso com-
puesto, en lugar de usar los estimadores maximo verosimiles (O’Reilly
y Quesenberry, 1972,1973). En la decada de 1980, trabajé con M. Step-
hens de la Universidad Simon Fraser en varios temas relacionados como
caracterizaciones (O’Reilly y Stephens, 1982), el uso de espacios norma-
lizados (Lockhart et al. 1986a, 1986b) y censura (O’Reilly y Stephens,
1988), entre otros.

El primer trabajo sobre el tema que se tenga reportado, de acuerdo
con David y Edwards (2001) es el de Pearson (1900). Kolmogorov (1933)
introdujo el uso de la distribuciéon empirica y el uso del proceso empirico
para desarrollar procedimientos de prueba.

La siguiente seccion es una descripcion del problema de bondad de
ajuste, desde sus objetivos y diferentes soluciones propuestas, todas
ellas basadas en la distribuciéon empirica. Recordemos que cuando Fe-
derico comenz6 a trabajar en estos problemas, el uso de algoritmos
de simulacion no estaba muy extendido, las soluciones en esos anos
consistian en encontrar la distribucién asintotica del proceso empirico
relacionada e invertir numéricamente su funcién caracteristica para en-
contrar algunos cuantiles que permitieran llevar a cabo la prueba. Esta
es la teoria que revisaremos en este trabajo.
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2. El problema de bondad de ajuste

Sea {Xi,...,X,,} una muestra aleatoria de una distribucién F'(X;#0).
El problema de Bondad de Ajuste, consiste en probar la hipétesis
Hy: F(X;0) = Fo(X;0), (1)

en donde Fj es una distribucion cuya forma es conocida, pero posible-
mente el pardmetro 6 no lo sea. Cuando 6 es conocido, se tiene el caso
simple; si es desconocido, se tiene el caso compuesto.

De todos los procedimientos que existen en la literatura, los que se
basan en una medida de la discrepancia entre Fy y F,,, la distribucion
empirica de la muestra, definida como

1 m
Fu(2) = — 3" Iwa(Xs) w€R,
=1

donde 4 denota a la funcién indicadora del conjunto A, son los mas
estudiados en la literatura (véase D’Agostino & Stephens, 1986). Se han
propuesto una diversidad de funciones de discrepancia, pero sobresalen
dos entre ellas: las del tipo supremo y las cuadraticas. Asociadas a la
primera clase se encuentran las estadisticas de Kolmogorov — Smirnov
(Kolmogorov, 1933; Smirnov, 1939). La familia de Cramér — Von Mises
(Cramér, 1928; Von Mises, 1931) se encuentra entre las del segundo
tipo. Ambas medidas de discrepancia estan fuertemente relacionadas
con funciones de distancia o métricas definidas en espacios de funciones,
la métrica del supremo y la métrica cuadratica. Estas discrepancias son

D,, = sup |F,(x)— Fy(z)], (2)

€ (—00,00)

[e.e]

W2 = n / (Fu(z) — Fo(2))(a)d, (3)

—00

donde 9 es una funcién de peso no negativa.

Existen algunos resultados sobre la distribucion de estas estadisticas,
basadas en el proceso empirico /m(F,,(z) — F,(x)), para m finita. Pero
los esfuerzos fueron encaminados a buscar la distribucion asintotica
cuando la hipétesis se supone verdadera y F continua.

En el caso simple, el procedimiento de prueba se simplifica enorme-
mente, al considerar la transformacién u; = Fy(X;; 0) para toda i € J,,,
pues es bien sabido que estas nuevas variables aleatorias, uq, ..., u,, se
distribuyen, si la hipotesis es verdadera, como uniformes en el intervalo
(0,1). Asi, en el caso simple, la hipétesis es equivalente a probar

Uy ooy U ~ U(u|0,1)
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con u; = Fy(X;;0) para toda i € J,,, independiente de quién sea Fj.
Como

1 m
Gm(u) = - ZI[M](UJ,
=1

donde Ijg ] denota a la funcién indicadora del intervalo [0, u] y {Uy, ...,
Un} a la muestra ordenada, puede demostrarse facilmente que
1 !
E(Gon(u)) = 1 y Cov(Gom(), G()) = 2=y < o,

m
de donde puede deducirse que el proceso

ym(u) = \/E<Gm(u) - u)? u € [07 1]7 (4>
tiene media cero y funcién de covarianza dada por
Cov(ym(u), ym(u')) = min(u, u') — uv'. (5)

Usando el teorema central de limite, puede demostrarse que el vector
(Ym (1), Ym (u2), . .., ym(ug)) se distribuye asintéticamente como una
normal multivariada con media cero y matriz de varianzas calculada a
partir de , para todo valor de k, lo que significa que las distribucio-
nes finito dimensionales del proceso {y,, } convergen a las distribuciones
finito dimensionales de un proceso Gaussiano con media cero y funcion
de covarianza dada por . La demostraciéon de que un proceso con
las caracteristicas anteriores existe en C[0, 1] puede encontrarse en Bi-
llingsley (1968).

Denétese por w(u) al proceso browniano, es decir, al proceso definido
en el intervalo [0, 1] que cumple con

i. Plw(0) = 0] = 1
ii. p(w(u)) = N(w(u)|0,u) para cada u € [0, 1]
ii1. w(uy) — w(ug), w(ug) — w(uy), ..., w(ug) — wlug_1)
son independientes para cada 0 = ug < u3 < ... <ux < 1. (6)

Considérese ahora al proceso

y(u) = w(u) —u w(l),

llamado browniano atado, para el que puede demostrarse a partir de
, que tiene media cero y funcién de covarianza dada por (3)).

Sin embargo la convergencia de las distribuciones finito dimensio-
nales no es suficiente para asegurar que, por ejemplo, sup |y, (u)| —
sup |y(u)|, para esto es necesario el concepto de convergencia débil o
convergencia en distribucién (e.g. Billingsley, 1968).

Sea §2 un espacio métrico con métrica d que contiene a las funciones
¢ definidas en el [0, 1], dendtese con A a la o-édlgebra generada por los
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abiertos en (2, d) y considérese a (£2,.4). Sea {n,, : m € N} una suce-
sién de funciones medibles definidas sobre ) y 1 otra funcién medible
definida también sobre 2. Se dice que {n,,} converge débilmente a {n}
en (2,.A4) si

Tt Ep, [f ()] = Eelf(n)

para toda f continua y acotada en el espacio métrico (£, d), denotando-
lo por {nm} = {n}, donde {P,, : m € N} y P son las correspondientes
distribuciones de probabilidad definidas en (€2, .4). Esto es equivalente
a decir que {P,, : m € N} converge débilmente a P y se denota con
P, = P.

Un resultado muy importante en convergencia débil, es el que asegura
que si g es una funcion definida en €2 que es continua con respecto a la
métrica d y {nm} = {n} entonces {g(nn)} = {9(n)}.

Dado el resultado anterior, bastaria demostrar que las funciones de-
finidas en €2 como

9i1(n) = sup In(w)],

@mﬁi/ﬁwwwm% (7)

son continuas respecto a una métrica d.

Como el proceso empirico {y,,} no tiene trayectorias continuas en el
intervalo [0, 1], (mientras que las del proceso browniano atado si son
continuas), el espacio natural de definicién del proceso es D, el espacio
de todas las funciones en el [0, 1] continuas por la derecha y cuyo limite
izquierdo existe para todo w en [0, 1]. Este espacio puede ser dotado
de diferentes métricas, por ejemplo, la métrica uniforme definida para
toda ny,m2 en D como

dy(m,72) = sup | (u) — n2(w)].

0<u<1

El espacio métrico (D, d,) es completo pero no separable (e.g. Bi-
llingsley, 1968), lo que presenta ciertas dificultades técnicas para de-
mostrar la convergencia débil de ciertos procesos. Sin embargo, puede
demostrarse (Skorokhod, 1956) que existe una métrica dy definida sobre
D x D tal que el espacio métrico (D, dp) es separable y completo. La
introduccion de esta métrica en el estudio de la convergencia débil no
es una condicion necesaria, sin embargo facilita enormemente la teoria
(Shorack y Wellner, 1986).

Si se considera al espacio (D, D), donde D es la o-dlgebra generada
por los abiertos de (D, d,) y se extiende el dominio de definicién de los
procesos browniano y browniano atado a (D, D), puede demostrarse
que el proceso {y,} definido en es un elemento de D. A partir
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de la convergencia de las distribuciones finito dimensionales de {y,,} a
las de {y}, Doob (1949) mediante un argumento heuristico, demostrd
que {ym} = {y}. Donsker (1952) dié una demostracién formal de esta
convergencia en (D, D, d,) (véase Pollard, 1984).

Por otro lado, puede demostrarse (Durbin, 1973a) que g; y g2 defini-
das en son continuas en (D, d,), por lo que

sup [ym(u)] = sup [y(u)| y

0<u<l1 0<u<l1
1

/ Y (W (u)du = /1 2 (u)e (u)du.

0

Asi, bastaria determinar las distribuciones de los términos de la de-
recha de la expresion anterior, para tener caracterizadas a las distribu-
ciones asintéticas de interés.

Antes de continuar, vale la pena hacer un paréntesis en el tema de
convergencia débil.

Una demostracion interesante de que {y,,} = {y} en (D, D,d,), es
presentada por Pollard (1984): dada la convergencia de las distribu-
ciones finito dimensionales, demuestra que las trayectorias del proceso
{ym} pueden aproximarse por procesos locales que implican la con-
vergencia débil del proceso original. Esta condicion es equivalente al
concepto de tension que se definird un poco mas adelante. Sin embar-
go, Pollard (1984) menciona que este tipo de condiciones para construir
aproximaciones simples al proceso no son muy utilizadas debido, posi-
blemente, a que debe demostrarse en forma independiente la existencia
del proceso limite. El tipo de demostracion mas utilizado requiere desa-
rrollar otro tipo de herramientas (e.g. Billingsley, 1968; Dudley, 1978).

Sea (S, L) con S un espacio métrico y L la o-algebra generada por los
abiertos de S. Sea P una familia de medidas de probabilidad definidas
sobre (S, L). Se dice que la familia P es tensa si para toda ¢ € R
existe un conjunto compacto K € L tal que P(K) > 1 — ¢ para toda
PeP.

La importancia de este concepto queda establecida en el siguiente re-
sultado (Billingsley, 1968): sea {n,, : m € N} una sucesién contenida en
(D, D) y dendtese por { P, : m € N} la correspondiente sucesion de dis-
tribuciones de probabilidades. Si las distribuciones finito dimensionales
del proceso convergen a las del proceso {n} y la familia {P,, : m € N}
es tensa, entonces P,, = P donde P es la distribucion de probabilidad
asociada a {n}.

La condicion de tension puede relajarse, si el espacio de definicién de
los procesos es separable. Sea P una familia de medidas de probabilidad
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definidas en el espacio métrico (S, L). Se dice que la familia P es rela-
tivamente compacta si para toda sucesién {P,, : m € N} contenida en
P existe una subsucesién { P, } que converge débilmente a una medida
P definida en (S, £) (no necesariamente contenida en P).

Puede mostrarse que si P es una familia relativamente compacta
definida en (S,L£) y S es separable y completo entonces P es tensa
(Billingsley,1968).

Este tultimo resultado, es la razén de que se use el espacio métri-
co separable (D, dy), pues en este, basta demostrar la convergencia de
las distribuciones finito dimensionales y que la familia de medidas de
probabilidad asociadas sea relativamente compacta, para tener la con-
vergencia débil.

Regresando al problema simple de Bondad de Ajuste, se tiene, en re-
sumen, que para probar la hipétesis Hy : F'(x) = Fy(x|6) con 8 conocida,
primero hay que transformar la muestra ordenada {X;, Xs,..., X},
con u; = Fy(X;|0), encontrar la distribucion del proceso {y,,} v final-
mente la de la transformacion correspondiente.

La distribucién asintética de D,, en la ecuacion , fue encontrada
por Kolmogorov (1933) y una derivacién de ella puede verse en Durbin
(1973a). El resultado de Kolmogorov es

Pl/mDy, > d] —2) e ",
k=1

La obtencién de la distribucién asintética de W2, ecuacién (3)), para
cada funcion v se esboza a continuacion:

Si &m(u) = V/¥(u)ym(u), entonces

1
W2 = [ & (u)du
/

y ademas,

E(&m(u))
k(u, u') = cov(§(u), £(u))

0y
Y(u)y(u)(min(u,v') —uu').  (8)

La idea es representar a W2 como una suma ponderada de varia-
bles aleatorias no correlacionadas con media cero y varianza uno. El
problema es andlogo a cuando se tiene una suma finita de variables al
cuadrado con media cero y cierta matriz de varianzas: diagonalizar la
matriz usando los eigenvalores y eigenvectores correspondientes.
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En el caso continuo, esto supone resolver la ecuacion
1
[ stuaty(wan =2, ()
0

donde A; y vj(u), j € N son los eigenvalores y las eigenfunciones del
kernel k(u,u’) que cumplen con

1 1

/VJZ(U)CZU =1y /%‘(U)%(u)du =0 para j # k.

0 0

1
—1/2
_)‘ //7] 7
0

= Z )‘jgzm
j=1

donde (1, Cuo, - - . son variables aleatorias no correlacionadas con media
cero y varianza unitaria (Durbin, 1973a).

Usando este resultado y como la distribucién asintética de W2 es la
misma que la de

De esta forma, si

entonces

W? = jw(U)yQ(U)du,

donde {y(u) : u € [0, 1]} es el proceso browniano atado, se tiene que

ZAJ 2, (10)

con \; los eigenvalores del kernel x(u,u’) = /9 (u)y(v')(min(u, u’') —

u') y en donde z; son variables normales con media cero y varianza
uno, que resultan de resolver @ De manera que WW? es una serie pon-
derada de variables aleatorias independientes Ji-cuadrada con un grado
de libertad, cuya funcion caracteristica esta dada por

o0

o(t) = [ J(1 — 2itx;) /2. (11)

J=1

Asi, habrd que invertir ¢(¢) para encontrar los cuantiles de W2.
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En general, resolver la ecuacion @D es complicado. En estos casos
lo que se hace es calcular algunos cuantiles de la distribucién asintoti-
ca haciendo una aproximacion a (10 e invirtiendo numéricamente la
correspondiente aproximacion a Especificamente, supongase que

1 « :
W2 r S () () wy € 0.1, € Juy meN,
j=1

donde, en general, J, = {1,2,...,n}.
Si V denota a la matriz cuya entrada ¢j-ésima esta dada por
1

con k definido en , una aproximacién a ([10)) esta dada por

m
2N
W ~ E )\jl/j,
Jj=1

donde A;, j € J,, son los eigenvalores de la matriz y V; son va-
riables aleatorias Ji-cuadrada independientes con un grado de libertad
definidas para cada j como

—1/2
v =M G o(wy),
k=1

con (Gj1, Gjas - - - Cim)" €l eigenvector asociado a Aj;.
Con esta aproximacion, la expresion (11)) puede escribirse como

o(t) = [ (1 — 2itx;) "1/,
j=1
Esta funcién caracteristica puede invertirse numéricamente usando
el siguiente resultado debido a Imhof (1961),

[e.9]

9 11 / senh(v)
PW?* > w| = 5t~ ) dv (13)
0
donde
(&K
h(v) = 5{ Zz:;tan Aiv — wv} y
m 1/4
g(v) = H (1 + )\?U2> :
i=1

En resumen, para encontrar algiin cuantil de la distribucién asintéti-
ca de W2 o equivalentemente, la distribucién de W?, se calcula la
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matriz V' definida en para algin valor de m, se encuentran los ei-
genvalores y eigenvectores ortonormalizados asociados a V' y se resuelve
numéricamente la integral (13)).

De esta manera, el problema simple de Bondad de Ajuste queda
resuelto.

Sin embargo, el valor de @ es desconocido en la mayoria de las apli-
caciones de Bondad de Ajuste. En este caso la transformacién (2) no
puede aplicarse, pues la funcion de distribucién no esta totalmente es-
pecificada. Existen varias soluciones a este problema, en el fondo todas
llevan a estimar a Fy(x|6), ya sea estimando € y usar este estimador
para transformar la muestra, o bien, estimando toda la funcién de dis-
tribucion.

Supdngase entonces que se tiene una muestra aleatoria { X1, X, .. .,
X} v se quiere probar la hipétesis

Hy : F(z) = Fy(x|0) con € desconocido.

Sea 0, = é(Xl,Xg, ..., X;n) un estimador de 6. Siguiendo la légica
del caso 6 conocido, considérese la transformacion

U, = U(X;) = Fy(X;]0) = E,(X;) para toda i € J,.

Si G, denota a la distribucién empirica de la muestra {Uy, Us, . . .,
U}, el proceso empirico estimado asociado es

Gm (@) = V(G (22) — @), (14)

para el que habra que encontrar su distribucion asintética.

Bajo ciertas condiciones, similares a las pedidas por Cramér (1946)
en el desarrollo del método de maxima verosimilitud y puesto que u —
u con u = Fy(x|@), Durbin(1973b) demostré que {g,(u)} = {g(u)}
donde {g(u)} es un proceso Gaussiano con media cero y funcién de
covarianza dada por

E(g(u), 9(v')) = min(u, v') —ur’ —h(u)' T h(u") con u, v’ € [0,1] (15)

y en donde h(u) es el vector cuya j-ésima entrada es a%jF (x|0) evaluado

en u = F(z]0) e Z denota a la matriz de Fisher por unidad muestral.
En general, el estimador O, que se utiliza para generar 1} es el de

maxima verosimilitud, pero puede ser cualquiera que cumpla con

n

- I S Olog p(x;|0)
V(O 9)_\/51 Z—ae + Em,

donde p(x|f) denota a la funcién de densidad y €, — 0 en probabilidad
(Serfling, 1980).

J=1
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Considerando las transformaciones ¢; y ¢» definidas en se tiene
que

0<a<1 0<u<1

Lilliefors (1967, 1969) encontré mediante simulacion, la distribucién
asintética de D, para el caso Normal con ambos parametros desco-
nocidos y para el caso Exponencial; Durbin (1975) da la distribucién
asintotica para el caso Exponencial. Stephens (1986, y referencias in-
cluidas), da los cuantiles asintdticos para algunas distribuciones, tanto
de D,, como de ng, para algunas formas especificas de la funcién
1. Sin embargo una teoria asintotica general para D,, no estd dada
(D’Agostino y Stephens, 1986).

Dos miembros de la familia Cramér-Von-Mises son de especial interés:
la estadistica Von-Mises, que se obtiene haciendo ¢ (u) = 1, u € [0, 1]
y la A% de Anderson-Darling (Anderson y Darling, 1952, 1954), que
se obtiene haciendo t¥(u) = [u(l — u)]™', u € [0,1]. Ambas han sido
ampliamente estudiadas y existe una teoria asintotica tanto para el caso
de pardametros conocidos como cuando los pardametros se desconocen.

La prueba basada en la estadistica A% ha demostrado buena potencia,
cuando los pardmetros se estiman por maxima verosimilitud (Stephens,
1974).

Obsérvese que la funcién ¢ (u) = [u(1—u)]* no es continua en {0, 1},
por lo que el método de prueba sobre la convergencia débil esbozado
anteriormente, no puede ser aplicado. Este es un caso en el que el con-
cepto de tension es 1til para encontrar la distribucién asintotica del
proceso empirico (véase Durbin, 1973b).

Nétese que la funcién de covarianza es la del caso simple menos
una funcién que depende de la forma de la funcion de distribucién vy,
posiblemente, del pardmetro. David y Johnson (1948) demostraron que
la distribucién de Fm(x) no depende del parametro si # es un parame-
tro de escala y/o localizacién, por lo tanto la distribucién finita del
proceso no depende de 6, asi que la distribucion asintética tampoco
dependera de € en estos casos. Por lo tanto, la generaciém de tablas
con los cuantiles de la distribucion asintotica resulta mas sencilla, pues
solo dependerd de la forma de la funcién (véase Stephens, 1986). Esto
es valido, tanto para la distribucién asintética de D,, como para la de
W2 incluyendo a la estadistica AZ2,.
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Otro procedimiento de estimacién es el que utiliza al estimador de
Rao-Blackwell de la funcién de distribucion, y fue introducido por Sri-
nivasan (1970). Recuérdese que el estimador de Rao-Blackwell de la
funcién de distribucion es

ﬁ’m(x) = E |:I[Xi§z]|Tm:|,

donde T}, es una estadistica suficiente minimal y X; es cualquier ele-
mento de la muestra. Srinivasan (1970) considera al proceso

Vi{F,(z) — Fn(z)}, 2 € R (16)
y encuentra, usando métodos de Monte Carlo, la distribucién asintética
para el caso Normal y Exponencial, demostrando que estas distribucio-
nes no dependen de 6.
El proceso (16) puede escribirse como

donde @ = @(z) = F,(z) y G,, denota ahora a la funcién de distribucién
empirica de la muestra transformada {Uy, Us, ..., U, }.

El resultado que relaciona a las distribuciones asintéticas de los pro-
cesos empiricos estimados {g, (%)} v {¥m (@)}, definidos en y

respectivamente, fue establecido por Moore (1971) y es el siguiente:
Como

si

sup |y () — F(2)] 50 (18)
entonces las distribuciones asintéticas de los procesos estimados {,, (%)}
y {Um (@)} serén iguales.

Moore (1971) demostré que esto ocurria en los casos Normal, Expo-
nencial y Uniforme con parametro #. Este tltimo caso es un ejemplo de
que la propiedad no es caracteristica de la familia exponencial. In-
cluso Moore (1971) conjetura que debe ser cierto en general, pero
no exhibe una demostraciéon. Lockhart y O'Reilly (2005) demuestran
esta conjetura para un subconjunto de la familia exponencial.

Otro procedimiento de estimacién de la funcion de distribucion ha
sido propuesto por O’Reilly y Villegas (1987). Estos autores proponen el
uso de la distribucion predictiva, que aparece en el contexto bayesiano,
como un estimador de la funcién de distribucién y demuestran que bajo
ciertas condiciones, se cumple que

Z:—1()(m|Tm) = FW(Xm|Tm—1)>

donde 7 es la medida de Haar invariante por la derecha y F'™ la distri-
bucién predictiva obtenida a partir de 7.
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Asi, si se considera al proceso empirico estimado

Um () = V{Gp(u) — u},

con Gy, la funcién de distribucién empirica de la muestra {UT, ..., UT },
donde

U =U"(X;) = F"(Xi|Tm-1)) (19)
Yy Tim—1) la estadistica suficiente minimal construida con las m — 1
observaciones restantes, se tendra que la distribucién asintética es la
misma que la del proceso {7, }.

En el caso de que 6 sea un parametro de localizacién y/o escala, la
relacion se cumple y entonces las distribuciones asintéticas de los
tres procesos empiricos estimados coinciden.

Es importante mencionar que la transformacion U no genera varia-
bles aleatorias Uniformes ni independientes (David y Johnson, 1948)
v que la transformacién U si genera variables uniformes, aunque no
independientes, (O'Reilly y Quesenberry, 1973, presentan un procedi-
miento basado en el estimador de Rao-Blackwell que transforma varia-
bles aleatorias a subconjuntos de variables aleatorias uniformes e inde-
pendientes), por lo que la transformacién U™ también genera variables
aleatorias uniformes no independientes, si se cumple (19)).

Hoy en dia, la distribucion de la estadistica de prueba puede simularse
para cualquier valor de m, evitando el uso de tablas.

3. Mi trabajo con Federico

Conoci a Federico cuando me dio dos cursos en la maestria en 1976
y lo fui tratando cuando me lo encontraba de vez en vez, rumbo a la
bilblioteca del IIMAS. En 1986, trabajando en la UAM-Iztapalapa, lo
invité a que nos diera una platica en el seminario del Departamento de
Matematicas en el mes de junio y accedié. Ese fue el inicio de nuestra
amistad.

En septiembre de 1986 recibi una llamada en casa, era Federico. Lo
habian invitado a dar una platica en un seminario bayesiano y me pro-
puso que trabajaramos en encontrar intervalos, yo de probabilidad y él
de confianza, para el cociente de pardmetros en la distribucion Gaussia-
na inversa. Esta distribucién era muy interesante, pues sus parametros
no son ni de localizacién ni de escala. Federico habia desarrollado una
prueba de bondad de ajuste compuesta y la distribucion asintotica de-
pendia de los parametros a través de este cociente. Como en aquella
época se generaban tablas, él habia construido una para diferentes va-
lores del cociente. La manera de utilizarlas, era calcular los estimadores
maximo verosimiles y entrar al renglén correspondiente. El objetivo de
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los intervalos era para tener una idea de la variabilidad al entrar a la
tabla. Como el seminario trataba de temas bayesianos, se le ocurrié que
yo obtuviera intervalos de probabilidad. A partir de esa fecha, acudi al
IIMAS dos tardes a la semana a trabajar con él.

La distribucion Gaussiana inversa es parte de la familia exponencial,
pero no es regular. Los intervalos frecuentistas se volvieron fiducia-
les pues presentaban una masa positiva en el cero. Contestar por qué
ocurria esto, nos llevé a tratar de entender més a la estadistica fiducial.

En septiembre de 1987 realicé una estancia sabatica en el IIMAS
trabajando con Federico. Trabajamos en varias lineas que a él le in-
teresaban: estadistica fiducial, bondad de ajuste para distribuciones
discretas y el problema de la Gaussiana inversa. En este tltimo, el reto
era probar que la conjetura de Moore (1973) se cumplia para la Gaus-
siana inversa, esto es, que el proceso empirico que resultaba de usar los
estimadores maximo verosimiles y el que resultaba de usar el estimador
de Rao - Blackwell tenian el mismo limite, cosa que pudimos demostrar
(O’Reilly y Rueda, 1992).

En el caso de las distribuciones discretas, en lugar de usar la distri-
bucién empirica, usamos la funciéon empirica generadora de probabili-
dades, esta era una idea que Federico habia platicado con Victor Pérez
Abreu del CIMAT: Federico decia que el proceso limite deberia tener
una funcion de covarianza muy similar al caso continuo, pero con la
matriz de derivadas de la funcién generadora. Pero el proceso limite
resulté muy diferente (Rueda et al., 1991). Después descubrimos que
habifamos incurrido en un pequeno error, que al corregir nos daba jlo
que Federico intuia! (Rueda y O’Reilly, 1999).

Esta siempre fue una caracteristica de Federico. Su intuicién, su ex-
periencia y todo lo que sabia sobre un problema en particular, le servia
para intuir lo que se deberia obtener. Pocas veces esto no ocurrié.

A principios de este milenio, una colega del Instituto llegé con Fe-
derico con la siguiente duda: En una imagen digitalizada que contenia
decenas de miles de pixels en diferentes tonos de grises, queria pro-
bar si a estos pudiera ajustarseles una distribucién normal. Al hacer
un histograma, parecia obvio que si. Sin embargo al usar la prueba de
Anderson-Darling, jrechazamos la hipétesis! El problema es que las me-
diciones estaban hechas con una resolucién tal que agrupaba los datos
en diferentes clases.

El efecto del redondeo alteraba el proceso empirico bajo estudio. Este
fue un trabajo que a Federico le gusté mucho, le dedicé mucho tiempo
y tuvimos que adaptar muchas cosas. Desafortunadamente, no tuvo el
impacto que hubiéramos querido. (O'Reilly et al., 2003).
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En otro trabajo sobre la distribucién Levy (O’Reilly y Rueda, 1998),
surgio la idea de simular de una distribuciéon condicional a las estadisti-
cas suficientes, que después Federico mejoré en lo que le llamé look
alike samples. Federico redescubrié algunos algoritmos de simulacién y
los utilizé6 de manera intensiva a partir de 2004.

Trabajar con Federico siempre fue aprendizaje y diversion. Tenia
un excelente sentido del humor y siempre tenia a la mano un chiste
para cualquier situacion. Tenia mucha paciencia para que sus alumnos
entendiéramos lo que él hacia y era excelente explicando todo.
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