MISCELANEA MATEMATICA 68 (2019) 1@ SMM @

La propiedad de Arquimedes
en un campo ordenado

Josefina Alvarez
Departamento de Matematica
New Mexico State University

Las Cruces, New Mexico 88003, EEUU
jalvarez@nmsu.edu

Muchos libros clasicos de introduccién al andlisis real, presentan al con-
junto R de los ntimeros reales en forma axiomatica. Esto es, como un
campo ordenado, y completo en el sentido de Dedekind (véase, por
ejemplo, [2, cap. 2], [4, cap. 0, §5 |, [7, cap. 2]). Ademads, suponen que
es posible construir modelos de tal estructura y que su axiomatica es
categorica, o sea, que dados dos campos ordenados y completos en el
sentido de Dedekind, hay una biyeccion, que es un isomorfismo con
respecto a las operaciones y al orden definidos en cada uno de ellos.
Recordemos que el axioma de completitud en el sentido de Dedekind,
asegura que todo subconjunto no vacio y acotado superiormente, tiene
supremo. Si éste es el caso, a partir de ahora diremos simplemente que
el campo es completo.

En lo que sigue, supondremos conocidos los axiomas de campo or-
denado y las propiedades operacionales basicas que se obtienen como
consecuencia de los axiomas (véase, por ejemplo, las referencias ya men-
cionadas).

Recordemos que dado un campo ordenado K, existe un homomorfis-
mo de campo, de Q en K. En otras palabras, hay subconjuntos N, Z
y Q de K, que se identifican con los nimeros naturales N, los niimeros
enteros Z y los nimeros racionales Q, respectivamente. Ademads, el ho-
momorfismo lleva el orden natural de Q al orden en K ([7, p. 33, prop.
2]). Por lo tanto,

——_———

n veces

es positivo en K.

Para comenzar nuestra exposicion, digamos que la propiedad de Ar-
quimedes es enunciada en R, por ejemplo en los siguientes términos (|[8,
p. 9, teo. 1.20]):
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Siz,y e Ry x>0, existe n € N tal que
nx > y. (1)

Esta propiedad aparece como axioma V en la obra Sobre Esferas Y
Cilindros del matemaético, ingeniero, fisico, astréonomo, ... Arquimedes
de Siracusa (ca. 287 AC - ca. 212 AC). Por ello se la suele llamar axioma
de Arquimedes (véase, por ejemplo, [T, p. 33]). También aparece, como
definicién 4, en el libro V de los Elementos de Euclides. Arquimedes
adjudica esta propiedad al matemético y astrénomo Eudoxio de Cnido
(ca. 390 AC - ca. 337 AC) [9]. El asociar el nombre de Arquimedes con
ella, se debe al matematico Otto Stolz (1842-1905), quien menciona a
Arquimedes en relacién con la propiedad, en un articulo publicado en
1882 [5].

Observemos que tiene sentido en cualquier campo ordenado. Asi,
nuestro objetivo es el formular algunas de las maneras equivalentes en
las que se puede enunciar, en un campo ordenado. Digamos que en
R, tipicamente se prueba como consecuencia del axioma de com-
pletitud en el sentido de Dedekind (véase, por ejemplo, las referencias
mencionadas al comienzo).

Antes de ver el caso de un cuerpo ordenado, observemos que si x
pertenece a K y n € N, la expresiéon nz se interpreta como

r+---+x=1lr+- - -+ 1lz = nz,
———

donde, a la derecha, n € N es la imagen del nimero n € N que aparece
a la izquierda. O sea, que si escribimos

nT >y, (2)

para z,y € K, no hay ambigiiedad en decir n € Non € N en . Es
bueno mencionar esto, al menos una vez.

Con esta aclaracién en mano, comenzamos dando un par de defini-
ciones y algunos ejemplos:

Definicion 1. Sea K un campo ordenado con orden <. Decimos que
1. z € K es un infinitesimal si 0 < z < %, para todo n € N.
2. ¢ € K es una infinitud si n < x, para todo n € N.

Como es habitual, < significa que se permite la igualdad.

Ejemplos 1. 1. Es inmediato el comprobar que cero es un infinites-
tmal en todo campo ordenado.
2. Consideremos el campo R (X) de las funciones racionales f con
coeficientes reales,

X7 X
f(X):a 3+ +a +a07
b X5+ - 4+ b X + by
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donde el numerador tiene grado r y el denominador tiene grado s.
Es decir, a,,bs # 0.

En este campo diremos que [ es positiva si %= > 0. A partir de
esta nocion de positividad, definimos en R (X) Za relacion < como
f < g cuando g — f es positiva. Puede comprobarse sin dificultad
que esta relacion satisface los axiomas de orden. Asi, R (X) es un
campo ordenado.

Observemos que el campo R esta inmerso de manera natural,

como campo ordenado, en R (X).
En el orden definido en R (X),

0< 1
X
para todo n € N, porque % — % =

un infinitesimal distinto de cero. De la misma manera,

es positiva. Es decir, % es

X >n,

para todo n € N, porque X — n es positiva. FEs decir, X es una
infinitud o, en otras palabras, el conjunto N estd acotado en R (X).
Mads atn, para todo a € R, es X > a, lo cual nos dice que el
conjunto de los nimeros reales no negativos estd acotado en R (X).

Proposicion 1. Dado un campo ordenado K, los siguientes enunciados
son equivalentes:

1.

5.
6.

Six,ye K yx >0, eristen €N tal que
nr > y.

Six € K, existe n € Z tal que
n> x.

El conjunto N no estd acotado en K. Es decir, dado x € K posi-
tivo, existe n € N tal que n > .

. Dado x € K positivo, existe n € N tal que

1
— <.
n

Si x € K es un infinitesimal, entonces x = 0.
No hay infinitudes en K.

Demostracion. Aunque, formalmente, trabajaremos como si K fuera R,
hay que pensar con cuidado, en el caso general, en el significado de cada
operacion.
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Comenzamos por probar que 1) = 2). Si 2 > 0, usamos 1) con < e

y = 1. Es decir, existe n € N tal que

—

14+---4+1 n

=1,
x xr

n>ax.

Si z <0, es claro que n > x para todo n € N. Asi obtenemos 2).

Si negamos 3), es decir, si N estuviera acotado en K, existiria z € K,
positivo, tal que

0<n<uz,

para todo n € N. O sea, para ese valor x, es n < x para todon € Z, lo
cual es la negacién de 2).

Si suponemos que 3) se cumple, es decir N no estd acotado en K,
dado x € K positivo, debe de existir n € N tal que

1
n> -,
T

1
~ <,
n
lo cual prueba 3) = 4).

Si 5) no se cumple, existe € K que es un infinitesimal positivo en
K. O sea,

1
O<z < —,
n

para todo n € N. Consecuentemente, no puede existir n € N tal que
% < z. Es decir, 4) no se cumple.
Si x es una infinitud en K, entonces x > n para todo n € N. O sea,

1 1
0<—-—<—,
xr T n

para todo n € N. Es decir, %

prueba que 5) no se cumple.
Finalmente, dado x € K positivo, si y es negativo o cero,

es un infinitesimal positivo en K, lo cual

nr >,

para cada n € N. Si y es positivo, puesto que ¥ no puede ser una

infinitud de acuerdo con 6), debe de existir n € N tal que
n> 2
x

Es decir, existe n € N, o n € N, tal que
nr >y,

lo cual prueba que 6) = 1).
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Esto concluye la prueba de la proposicion. O]

Definicion 2. Un campo ordenado K se llama arquimediano si satisface
las propiedades, equivalentes, enunciadas en la proposicién [I]

Proposicién 2. Si K es un campo ordenado y completo, entonces K
es arquimediano.

Demostracion. Probaremos 2) en la proposicién , es decir, probaremos
que el subconjunto Z no esta acotado superiormente en K. La prueba
es idéntica al caso de R: Si Z estuviera acotado superiormente en K, no
siendo vacio, tendria supremo, digamos «, en K. Entonces n + 1 < «
para todon € Z, on < a — 1 para todo n € Z, contradiciendo la
afirmacién que « es el supremo de Z.

Esto concluye la prueba de la proposicion. O]
Ejemplos 2. 1. De acuerdo con la proposicion|d, el campo R es ar-
quimediano.

2. Que un campo ordenado sea arquimediano, es estrictamente mds
débil que el ser completo. En efecto, el campo Q no es completo
porque, por ejemplo, el conjunto

A:{xe(@:x<00x20yx2<2},

estda acotado superiormente en Q, pero no tiene supremo en Q.
Para verlo, supongamos que existe z € Q que es el supremo de
A. Tal z debe de ser positivo. Como el polinomio X? —2 no tiene
raices racionales, hay dos posibilidades: z*> < 2, 0 sea z € A, o
22> 2, 0 sea z € Q\A. Consideremos ([8, p. 2]),

22—2722—#2

U=z —

z+2 242’
de donde,
2(22 -2
2op= 222 3
(z+2)

Si z € A, también u € A, de acuerdo con (@ Pero u — z =
% > 0, es decir, z < u, lo cual no puede ser. Si z € Q\A,
también u € Q\A. Pero en este caso u —z < 0 00 < u < z.
Afirmamos que uw > x para todo x € A. En efecto, si existiera

r €A, u<ux, tendriamos
u? <uxr <1< 2,

lo cual no puede ser. Es decir, u resulta una cota superior para
A. En conclusion, z no puede existir. Sin embargo, Q es arquime-
diano, pues, por ejemplo, el subconjunto N no es acotado en Q. Si
lo fuera, existiria § con p,q > 1, tal que n < %’, o ng < p, para

todo n € N. En particular, (p+ 1) q < p, lo cual no es posible.
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3. El campo R (X), con el orden definido en 2) de los ejemplos

no es arquimediano puesto que, como mostramos alli, contiene
infinitesimales o, equivalentemente, contiene infinitudes o, equi-
valentemente, N no es un subconjunto acotado.

Consideremos el conjunto R ((X)) de las series de Laurent for-
males. Es decir, series de la forma ), _, a, X" para las que exis-
te N € Z, que depende de la serie, tal que a, = 0 para n <
N. Aunque no entraremos en los detalles, R ((X)) es un campo
con las operaciones habituales entre series formales. Dada f =
Y onez an X" en R ((X)) distinta de cero, definimos

v(f)=min{n €Z:a, #0}.

Decimos que f es positiva si el coeficiente a, ) es positivo. De
la misma manera que en 2) de los ejemplos se puede ver que el
campo R ((X)), con esta nocion de positividad, resulta ordenado.
Observemos que, en este orden,

L >
—>n
X 7
para todo n € N, pues si f = % —n, v(f) = —1 y el coeficiente

a_y es 1, positivo. Es decir, R ((X)) no es arquimediano.

Definicion 3. Dado un subconjunto no vacio S de R con el orden usual,
se dice que S esta bien ordenado si cada subconjunto no vacio de S tiene
un primer elemento en el orden.

Definicion 4. El principio de buena ordenacion dice que el conjunto N
de los nimeros naturales esta bien ordenado con el orden usual.

Este principio es equivalente al principio de induccién (véase, por
ejemplo, [1]).

Proposicion 3. Dado un campo K ordenado, los siguientes enunciados
son equivalentes:

1.
2.

K es arquimediano.

La funcion «parte entera» estd definida en K. Es decir, dado a €
K, sia>0, eristen € N|J{0} tal quen <a<n+1ysia<0,
eristen € Z, n <0, tal quen <a <n+ 1.

El conjunto Q es denso en K. Es decir, st x,y € K, yx < vy,
erister € Q tal que v < r <y.

. Densidad en K de cierto subconjunto de Q: Si x,y € K, y x <y,

evisten k € Z yn € N tal que z < 2% < y. La potencia 2" se

interpreta como (1 +1)...(1+ 1) en la imagen del homomorfismo

N J
-~

n veces

de Q en K.
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Demostracion. Probemos que 1) es equivalente a 2): Supongamos que K
es arquimediano y fijemos a € K. Si a > 0, usando 2) en la proposicién
con x = a, concluimos que existe n € N tal que a < n. Esto quiere
decir que el conjunto

{keN:a<k}

es un subconjunto no vacio de N. Por el principio de buena ordenacion,
tiene que tener un primer elemento que llamamos m. Es decir,

m—1<a<m.

Si a < 0, entonces —a > 0. Por lo tanto, debe de existir m € N tal que
m—1<—a<m. O sea,

-m<a<-—-m-+1.

Es decir, hemos probado 2).

Reciprocamente, si 1) no se cumple, podemos asegurar, de acuerdo
con 4) en la proposicién , que existe a € K positivo, tal que a < %
para todo n € N. Es decir, n < % para todo n € N. Por lo tanto 2) no
se cumple para ese a € K positivo.

Para probar que 2) = 3), fijamos z,y € K, z < y. Siz > 0 e
y > 0, de acuerdo con 2) en la proposicién , existe £ € N tal que
y%m < k. En particular, 1 < k (y — x). Usando 2), existe n € N tal que
n < kxr < n+ 1. Para concluir 3), s6lo necesitamos manipular estas
desigualdades:

n+l1<kr+l<kr+k(y—z)=ky.

Es decir,
kr <n+1<ky,
0
n—+1
T<—— <y,

lo cual nos da 3).
Six <0ey >0, entonces x < 0 < y. Finalmente, si x,y < 0, usamos
el primer caso con —y < —x, obteniendo

-y <r<-—-x,
para un cierto r € Q. Entonces,
T < —r <y,

lo cual completa la demostracién de 3).
Para probar que 3) = 1), dado = > 0 fijo en K, sabemos que existe
r € Q tal que 0 <r < x. Puesto que r es de la forma ™ con m,n € N,

—_
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lo cual nos da 4) en la proposicién . Es decir, el campo K es arquime-
diano.

Puesto que la implicacién 4) = 3) claramente se cumple, sélo nos
queda por probar que 1) = 4) para completar la equivalencia de los
cuatro enunciados. Supongamos que 4) no se cumple. Es decir, existen
r,y € K tal que x < y y para cada k € Z, n € N, o bien o <z
oy < 2% Si la segunda desigualdad nunca se cumple, entonces, en
particular, para n € N fijo,

k< ax2",

para todo k € N, lo cual contradice 3) en la proposicién . Es decir, 1)
no se cumple. Supongamos entonces que para algin k € Z y n € N, se
cumple y < 2% Es decir, el conjunto

Z,={keZ:y2" <k},
es no vacio. Entonces, hay dos casos a considerar:

a.: El conjunto Z, tiene un primer elemento.
b.: El conjunto Z, no tiene un primer elemento.

En el caso a), existe k,, € Z, tal que k, — 1 ¢ Z,,. Es decir,

ko=l _ ke
T -—.
o =TSV =0

Por lo tanto,

0 < kn k,—1 1
<Yy—r=< on on = on”
Usando el principio de induccion, podemos demostrar, sin dificultad,
que n < 2" para todo n € N. O sea,

1
O<y—ax<—,
n

para todo n € N. Es decir, y — z es un infinitesimal positivo y por lo
tanto, K no es arquimediano.

En el caso b), para cada k € Z,, también k — 1 € Z,. Esto implica
que Z, = Z, de donde resulta que no puede existir k € Z, tal que
k—1 < y2" < k. De acuerdo con la equivalencia 1) < 2), K no es
arquimediano.

Esto completa la demostracién de la proposicion. O

Observemos que 2) en la proposicién , tipicamente se prueba, en el
caso real, usando el axioma de completitud en el sentido de Dedekind
(véase, por ejemplo, [, p. 23, teo. 0.21]).

Las proposiciones (1] y |3 nos dan muchas posibilidades para la formu-
lacion de la propiedad de Arquimedes, algunas mas usuales que otras.
Por ejemplo, podriamos haberla definido pidiendo que Q sea denso en
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K, o pidiendo que los elementos de K de la forma 2% para k € Z,
n € N, formen un conjunto denso en K, etc.

Para concluir, observemos que la propiedad de Arquimedes juega un
papel fundamental en el desarrollo del Anélisis Real. Por ejemplo, es esa
propiedad la que nos permite asegurar que la sucesién {%}n>1 converge

a cero. Este es un hecho que parece trivial y obvio en el campo R, pero
que es fundamental en muchos de los teoremas centrales del Anélisis

Real.

Reconocimientos: La inspiraciéon para este articulo proviene, en
parte, de [3] y [6].
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