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Resumen
El propósito de este art́ıculo es dar una demostración detalla-
da del teorema de Wigner, el cual es un resultado central de la
teoŕıa de matrices aleatorias, usando herramientas de teoŕıa
de gráficas, combinatoria y probabilidad.

1. Introducción

El teorema de Wigner nos dice que la distribución espectral emṕırica
de ciertas matrices aleatorias converge a la distribución del semićırculo
cuando la dimensión de éstas tiende a infinito. Existen varias demostra-
ciones de este resultado básico de la teoŕıa de matrices aleatorias, sin
embargo en este art́ıculo se pretende exponer una demostración detalla-
da usando herramientas elementales de teoŕıa de gráficas, combinatoria
y probabilidad.

Las variables aleatorias que aqúı consideraremos estarán definidas
en un espacio de probabilidad (Ω,F,P) donde Ω es el espacio muestral
y P es la medida de probabilidad definida sobre la σ-álgebra de eventos
F.

Una matriz aleatoria es una matriz cuyas entradas son variables
aleatorias. Llamaremos matriz aleatoria hermitiana a una matriz alea-
toria con entradas complejas que coincide con su transpuesta conjugada

1Existe una versión preliminar de este trabajo en Comunicaciones del CIMAT,
I-09-08 (PE). PROFAPI 2010-044
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(el caso real corresponde a las matrices aleatorias simétricas). Una pro-
piedad importante de las matrices aleatorias hermitianas es que sus
valores propios son reales y son aleatorios.

Sea AN una matriz aleatoria hermitiana de N ×N y sean las varia-
bles aleatorias reales λN1 , λ

N
2 , ..., λ

N
N sus valores propios. La función de

distribución espectral emṕırica de AN ,

FAN
(x) =

1

N
#
{
i : λNi ≤ x

}
x ∈ R,

determina la proporción de valores propios menores o iguales que x.
El término espectral se usa para hacer referencia a los valores propios.
Ésta es una función de distribución aleatoria, por lo tanto para ca-
da ω del espacio muestral FAN (ω) es una función de distribución y es
precisamente la función de distribución emṕırica correspondiente a los
números reales λN1 (ω), λN2 (ω), ..., λNN(ω). La función de distribución es-
pectral emṕırica se puede interpretar como una función de distribución
aleatoria uniforme en los valores propios λN1 , λ

N
2 , ..., λ

N
N , donde cada uno

de estos valores propios tiene la misma probabilidad 1
N

de ocurrir.
El teorema de Wigner establece, bajo ciertas condiciones sobre AN ,

que para cada x ∈ R cuando N −→∞

FAN
(x)

c.s.−→ F (x) =

x∫
−∞

1

2π

√
4− t21[−2,2](t)dt, (1)

donde F (x) es la función de distribución del semićırculo cuya función
de densidad está dada por f(t) = 1

2π

√
4− t2, −2 ≤ t ≤ 2. Esta conver-

gencia es la convergencia casi segura, es decir salvo en un conjunto de
probabilidad cero, se cumple que para cada ω del espacio muestral la
distribución espectral emṕırica converge puntualmente a la distribución
del semićırculo.

Este resultado lo obtuvo E. P. Wigner [11] en la década de los cin-
cuenta para el caso de matrices aleatorias simétricas con entradas reales,
independientes (salvo simetŕıa), simétricamente distribuidas, centradas,
con varianza constante y con momentos de cualquier orden uniforme-
mente acotados. Su trabajo estuvo motivado en mecánica cuántica,
donde logró explicar el comportamiento estad́ıstico de los niveles de
enerǵıa de un sistema f́ısico en términos de los valores propios cuando
la dimensión de las matrices es grande.

Existen varias versiones de este resultado dependiendo de las con-
diciones que se consideren sobre las matrices aleatorias, [1], [2], [4], [5],
[6], [8] y [9].
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En este trabajo se demostrará la convergencia (1) por el método
de momentos. Concretamente, una función de distribución F tiene mo-
mento de orden k si

∫
|x|k F (dx) existe. La función de distribución F

está únicamente determinada por sus momentos si existen sus momen-
tos de orden k, k = 1, 2, ..., y si G es cualquier función de distribución
tal que

∫
xkF (dx) =

∫
xkG (dx) entonces F = G. El método de mo-

mentos establece lo siguiente: sean FN y F funciones de distribución
para las cuales existen sus momentos de orden k, para k = 1, 2, ...,
respectivamente. Si F está únicamente determinada por sus momentos
y
∫
xkFN (dx) −→

∫
xkF (dx) , cuando N −→ ∞, para k = 1, 2, ...,

entonces FN (x) −→ F (x) cuando N −→∞ para cada punto de conti-
nuidad de F.

Por un lado, los momentos de la función de distribución espectral
emṕırica cumplen la relación∫

xkFAN
(dx) =

tr(AkN)

N
c.s. k = 0, 1, 2, ..., (2)

donde tr(AkN) es la traza de la potencia k de la matriz AN , ya que

∫
xkFAN

(dx) =
N∑
j=1

(
λNj
)k [

FAN

(
λNj
)
− FAN

(
λNj −

)]
=

1

N

N∑
j=1

(
λNj
)k

=
tr(AkN)

N
.

Por otra parte, como veremos más adelante, la distribución del se-
mićırculo está únicamente determinada por sus momentos∫

xkF (dx) = C k
2

si k par o 0 si k impar, (3)

donde Ck son los números de Catalan los cuales están definidos como

Ck :=
1

k + 1

(
2k

k

)
k = 0, 1, 2, ... (4)

Por lo tanto, de acuerdo al método de momentos, para demostrar la
convergencia (1) es suficiente demostrar la convergencia casi segura de
(2) a (3), esto es

tr(AkN)

N

c.s.−→ C k
2

si k par o 0 si k impar. (5)
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Más aún, probaremos la convergencia en esperanza

E

[
tr(AkN)

N

]
−→ C k

2
si k par o 0 si k impar (6)

y usaremos este resultado para probar (5). Esta última convergencia la
demostraremos usando el enfoque combinatorio de gráficas. Aqúı la cla-
ve es que la traza presenta una estructura ćıclica que permite asociarle
gráficas conexas, de manera que al tomar el ĺımite en (6), quedarán sólo
aquellas gráficas conexas correspondientes a los árboles orientados con
ráız, los cuales vienen dados por los números de Catalan.

Las condiciones bajo las cuales se probará (6), y por lo tanto el teo-
rema de Wigner, son las siguientes: la matriz aleatoria AN es compleja
de N × N , hermitiana (AN)ij =

(
AN
)
ji

, con entradas independien-

tes (AN)ij 1 ≤ i ≤ j ≤ N , centradas E (AN)ij = 0, con varianza

E| (AN)ij |2 = 1/N y momentos de todos los órdenes E|
√
N (AN)ij |k

uniformemente acotados en i, j y N por una constante que sólo depende
de k.

Estas condiciones son esencialmente las mismas que considera Wig-
ner [11] para matrices aleatorias simétricas reales, salvo por la distri-
bución simétrica de las entradas.

Este art́ıculo está organizado como sigue. En la sección 2 se revisan
algunos conceptos básicos de probabilidad y se ve que la distribución
del semićırculo está únicamente determinada por sus momentos (3) y
(4), los cuales están dados por los números de Catalan. En la sección
3 se revisan algunos conceptos básicos de teoŕıa de gráficas, poniendo
especial interés en los árboles. Se ve que la cantidad de árboles orien-
tados con ráız viene dada por los números de Catalan. Este resultado
se utiliza en la sección 4 para probar la convergencia en esperanza (6)
y ésta se usa para probar la convergencia casi segura (5). Finalmente
en la sección 5 se comentan algunas variantes del teorema de Wigner.

2. Elementos de probabilidad

En esta sección veremos los elementos de probabilidad que justifican el
método empleado para la demostración del resultado principal mencio-
nado en la introducción. Particularmente, recordaremos el método de
momentos y que la función de distribución del semićırculo está única-
mente determinada por sus momentos, los cuales vienen dados por los
números de Catalan.
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2.1. Momentos

Sea (Ω,F,P) un espacio de probabilidad donde Ω es el espacio muestral
y P es la medida de probabilidad definida sobre la σ-álgebra F de
subconjuntos de Ω. A los elementos de F se les llama eventos. Una
variable aleatoria es una función X : Ω → R Borel medible, es decir,
para todo conjunto de Borel B en R el conjunto {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B}
pertenece a F. En adelante denotaremos a estos eventos definidos por
la variable aleatoria como {X ∈ B} o X ∈ B.

La función de distribución de una variable aleatoria X es la fun-
ción F : R→ [0, 1] definida por F (x) = P (X ≤ x) para cada x en R.
Ésta determina el comportamento probabiĺıstico de la variable aleato-
ria, donde F (x) se interpreta como la probabilidad de que la variable
aleatoria sea menor o igual a x.

Las funciones de distribución están caracterizadas de la siguiente
manera. Una función F : R→ [0, 1] es la función de distribución de
una variable aleatoria X definida en algún espacio de probabilidad si y
sólo si cumple las siguientes tres propiedades: (i) F es continua por la
derecha, (ii) F es no decreciente y (iii) F (x) → 0 cuando x → −∞ y
F (x)→ 1 cuando x→∞.

El momento de orden k de una variable aleatoria X (o de su función
de distribución F ) se define, en caso de existir, como el número

EXk :=

∫
R
xkF (dx),

donde la integral se toma en el sentido de Stieltjes y es absolutamente
convergente, ver caṕıtulo 2 de [10]. La esperanza de X se define, en
caso de existir el momento de orden 1, como EX. La varianza de X
se define, en caso de existir momento de orden 2, como var(X) =:
E [X − EX]2 = EX2 − [EX]2 ≥ 0.

La desigualdad de Chebyshev establece una relación importante en-
tre la esperanza y la varianza de cualquier variable aleatoria, ver [10].

Proposición 1 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X una variable
aleatoria con varianza finita. Entonces para cualquier constante ε > 0,

P (|X − EX| ≥ ε) ≤ var (X)

ε2
.

SiA1, . . . , An son eventos tales que P (A1 ∩ · · · ∩ An) = P (A1) · · ·P (An)
entonces se llaman eventos independientes. Si X1, ..., Xn son variables
aleatorias tales que los eventos {X1 ≤ x1} , · · · , {Xn ≤ xn} son indepen-
dientes para cualquier elección de x1 ∈ R, ..., xn ∈ R entonces se llaman
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variables aleatorias independientes. Si X1, ..., Xn son variables aleato-
rias independientes cuyas esperanzas existen entonces E [X1 · · ·Xn] =
EX1 · · ·EXn.

2.2. Método de momentos

Sean X,X1, X2, ..., variables aleatorias con funciones de distribución
F, F1, F2, ..., respectivamente.

Se dice que Xn converge casi seguramente a X, o que Xn
c.s.→ X,

si existe un evento Ω0 tal que P (Ω0) = 1 y Xn(ω) → X(ω) cuando
n→∞ para cada ω ∈ Ω0.

Si los momentos de Xn convergen a los momentos de X, esto es
EXk

n → EXk cuando n → ∞ para cada k ≥ 1, no necesariamente
Xn

c.s.→ X. Sin embargo, en la sección 4.3 demostraremos la convergencia
de los momentos (6) y la usaremos en la sección 4.4 para demostrar la
convergencia casi segura (5).

La convergencia de los momentos tampoco implica la convergencia
en distribución de las respectivas funciones de distribución, es decir
la convergencia Fn(x) → F (x) cuando n → ∞ para cada x punto de
continuidad de F . El siguiente resultado conocido como el método de
momentos, proporciona un criterio bajo el cual la convergencia de los
momentos implica la convergencia en distribución. Para una justifica-
ción de este método, ver el apéndice B de [2].

Una función de distribución F de una variable aleatoria X está úni-
camente determinada por sus momentos si existen sus momentos de
orden k, para k = 1, 2, ..., y si G es cualquier función de distribución
de una variable aleatoria Y tal que EXk = EY k entonces F = G.

Teorema 2 (Método de momentos) Sean Fn y F funciones de dis-
tribución de las variables aleatorias Xn y X respectivamente, para las
cuales existen todos sus momentos de orden k ≥ 1. Si F está deter-
minada por sus momentos, y si para cada para k, el k-ésimo momento
EXk

n → EXk cuando n → ∞ entonces Fn(x) → F (x) para cada x
punto de continuidad de F .

La función de distribución del semićırculo F (x) en (1) está úni-
camente determinada por sus momentos. Esto se sigue de que tiene
soporte acotado y sus momentos están dados por los números de Ca-
talan, ver el apéndice B de [2]. Enunciamos ahora la expresión de sus
momentos, cuya demostración se puede ver en la sección 2.1.1 de [2].
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Lema 3 Los momentos pares de la distribución del semićırculo están
dados por los números de Catalan∫

R
t2k

1

2π

√
4− t21[−2,2](t)dt =

1

k + 1

(
2k

k

)
.

Los momentos impares son cero debido a la simetŕıa de la distribución.

3. Elementos de teoŕıa de gráficas

En esta sección veremos algunos elementos de combinatoria y teoŕıa de
gráficas que emplearemos como técnica para demostrar el teorema de
Wigner de la sección 4. En particular recordaremos que los números de
Catalan enumeran los árboles orientados con ráız.

3.1. Gráficas

Una gráfica es un par ordenado (V (G), E(G)) que consiste de un con-
junto V (G) de vértices y un conjunto E(G), disjunto de V (G), de aris-
tas, junto con una función ψG que asocia a cada arista deG un par no or-
denado de vértices de G no necesariamente distintos. Si ψG (e) = {u, v}
diremos que los vértices u y v son los extremos de la arista e. El número
de vértices y el número de aristas de G los denotaremos por |V (G)| y
|E(G)|, respectivamente.

Un lazo es una arista con extremos idénticos. Dos aristas paralelas
son dos aristas que tienen los mismos extremos. Una gráfica simple es
una gráfica que no tiene lazos ni aristas paralelas.

Un ciclo con tres o más vértices, es una gráfica simple cuyos vértices
se pueden disponer en una secuencia ćıclica de tal manera que dos
vértices son los extremos de una misma arista si ellos son consecutivos
en la secuencia y no son los extremos de una misma arista si no son
consecutivos. Un ciclo con un vértice consiste de un vértice con un lazo.
Un ciclo con dos vértices consiste en dos vértices que son los extremos
de dos aristas paralelas.

Una gráfica conexa, es una gráfica tal que para toda partición de
su conjunto de vértices en dos conjuntos no vaćıos, existe una arista
con un extremo en uno de esos conjuntos y el otro extremo en el otro
conjunto. Una gráfica inconexa es una gráfica que no es conexa.

Una gráfica F es una subgráfica de una gráfica G si V (F ) ⊆ V (G),
E(F ) ⊆ E(G) y la función ψF es la restricción de ψG a E(F ). Se dice
que G contiene a F . Si la subgráfica F tiene el mismo conjunto de
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vértices que G, esto es V (F ) = V (G), diremos que F es una subgráfica
recubridora de G.

Un árbol es una gráfica conexa que no contiene ciclos. Una subgráfi-
ca recubridora que es árbol se llama árbol recubridor. Una gráfica es
conexa si y sólo śı tiene un árbol recubridor, ver [3].

Nos interesa la relación entre el número de vértices y aristas de las
gráficas conexas. Sea G una gráfica conexa. Si G es un árbol entonces
|V (G)| = |E(G)|+1 y rećıprocamente, ver sección 4.1 de [3]. Como toda
gráfica conexa tiene un árbol recubridor se deduce de aqúı el siguiente
resultado, que nos dice que las gráficas conexas no pueden tener más
vértices que aristas; salvo el caso de los árboles donde el número de
vértices supera en uno al número de aristas.

Lema 4 Si G = (V (G), E(G)) es una gráfica conexa entonces

|V (G)| ≤ |E(G)|+ 1.

Además, |V (G)| = |E(G)|+ 1 si y sólo si G es árbol.

Un árbol con ráız es un árbol al que se le ha especificado un vértice
al que llamaremos ráız. Un árbol orientado con ráız es un árbol con ráız
inmerso en un plano, cuyo contorno se recorre sobre el plano siempre
en un mismo sentido previamente convenido, de la siguiente manera: el
recorrido inicia y termina en la ráız, al término del recorrido se recorre
la misma cantidad de aristas de ida que de vuelta y en cada paso del
recorrido no se tienen más aristas recorridas de vuelta que de ida.

Nos interesa contar el número de árboles orientados con ráız que se
pueden formar con k aristas. Existen en la literatura varias maneras
de contarlos. Una de ellas es identificándolos con 2k-tuplas de entradas
dicotómicas como sigue. A cada árbol orientado con ráız de k aristas se
le asocia la 2k-tupla (ξ1, ..., ξ2k) construida de la siguiente manera: si en
el i-ésimo paso del recorrido la arista en turno es recorrida por primera
vez entonces ξi = 1 y si ya se hab́ıa pasado ella entonces ξi = −1.
Esto establece una biyección entre los árboles orientados con ráız de k
aristas y el subconjunto T2k de {−1, 1}2k que consiste de los elementos
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(ξ1, ..., ξ2k) tales que

ξi = ±1

ξ1 + ξ2 + ...+ ξ2k = 0

ξ1 + ξ2 + ...+ ξj ≥ 0 j = 1, 2, ..., 2k.

Ejemplo 5 (k = 3) Con tres aristas se forman cinco árboles orienta-
dos con ráız, los cuales corresponden a las 6-tuplas (1, 1, 1,−1,−1,−1),
(1,−1, 1, 1,−1,−1), (1, 1,−1,−1, 1,−1), (1, 1,−1, 1,−1,−1),
(1,−1, 1,−1, 1,−1), respectivamente.

El siguiente resultado se sigue de que la cardinalidad de T2k es el
k-ésimo número de Catalan, ver caṕıtulo 6 de [7].

Proposición 6 El número de árboles orientados con ráız que se pueden
formar con k aristas (o equivalentemente k + 1 vértices) coincide con
el k-ésimo número de Catalan

Ck =
1

k + 1

(
2k

k

)
k ≥ 1.

En otras palabras, los números de Catalan cuentan el total de árboles
orientados con ráız que se pueden formar con un número fijo de aristas.

3.2. Gráficas dirigidas

Una gráfica dirigida es un par ordenado (V (G), E(G)) que consiste de
un conjunto V (G) de vértices y un conjunto E(G), disjunto de V (G),
de aristas dirigidas, junto con una función ψG que asocia a cada arista
dirigida de G un par ordenado de vértices de G no necesariamente dis-
tintos. Si ψG (e) = (u, v) diremos que los vértices u y v son los extremos
de la arista dirigida e y que ésta va del extremo u al extremo v. Por
simplicidad, abreviaremos el término “gráfica dirigida” por digráfica y
“arista dirigida” por diarista.

Una diarista con extremos idénticos se llama lazo. Dos diaristas
paralelas son dos diaristas que tienen los mismos extremos. El ejemplo
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10 muestra dos representaciones distintas de una digráfica con un lazo
y tres diaristas paralelas.

A cada digráfica G se le asocia una gráfica con el mismo conjunto
de vértices simplemente reemplazando cada diarista por una arista con
los mismos extremos, a esta gráfica se le llama la gráfica subyacente de
la digráfica G. Observemos que una digráfica es conexa si y sólo si su
gráfica subyacente es conexa.

El esqueleto de una digráfica G es la gráfica que se obtiene de la
gráfica subyacente de G al eliminar las aristas paralelas. Las digráficas
conexas tienen esqueletos conexos. El ejemplo 10 muestra una digráfica
conexa con su respectivo esqueleto conexo.

4. El teorema de Wigner

Una matriz de Wigner es una matriz aleatoria AN de N×N con elemen-
tos reales o complejos tales que ANij 1 ≤ i ≤ j ≤ N son independientes

y AN hermitiana ANij = ANji .
Consideraremos en adelante sólo matrices de Wigner que cumplen

las siguientes tres condiciones:

EANij = 0, (7a)

E
∣∣ANij ∣∣2 = 1/N , (7b)

Mk := sup
N∈N

máx
1≤i,j≤N

E
∣∣∣√NANij ∣∣∣k <∞. (7c)

4.1. Resultados

Teorema 7 (Teorema de Wigner) Si AN , N ≥ 1, es una sucesión
de matrices de Wigner que cumplen las tres condiciones en (7) entonces
la distribución espectral emṕırica de AN converge casi seguramente a la
distribución del semićırculo, es decir, para cada x ∈ R, cuando N −→
∞

FAN (x) :=
1

N
#
{
i : λNi ≤ x

} c.s.−→
x∫

−∞

1

2π

√
4− t21[−2,2](t)dt.

Como se mencionó en la introducción, para demostrar el teorema
de Wigner es suficiente de acuerdo al método de momentos demostrar
los siguientes dos resultados.
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Teorema 8 Bajo las mismas condiciones del teorema 7 sobre las ma-
trices aleatorias AN se cumple la convergencia en esperanza

E

tr
[(
AN
)k]

N

 −→
{
C k

2
si k es par,

0 si k es impar.

Teorema 9 Bajo las mismas condiciones del teorema 7 sobre las ma-
trices aleatorias AN se cumple la convergencia casi segura

tr
[(
AN
)k]

N

c.s.−→
{
C k

2
si k es par,

0 si k es impar.

4.2. Traza y gráficas conexas

Para las demostraciones de los teoremas 7, 8 y 9, introduciremos cierta
notación y haremos algunas consideraciones preliminares acerca de la
traza de potencias de matrices.

Sean

BN :=
√
NAN y Bij :=

√
NANij .

i := (i1, ..., ik) ∈ {1, 2, ..., N}k , ik+1 := i1.

Q (i) := E [Bi1i2Bi2i3 · · ·Biki1 ] .

∑
i

:=
N∑

i1,...,ik=1

:=
N∑
i1=1

· · ·
N∑
ik=1

.

Teniendo en cuenta la regla (CD)ij =
∑m

k=1CikDkj del producto de dos
matrices m-compatibles C y D, podemos escribir la traza de la k-ésima
potencia de BN como

tr
((
BN
)k)

=
N∑
i1=1

((
BN
)k)

i1i1
=

N∑
i1,i2=1

Bi1i2

((
BN
)k−1)

i2i1

= · · · =
N∑

i1,...,ik=1

Bi1i2Bi2i3 · · ·Biki1 ,
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de donde

E

[
1

N
tr
[(
AN
)k]]

= E

[
1

N
tr

[(
N−

1
2BN

)k]]
=

1

N
k
2
+1

N∑
i1,...,ik=1

E [Bi1i2Bi2i3 · · ·Biki1 ]

=
1

N
k
2
+1

∑
i

Q (i) . (7)

Vemos de aqúı que la secuencia ćıclica que la traza induce a Q (i)
permite identificar a cada ı́ndice i = (i1, ..., ik) de la suma anterior con
una digráfica conexa G (i) = (V (i) , E (i)) definida como

V (i) = {i1, ..., ik} vértices,

E (i) = {e1, ..., ek} diaristas,

ψG(i) (e1) = (i1, i2) , . . . , ψG(i) (ek−1) = (ik−1, ik) , ψG(i) (ek) = (ik, i1) .

En adelante denotaremos por simplicidad a este conjunto de diaristas
por

E (i) = {(i1, i2) , . . . , (ik−1, ik) , (ik, i1)} .

Esta digráfica conexa se puede representar por la siguiente figura que
ilustra la secuencia ćıclica.

A cada una de estas digráficas conexas G (i) le asociamos su esque-

leto G̃ (i) =
(
Ṽ (i) , Ẽ (i)

)
, el cual es la gráfica subyacente de G(i) sin

aristas paralelas.

Ejemplo 10 Si G (i) = (V (i) , E (i)) con V (i) = i = {1, 2, 3, 1, 2, 1}
y E (i) = {(1, 2) , (2, 3) , (3, 1) , (1, 2) , (2, 1) , (1, 1)} entonces su esquele-

to es G̃ (i) =
(
Ṽ (i) , Ẽ (i)

)
donde Ṽ (i) = {1, 2, 3} y Ẽ (i) = {{1, 2} ,

{2, 3} , {3, 1} , {1, 1}}. Las dos primeras figuras corresponden a distin-
tas representaciones de la digráfica G (i) mientras que la tercera es una
representación de su esqueleto G̃ (i).
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Podemos descomponer la suma (7) clasificando sus términos de
acuerdo al número de vértices que tienen los esqueletos G̃ (i) corres-
pondientes a estas digráficas G (i)

1

N
k
2
+1

∑
i

Q (i) =
1

N
k
2
+1

∑
G(i)

Q (i)

=
1

N
k
2
+1

∑
G(i)

1≤|Ṽ (i)|≤[ k2 ]+1

Q (i) +
1

N
k
2
+1

∑
G(i)

|Ṽ (i)|≥[ k2 ]+2

Q (i) .

Los dos lemas siguientes muestran que esta última suma es cero,
ya que sus correspondientes Q(i) no contribuyen a ella. Antes observe-
mos que, dos aristas de E (i) no son paralelas si no tienen los mismos
extremos. En el ejemplo 10 las diaristas (2, 3), (3, 1) y (1, 1) no tie-
nen diaristas paralelas en E(i) mientras que (1, 2) y (2, 1) son diaristas
paralelas.

Lema 11 Si E (i) tiene una diarista que no es paralela a ninguna otra
diarista entonces Q (i) = 0.

Demostración. De la definición de BN es claro que EBij = 0 para
cada i, j y que Bij y Blm son independientes cuando (i, j) 6= (l,m)
y (i, j) 6= (m, l). Luego si (il, il+1) es una diarista de E (i) que no es
paralela a ninguna otra diarista,

Q (i) = E
(
Bi1i2 · · ·Bil−1ilBilil+1

Bil+1il+2
· · ·Biki1

)
= E

(
Bilil+1

)
E
(
Bi1i2 · · ·Bil−1ilBil+1il+2

· · ·Biki1

)
= 0.

Lema 12 Si
∣∣∣Ṽ (i)

∣∣∣ ≥ [k2] + 2 entonces E (i) tiene por lo menos una

diarista que no es paralela a ninguna otra diarista.
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Demostración. De acuerdo al lema 4
∣∣∣Ẽ (i)

∣∣∣ + 1 ≥
∣∣∣Ṽ (i)

∣∣∣ de donde∣∣∣Ẽ (i)
∣∣∣ ≥ [k2]+ 1. Dado que se tienen |E (i)| = k diaristas y hay por lo

menos
[
k
2

]
+ 1 aristas distintas, entonces E (i) debe tener una diarista

que no es paralela a ninguna otra diarista, ya que de lo contrario E (i)
tendŕıa por lo menos 2

([
k
2

]
+ 1
)

= k + 2 diaristas cuando k es par o
por lo menos k+ 1 diaristas cuando k es impar, lo cual en ambos casos
no es posible.

Como consecuencia de los lemas 11 y 12 la expresión (7) se reduce
a

E

[
1

N
tr
[(
AN
)k]]

=
1

N
k
2
+1

∑
G(i)

1≤|Ṽ (i)|≤[ k2 ]+1

Q (i) . (8)

Por otra parte, se tiene una cota uniforme para los Q (i) al usar la
desigualdad de Hölder y (7c)

|Q (i)| = |E [Bi1i2Bi2i3 · · ·Biki1 ]| ≤
[
E |Bi1i2|

k
] 1

k · · ·
[
E |Biki1 |

k
] 1

k

≤M
1
k
k · · ·M

1
k
k = Mk.

4.3. La convergencia en esperanza

Para la demostración de la convergencia en esperanza del teorema 8
usaremos los resultados preliminares de las secciones anteriores.

Demostración del teorema 8. Partiendo de (8)∣∣∣∣E [ 1

N
tr
[(
AN
)k]]∣∣∣∣ ≤ 1

N
k
2
+1

∑
G(i)

1≤|Ṽ (i)|≤[ k2 ]+1

|Q (i)| ≤ 1

N
k
2
+1

∑
G(i)

1≤|Ṽ (i)|≤[ k2 ]+1

Mk

≤ 1

N
k
2
+1

[ k2 ]+1∑
j=1

∑
G(i)

|Ṽ (i)|=j

Mk ≤
([

k
2

]
+ 1
)
N [ k2 ]+1

N
k
2
+1

Mk

=


([

k
2

]
+ 1
)
Mk si k es par,([

k
2

]
+ 1
)
Mk

N
1
2

si k es impar,

de donde si k es impar se obtiene el resultado

E

[
1

N
tr
[(
AN
)k]] −→ 0, cuando N −→∞.
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Consideremos ahora el caso k par. Retomemos (8) para expresarlo como

E

[
1

N
tr
[(
AN
)k]]

= S1 + S2

donde

S1 =
1

N
k
2
+1

∑
G(i)

1≤|Ṽ (i)|≤ k
2

Q (i) y S2 =
1

N
k
2
+1

∑
G(i)

|Ṽ (i)|= k
2 +1

Q (i) .

El término S1 converge a cero, ya que cuando N −→∞

|S1| ≤
1

N
k
2
+1

∑
G(i)

1≤|Ṽ (i)|≤ k
2

|Q (i)| ≤ k

2

N
k
2Mk

N
k
2
+1
−→ 0.

Resta demostrar que S2 converge a C k
2
. En este caso

∣∣∣Ṽ (i)
∣∣∣ = k

2
+ 1, lo

cual implica, de acuerdo al lema 4, que
∣∣∣Ẽ (i)

∣∣∣ ≥ k
2
.

Si
∣∣∣Ẽ (i)

∣∣∣ > k
2

entonces E(i) tiene al menos una diarista que no es

paralela a ninguna otra diarista, por el lema 11 Q(i) = 0.

Si
∣∣∣Ẽ (i)

∣∣∣ = k
2
, por el lema, 4 G̃ (i) es un árbol, por lo tanto a cada

diarista en E (i) le corresponde una diarista paralela en E(i). En este
caso Q (i) es de la forma

Q (i) = E

(
|Be1|

2 |Be2|
2 · · ·

∣∣∣Be k
2

∣∣∣2) =
∏
e∈Ẽ(i)

E |Be|2

=
∏
e∈Ẽ(i)

E
∣∣∣√NANe ∣∣∣2 = 1.

Cada colección de vértices distintos i =
(
i1, ..., i k

2
+1

)
origina C k

2
co-

lecciones de k
2

aristas (proposición 6), digamos Ẽ1 (i) , ..., ẼC k
2

(i). A su

vez, cada una de estas C k
2

colecciones de aristas genera PN
k
2
+1

árboles,

ya que al correr el ı́ndice i sobre 1 ≤ i1, ..., i k
2
+1 ≤ N , se generarán
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todas las permutaciones de N en k
2

+ 1. Por lo tanto

S2 =
1

N
k
2
+1

∑
G(i)

|Ṽ (i)|= k
2 +1

|Ẽ(i)|= k
2

Q (i)

=
1

N
k
2
+1

C k
2∑

j=1

∑
i∈G̃j(i)

Q (i) con G̃j (i) =
(
Ṽ (i) , Ẽj (i)

)

=
1

N
k
2
+1

C k
2∑

j=1

∑
i∈G̃j(i)

1 =
C k

2

N
k
2
+1
PN

k
2
+1

,

de donde S2 −→ C k
2

cuando N −→ ∞, en virtud de que PN
k
2

/N
k
2
+1

= N !

(N− k
2
−1)!N

k
2 +1

=
(
N
N

) (
N−1
N

)
· · ·
(
N− k

2

N

)
−→ 1 cuando N −→∞.

Observación 13 Si en el teorema 8 las diagonales de las matrices de
Wigner son cero, ANii = 0, 1 ≤ i ≤ N , se mantiene la conclusión de la
convergencia en esperanza (y también la conclusión del teorema 9 de la
convergencia casi segura).

Esto se puede ver siguiendo los mismos pasos la demostración an-
terior, ya que los árboles no tienen tienen lazos. Observe que la gráfica
del ejemplo 10 , la cual no es árbol, tiene a la arista (1, 1) como lazo.

4.4. La convergencia casi segura

Para demostrar la convergencia casi segura del teorema 9 usaremos el
lema de Borel-Cantelli, el cual establece que si D1, D2, ... son eventos ta-
les que P (D1)+P (D2)+· · · converge entonces P (

⋂∞
n=1

⋃∞
N=nDN) = 0,

ver [10].

Demostración del teorema 9. Más abajo probaremos que la varianza
está acotada por

var

(
1

N
tr
[(
AN
)k]) ≤ k

Mk +M2
k

N2
. (9)

Definimos para ε > 0,

DN,ε =

{
ω ∈ Ω :

∣∣∣∣ 1

N
tr
([
AN (ω)

]k)− E

(
1

N
tr
[(
AN
)k])∣∣∣∣ ≥ ε

}
.
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Por la desigualdad de Chebyshev, proposición 1,

P (DN,ε) ≤
Mk +M2

k

ε2N2
,

de donde
∞∑
N=1

P (DN,ε) <∞

y por el lema de Borel-Cantelli

P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
N=n

DN,ε

)
= 0.

Esto implica que existe un evento Ω0 con P (Ω0) = 1 tal que para cada

ω ∈ Ω0 existeN (ω) ≥ 1 tal que
∣∣∣ 1N tr

([
AN (ω)

]k)− E
(

1
N

tr
[(
AN
)k])∣∣∣

< ε para n ≥ N (ω). Por lo tanto cuando N −→∞∣∣∣∣ 1

N
tr
((
AN
)k)− E

[
1

N
tr
((
AN
)k)]∣∣∣∣ c.s.−→ 0.

Luego del teorema 8 y la desigualdad del triángulo se obtiene
1
N

tr
((
AN
)k) c.s.−→ C k

2
o 0 de acuerdo a si k es par o impar.

Resta probar (9).

var

(
1

N
tr
[(
AN
)k])

= E

[(
1

N
tr
[(
AN
)k])2

]
−
[

1

N
E tr

[(
AN
)k]]2

= E

[
1

N
k
2
+1

∑
i

Bi1i2Bi2i3 · · ·Biki1

]2
−

[
1

N
k
2
+1

∑
i

E [Bi1i2Bi2i3 · · ·Biki1 ]

]2

=
1

Nk+2

∑
i,i′

E
[
Bi1i2 · · ·Biki1Bi′1i

′
2
· · ·Bi′ki

′
1

]
−E [Bi1i2 · · ·Biki1 ] E

[
Bi′1i

′
2
· · ·Bi′ki

′
1

]}
=

1

Nk+2

∑
i,i′

[Q (i, i′)−Q (i)Q (i′)] (10)

donde i = (i1, ..., ik), i
′ = (i′1, ..., i

′
k) y

Q (i, i′) = E
[
Bi1i2Bi2i3 · · ·Biki1Bi′1i

′
2
Bi′2i

′
3
· · ·Bi′ki

′
1

]
.
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De nuevo identificamos a los ı́ndices i, i′ de la suma anterior con la
digráfica

G (i, i′) = (V (i, i′) , E (i, i′))

V (i, i′) = {i1, ..., ik, i′1, ..., i′k} , 2k vértices

E (i, i′) = {(i1, i2) , ..., (ik, i1) , (i′1, i′2) , ..., (i′k, i′1)} , 2k diaristas

y denotamos por G̃ (i, i′) =
(
Ṽ (i, i′) , Ẽ (i, i′)

)
su correspondiente es-

queleto.
Observemos que la digráfica G (i, i′) no necesariamente es conexa,

sin embargo cuando G(i) y G(i′) comparten por lo menos un vértice si
es conexa, como lo ilustran las figuras (a) y (b). Además, si los esquele-
tos G̃(i) y G̃(i′) no tienen arista en común, por independencia se sigue
que Q (i, i′) = Q (i)Q (i′).

De manera similar a la sección anterior analizaremos los términos
de la suma (10) agrupándolos de acuerdo al número de vértices de los
esqueletos G̃ (i, i′) correspondientes a estas digráficas G (i, i′).

Caso
∣∣∣Ṽ (i, i′)

∣∣∣ ≥ k + 2. Si G (i, i′) es inconexa entonces G̃(i) y

G̃(i′) no tienen arista en común, por lo tanto Q (i, i′) = Q (i)Q (i′).
Por otro lado, si G (i, i′) es conexa, entonces E(i, i′) tiene por lo menos
una diarista que no es paralela a ninguna otra diarista, la cual estará en
E(i) o E(i′), obteniéndose Q (i, i′) = 0 y Q (i)Q (i′) = 0.

Caso
∣∣∣Ṽ (i, i′)

∣∣∣ = k+1. Por el lema 4
∣∣∣Ẽ(i, i′)

∣∣∣ ≥ k. Analicemos por

separado estos dos casos:
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Si
∣∣∣Ẽ(i, i′)

∣∣∣ = k entonces G̃(i, i′) es un árbol, luego los árboles G̃(i) y

G̃(i′) no tienen arista en común, por lo lo tanto Q (i, i′) = Q (i)Q (i′).

Si
∣∣∣Ẽ(i, i′)

∣∣∣ > k entonces E(i, i′) tiene por lo menos una diarista que no

es paralela a ninguna otra diarista, (śıgase la demostración del lema 12),
la cual estará en E(i) o E(i′), por lo que Q (i, i′) = 0 y Q (i)Q (i′) = 0.

Finalmente, en el caso
∣∣∣Ṽ (i, i′)

∣∣∣ ≤ k la suma (10) se reduce a

Var

(
1

N
tr
[(
AN
)k])

=
1

Nk+2

N∑
G(i,i′)

1≤|Ṽ (i,i′)|≤k

[Q (i, i′)−Q (i)Q (i′)]

≤ 1

Nk+2

N∑
G(i,i′)

1≤|Ṽ (i,i′)|≤k

[|Q (i, i′)|+ |Q (i)Q (i′)|]

≤ k

Nk+2
Nk
(
Mk +M2

k

)
= k

Mk +M2
k

N2
.

Observación 14 El teorema 7 es válido para matrices de Wigner tan-
to reales como complejas, ya que la demostración no distingue el caso
real del complejo. El caso real corresponde al de las matrices aleatorias
simétricas.

Si en el teorema 7 se relaja la condición (7b) sobre las varianzas
por la condición asintótica

ĺım
N→∞

E
∣∣∣√NANij ∣∣∣2 = ĺım

N→∞
mı́n
i,j≤N

E
∣∣∣√NANij ∣∣∣2 = ĺım

N→∞
máx
i,j≤N

E
∣∣∣√NANij ∣∣∣2 = 1

(11)
se sigue manteniendo la conclusión.

En [4] se considera, en lugar de la condición (7b), la condición

ĺım
N→∞

1

N2

∑
1≤i,j≤N

∣∣∣∣E [∣∣∣√NANij ∣∣∣2]− 1

∣∣∣∣ = 0 (12)

y también se obtiene la conclusión del teorema 7.

Obsérvese que (7b) cumple trivialmente (11) y (12).
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5. Notas

Las condiciones (7a), (7b) y (7c) son esencialmente las mismas que
considera Wigner [11] para matrices aleatorias simétricas reales, con la
diferencia de que considera las entradas con distribución simétrica.

Existen varias versiones del teorema de Wigner dependiendo de las
matrices aleatorias que se consideren. Los trabajos que a continuación
señalamos emplean diferentes técnicas para demostrarlo. Y aunque tra-
bajan con distintas condiciones, sobre las matrices aleatorias, en general
consideran matrices aleatorias simétricas o hermitianas, centradas y con
entradas independientes (salvo simetŕıa).

Hiai y Petz [6] trabajan con matrices aleatorias simétricas reales,
emplean el enfoque combinatorio, sólo que en lugar de gráficas conexas,
utilizan el concepto de particiones que no se cruzan para obtener los
números de Catalan.

Nica y Speicher [9] consideran matrices aleatorias con entradas gau-
ssianas complejas y también utilizan particiones que no se cruzan para
el conteo. Trabajan el método de momentos con elementos de probabi-
lidad libre y aplican el teorema del ĺımite central libre para obtener el
resultado.

Haagerup y Thorbjønsen [5] también consideran matrices aleato-
rias con entradas gaussianas complejas. Mediante el enfoque anaĺıtico
derivan una fórmula para la función generadora de momentos de las
matrices aleatorias v́ıa polinomios ortogonales, con la cual deducen el
resultado.

Bai y Silverstein [2] consideran matrices aleatorias con entradas
complejas a las que les remueven los elementos de la diagonal. Utili-
zan el enfoque combinatorio de gráficas y la técnica de truncamiento.

Guionnet [4] trabaja con matrices aleatorias hermitianas complejas
mediante el enfoque combinatorio de gráficas, de manera similar a como
se presenta en este trabajo.

Arnold [1] considera matrices aleatorias simétricas con segundo mo-
mento finito en la diagonal y cuarto momento finito fuera de diagonal
y demuestra la convergencia en probabilidad. También demuestra la
convergencia casi segura, pidiendo cuarto momento finito para los ele-
mentos de la diagonal y sexto momento finito fuera de la diagonal. En
ambos casos emplea el enfoque combinatorio y la técnica de trunca-
miento.

Agradecimiento. Al Dr. Vı́ctor Pérez-Abreu por sus comentarios y
sugerencias.
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