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Resumen
El propésito de este articulo es dar una demostraciéon detalla-
da del teorema de Wigner, el cual es un resultado central de la
teoria de matrices aleatorias, usando herramientas de teoria
de graficas, combinatoria y probabilidad.

1. Introduccién

El teorema de Wigner nos dice que la distribucién espectral empirica
de ciertas matrices aleatorias converge a la distribucién del semicirculo
cuando la dimensién de éstas tiende a infinito. Existen varias demostra-
ciones de este resultado bésico de la teoria de matrices aleatorias, sin
embargo en este articulo se pretende exponer una demostracion detalla-
da usando herramientas elementales de teoria de graficas, combinatoria
y probabilidad.

Las variables aleatorias que aqui consideraremos estaran definidas
en un espacio de probabilidad (€2, §, P) donde € es el espacio muestral
y P es la medida de probabilidad definida sobre la o-algebra de eventos
5.

Una matriz aleatoria es una matriz cuyas entradas son variables
aleatorias. Llamaremos matriz aleatoria hermitiana a una matriz alea-
toria con entradas complejas que coincide con su transpuesta conjugada
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(el caso real corresponde a las matrices aleatorias simétricas). Una pro-
piedad importante de las matrices aleatorias hermitianas es que sus
valores propios son reales y son aleatorios.

Sea Ay una matriz aleatoria hermitiana de N x N y sean las varia-
bles aleatorias reales AV, Al ... AX sus valores propios. La funcion de
distribucion espectral empirica de Ay,

FAN(:L'):%#{i:)\fvgx} r € R,

determina la proporcién de valores propios menores o iguales que x.
El término espectral se usa para hacer referencia a los valores propios.
Esta es una funcién de distribucién aleatoria, por lo tanto para ca-
da w del espacio muestral Fy, () es una funcién de distribucién y es
precisamente la funcion de distribucién empirica correspondiente a los
nimeros reales A\ (w), Ay (w), ..., \N(w). La funcién de distribucién es-
pectral empirica se puede interpretar como una funcién de distribucion
aleatoria uniforme en los valores propios AV, A\, ... A\Y, donde cada uno
de estos valores propios tiene la misma probabilidad % de ocurrir.

El teorema de Wigner establece, bajo ciertas condiciones sobre Ay,
que para cada x € R cuando N — oo

Fay(@) <% Pla) = [ 5 VI=Pliag () 1)

donde F(z) es la funcién de distribucion del semicirculo cuya funcién
de densidad estd dada por f(t) = 5-v4 — t?, =2 < t < 2. Esta conver-
gencia es la convergencia casi segura, es decir salvo en un conjunto de
probabilidad cero, se cumple que para cada w del espacio muestral la
distribucion espectral empirica converge puntualmente a la distribucién
del semicirculo.

Este resultado lo obtuvo E. P. Wigner [11] en la década de los cin-
cuenta para el caso de matrices aleatorias simétricas con entradas reales,
independientes (salvo simetria), simétricamente distribuidas, centradas,
con varianza constante y con momentos de cualquier orden uniforme-
mente acotados. Su trabajo estuvo motivado en mecanica cudntica,
donde logré explicar el comportamiento estadistico de los niveles de
energia de un sistema fisico en términos de los valores propios cuando
la dimension de las matrices es grande.

Existen varias versiones de este resultado dependiendo de las con-
diciones que se consideren sobre las matrices aleatorias, [1], [2], [4], [5],

(6], [8] ¥ [9].
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En este trabajo se demostrard la convergencia (1) por el método
de momentos. Concretamente, una funcion de distribucién F' tiene mo-
mento de orden k si [ 2| F (dz) existe. La funcién de distribucién F
estd unicamente determinada por sus momentos si existen sus momen-
tos de orden k, k =1,2,..., y si G es cualquier funcién de distribucion
tal que [2*F (dz) = [2*G (dz) entonces F = G. El método de mo-
mentos establece lo siguiente: sean Fy y F' funciones de distribucién
para las cuales existen sus momentos de orden k, para k = 1,2,...,
respectivamente. Si F' esta tinicamente determinada por sus momentos
y [a"Fy (dz) — [2*F (dz), cuando N — oo, para k = 1,2, ...,
entonces Fy (z) — F (z) cuando N — oo para cada punto de conti-
nuidad de F.

Por un lado, los momentos de la funcion de distribucion espectral
empirica cumplen la relacion

tr( A%
/xkFAN(dx): T(NN) cs.  k=0,1,2,.., 2)

donde tr(A%) es la traza de la potencia k de la matriz Ay, ya que
al k
[ Fastdn) = 32 ()" [Fay () = Fa (4

J=1
N
1 ko tr(Ak)
— N 2 ) =T
j=1

Por otra parte, como veremos mas adelante, la distribucion del se-
micirculo esta inicamente determinada por sus momentos

/xkF(dx) = Cg si k par o 0 sik impar, (3)

donde C}, son los nimeros de Catalan los cuales estan definidos como

1 2k
e p— =0,1,2, ... 4

Por lo tanto, de acuerdo al método de momentos, para demostrar la
convergencia (1) es suficiente demostrar la convergencia casi segura de
(2) a (3), esto es

— C’g si k par o 0 sik impar. (5)
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Mas ain, probaremos la convergencia en esperanza

tr( A%
E [%} — Cy sikpar o 0sikimpar (6)

y usaremos este resultado para probar (5). Esta tltima convergencia la
demostraremos usando el enfoque combinatorio de graficas. Aqui la cla-
ve es que la traza presenta una estructura ciclica que permite asociarle
graficas conexas, de manera que al tomar el limite en (6), quedardn sélo
aquellas graficas conexas correspondientes a los arboles orientados con
raiz, los cuales vienen dados por los nimeros de Catalan.

Las condiciones bajo las cuales se probard (6), y por lo tanto el teo-
rema de Wigner, son las siguientes: la matriz aleatoria Ay es compleja
de N x N, hermitiana (AN)ij = (A_N)ji’ con entradas independien-
tes (An); 1 < i < j < N, centradas E(Ay);; = 0, con varianza
E| (An);;|* = 1/N y momentos de todos los érdenes E|\/N(AN)U ¥
uniformemente acotados en 7, 7 y N por una constante que sélo depende
de k.

Estas condiciones son esencialmente las mismas que considera Wig-
ner [11] para matrices aleatorias simétricas reales, salvo por la distri-
bucién simétrica de las entradas.

Este articulo esté organizado como sigue. En la seccién 2 se revisan
algunos conceptos basicos de probabilidad y se ve que la distribucién
del semicirculo estd inicamente determinada por sus momentos (3) y
(4), los cuales estdn dados por los nimeros de Catalan. En la seccién
3 se revisan algunos conceptos bésicos de teoria de graficas, poniendo
especial interés en los arboles. Se ve que la cantidad de arboles orien-
tados con raiz viene dada por los nimeros de Catalan. Este resultado
se utiliza en la seccién 4 para probar la convergencia en esperanza (6)
y ésta se usa para probar la convergencia casi segura (5). Finalmente
en la seccién 5 se comentan algunas variantes del teorema de Wigner.

2. Elementos de probabilidad

En esta seccion veremos los elementos de probabilidad que justifican el
método empleado para la demostracion del resultado principal mencio-
nado en la introduccion. Particularmente, recordaremos el método de
momentos y que la funcion de distribucion del semicirculo esta tnica-
mente determinada por sus momentos, los cuales vienen dados por los
numeros de Catalan.
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2.1. Momentos

Sea (€2, §, P) un espacio de probabilidad donde €2 es el espacio muestral
y P es la medida de probabilidad definida sobre la o-algebra § de
subconjuntos de €2. A los elementos de § se les llama eventos. Una
variable aleatoria es una funcion X : € — R Borel medible, es decir,
para todo conjunto de Borel B en R el conjunto {w € Q: X(w) € B}
pertenece a §. En adelante denotaremos a estos eventos definidos por
la variable aleatoria como {X € B} o X € B.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria X es la fun-
cién F : R — [0, 1] definida por F(z) = P (X < x) para cada = en R.
Esta determina el comportamento probabilistico de la variable aleato-
ria, donde F(z) se interpreta como la probabilidad de que la variable
aleatoria sea menor o igual a x.

Las funciones de distribucion estan caracterizadas de la siguiente
manera. Una funciéon F : R — [0, 1] es la funcién de distribucién de
una variable aleatoria X definida en algin espacio de probabilidad si y
sélo si cumple las siguientes tres propiedades: (i) F' es continua por la
derecha, (ii) F' es no decreciente y (iii) F(z) — 0 cuando z — —oo y
F(z) — 1 cuando z — oo.

El momento de orden k de una variable aleatoria X (o de su funcién
de distribucién F') se define, en caso de existir, como el nimero

EX* = /a:kF(da:),
R

donde la integral se toma en el sentido de Stieltjes y es absolutamente
convergente, ver capitulo 2 de [10]. La esperanza de X se define, en
caso de existir el momento de orden 1, como EX. La varianza de X
se define, en caso de existir momento de orden 2, como var(X) =:
E[X — EX]’ = EX?> — [EX]" > 0.

La desigualdad de Chebyshev establece una relaciéon importante en-
tre la esperanza y la varianza de cualquier variable aleatoria, ver [10].

Proposicién 1 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X wuna variable
aleatoria con varianza finita. Entonces para cualquier constante € > 0,

var (X)

g2
Si Ay, ..., A, soneventos talesque P (A;N---NA,) =P (A;) ---P(4,)
entonces se llaman eventos independientes. Si X, ..., X,, son variables

aleatorias tales que los eventos {X; < z1},---,{X,, < x,} son indepen-
dientes para cualquier eleccién de z; € R, ..., x,, € R entonces se llaman

P (X —EX|>¢) <
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variables aleatorias independientes. Si X1, ..., X,, son variables aleato-

rias independientes cuyas esperanzas existen entonces E [X; --- X,| =
EX; - EX,.

2.2. Meétodo de momentos

Sean X, Xy, Xs, ..., variables aleatorias con funciones de distribucién
F, Fy, I, ..., respectivamente.

Se dice que X,, converge casi sequramente a X, o que X, =3 X,
si existe un evento €y tal que P(Q) = 1y X, (w) - X(w) cuando
n — 0o para cada w € ).

Si los momentos de X,, convergen a los momentos de X, esto es
Eij — EX* cuando n — oo para cada k > 1, no necesariamente
X, 28 X. Sin embargo, en la seccién 4.3 demostraremos la convergencia
de los momentos (6) y la usaremos en la seccion 4.4 para demostrar la
convergencia casi segura (5).

La convergencia de los momentos tampoco implica la convergencia
en distribucion de las respectivas funciones de distribucién, es decir
la convergencia F,(z) — F(x) cuando n — oo para cada x punto de
continuidad de F'. El siguiente resultado conocido como el método de
momentos, proporciona un criterio bajo el cual la convergencia de los
momentos implica la convergencia en distribucion. Para una justifica-
cién de este método, ver el apéndice B de [2].

Una funcién de distribucién F' de una variable aleatoria X esta uni-
camente determinada por sus momentos si existen sus momentos de
orden k, para k = 1,2,..., vy si G es cualquier funciéon de distribucion
de una variable aleatoria Y tal que EX* = EY* entonces F = G.

Teorema 2 (Método de momentos) Sean F,, y F' funciones de dis-
tribucion de las variables aleatorias X, y X respectivamente, para las
cuales existen todos sus momentos de orden k > 1. Si F estd deter-
minada por sus momentos, y si para cada para k, el k-ésimo momento
EX* — EX* cuando n — oo entonces F,(x) — F(z) para cada x
punto de continuidad de F'.

La funcién de distribucién del semicirculo F(z) en (1) estd tini-
camente determinada por sus momentos. Esto se sigue de que tiene
soporte acotado y sus momentos estan dados por los ntimeros de Ca-
talan, ver el apéndice B de [2]. Enunciamos ahora la expresién de sus
momentos, cuya demostracién se puede ver en la seccién 2.1.1 de [2].
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Lema 3 Los momentos pares de la distribucion del semicirculo estan
dados por los numeros de Catalan

1 1 [/2k
12k 4 — 121y o (t)dt = —— .
/R 27 ~22)(1) k:—i—l(k)

Los momentos impares son cero debido a la simetria de la distribucion.

3. Elementos de teoria de graficas

En esta seccion veremos algunos elementos de combinatoria y teoria de
graficas que emplearemos como técnica para demostrar el teorema de
Wigner de la seccion 4. En particular recordaremos que los niimeros de
Catalan enumeran los arboles orientados con raiz.

3.1. Graficas

Una grdfica es un par ordenado (V(G), E(G)) que consiste de un con-
junto V(G) de vértices y un conjunto E(G), disjunto de V(G), de aris-
tas, junto con una funcion g que asocia a cada arista de G un par no or-
denado de vértices de G no necesariamente distintos. Si ¢ () = {u, v}
diremos que los vértices u y v son los extremos de la arista e. El nimero
de vértices y el nimero de aristas de G los denotaremos por |V (G)| y
|E(G)|, respectivamente.

Un lazo es una arista con extremos idénticos. Dos aristas paralelas
son dos aristas que tienen los mismos extremos. Una grdfica simple es
una grafica que no tiene lazos ni aristas paralelas.

Un ciclo con tres o mds vértices, es una grafica simple cuyos vértices
se pueden disponer en una secuencia ciclica de tal manera que dos
vértices son los extremos de una misma arista si ellos son consecutivos
en la secuencia y no son los extremos de una misma arista si no son
consecutivos. Un ciclo con un vértice consiste de un vértice con un lazo.
Un ciclo con dos vértices consiste en dos vértices que son los extremos
de dos aristas paralelas.

Una grafica coneza, es una grafica tal que para toda particiéon de
su conjunto de vértices en dos conjuntos no vacios, existe una arista
con un extremo en uno de esos conjuntos y el otro extremo en el otro
conjunto. Una grdfica inconexa es una grafica que no es conexa.

Una gréfica F' es una subgrdfica de una grafica G si V(F) C V(G),
E(F) C E(G) y la funcién 9r es la restriccién de ¢¢ a E(F). Se dice
que G contiene a F. Si la subgrafica F' tiene el mismo conjunto de
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A% O X

grafica (inconexa) grafica conexa (con ciclo) arbol

vértices que G, esto es V(F) = V(G), diremos que F' es una subgrdfica
recubridora de G.

Un drbol es una grafica conexa que no contiene ciclos. Una subgrafi-
ca recubridora que es arbol se llama drbol recubridor. Una gréfica es
conexa si y sélo si tiene un arbol recubridor, ver [3].

Nos interesa la relacién entre el niimero de vértices y aristas de las
graficas conexas. Sea (G una gréafica conexa. Si GG es un arbol entonces
|[V(G)| = |E(G)|+1 y reciprocamente, ver seccién 4.1 de [3]. Como toda
grafica conexa tiene un arbol recubridor se deduce de aqui el siguiente
resultado, que nos dice que las graficas conexas no pueden tener mas
vértices que aristas; salvo el caso de los arboles donde el niimero de
vértices supera en uno al nimero de aristas.

Lema 4 5: G = (V(G), E(GQ)) es una grifica conexa entonces
V(G| < |E(G)]+1.

Ademas, |V (G)| = |E(G)| + 1 si y sdlo si G es drbol.

Un arbol con raiz es un arbol al que se le ha especificado un vértice
al que llamaremos raiz. Un drbol orientado con raiz es un arbol con raiz
inmerso en un plano, cuyo contorno se recorre sobre el plano siempre
en un mismo sentido previamente convenido, de la siguiente manera: el
recorrido inicia y termina en la raiz, al término del recorrido se recorre
la misma cantidad de aristas de ida que de vuelta y en cada paso del
recorrido no se tienen mas aristas recorridas de vuelta que de ida.

Nos interesa contar el numero de drboles orientados con raiz que se
pueden formar con k aristas. Existen en la literatura varias maneras
de contarlos. Una de ellas es identificandolos con 2k-tuplas de entradas
dicotomicas como sigue. A cada arbol orientado con raiz de k aristas se
le asocia la 2k-tupla (&1, ..., {&ox) construida de la siguiente manera: si en
el i-ésimo paso del recorrido la arista en turno es recorrida por primera
vez entonces & = 1 y si ya se habia pasado ella entonces & = —1.
Esto establece una biyeccion entre los arboles orientados con raiz de k
aristas y el subconjunto Ty, de {—1,1}** que consiste de los elementos
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(&1, ..., &ar) tales que

& ==*1
S+&+ . +E&r=0
El4 Gt t6>0  j=12 .2

Ejemplo 5 (k = 3) Con tres aristas se forman cinco drboles orienta-
dos con raiz, los cuales corresponden a las 6-tuplas (1,1,1, -1, —1, —1),
(1,-1,1,1,—1,—-1), (1,1,—1,—1,1,-1), (1,1,-1,1,—1,—1),
(1,—-1,1,—1,1,—1), respectivamente.

VARV A VY X}

El siguiente resultado se sigue de que la cardinalidad de T es el
k-ésimo nimero de Catalan, ver capitulo 6 de [7].

Proposiciéon 6 FEl nimero de drboles orientados con raiz que se pueden
formar con k aristas (o equivalentemente k + 1 vértices) coincide con
el k-ésimo numero de Catalan

1 (2
= > 1.
Ci k+1(k) k2

En otras palabras, los nimeros de Catalan cuentan el total de drboles
orientados con raiz que se pueden formar con un numero fijo de aristas.

3.2. Graficas dirigidas

Una grdfica dirigida es un par ordenado (V(G), E(G)) que consiste de
un conjunto V(G) de vértices y un conjunto E(G), disjunto de V(G),
de aristas dirigidas, junto con una funcion ¢ que asocia a cada arista
dirigida de G un par ordenado de vértices de GG no necesariamente dis-
tintos. Si ¢¢ (€) = (u,v) diremos que los vértices u y v son los extremos
de la arista dirigida e y que ésta va del extremo u al extremo v. Por
simplicidad, abreviaremos el término “grafica dirigida” por digrdafica y
“arista dirigida” por diarista.

Una diarista con extremos idénticos se llama lazo. Dos diaristas
paralelas son dos diaristas que tienen los mismos extremos. El ejemplo
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10 muestra dos representaciones distintas de una digréfica con un lazo
y tres diaristas paralelas.

A cada digréfica G se le asocia una grafica con el mismo conjunto
de vértices simplemente reemplazando cada diarista por una arista con
los mismos extremos, a esta grafica se le llama la grdfica subyacente de
la digrafica GG. Observemos que una digrafica es conexa si y sélo si su
grafica subyacente es conexa.

El esqueleto de una digrafica G es la grafica que se obtiene de la
grafica subyacente de GG al eliminar las aristas paralelas. Las digraficas
conexas tienen esqueletos conexos. El ejemplo 10 muestra una digrafica
conexa con su respectivo esqueleto conexo.

4. El teorema de Wigner

Una matriz de Wigner es una matriz aleatoria A" de N x N con elemen-
tos reales o complejos tales que Af»}[ 1 <7 < j < N son independientes
y AN hermitiana A} = AJ.

Consideraremos en adelante s6lo matrices de Wigner que cumplen
las siguientes tres condiciones:

EAY =0, (7a)

E|AY]" = 1/N, (7b)

k
My, :=sup miéx E \/NAg < 0. (7c)

NeN 1<i,j<N

4.1. Resultados

Teorema 7 (Teorema de Wigner) Si AV, N > 1, es una sucesion
de matrices de Wigner que cumplen las tres condiciones en (7) entonces
la distribucion espectral empirica de AN converge casi sequramente a la
distribucion del semicirculo, es decir, para cada x € R, cuando N —
00

1 C.S. 1
Fyn(x) := N# {i: AN <z} =5 2—\/4 — 121109 (t)dt.
T
Como se menciond en la introduccion, para demostrar el teorema

de Wigner es suficiente de acuerdo al método de momentos demostrar
los siguientes dos resultados.
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Teorema 8 Bajo las mismas condiciones del teorema 7 sobre las ma-
trices aleatorias AN se cumple la convergencia en esperanza

E

k
tr [(AN) ] { Cr sik es par,
—N H 2

0 stk esimpar.

Teorema 9 Bajo las mismas condiciones del teorema 7 sobre las ma-
trices aleatorias AN se cumple la convergencia casi sequra

k
tr [(AN) } s, Cg si k es par,
N

0 stk esimpar.

4.2. Traza y graficas conexas

Para las demostraciones de los teoremas 7, 8 y 9, introduciremos cierta
notacién y haremos algunas consideraciones preliminares acerca de la
traza de potencias de matrices.

Sean
BN .= /N AN y Bi:= \/NAZ

i = (i, yip) € {1,2, . N}, dpyy =iy,

Q (1) .= E[By,i, Biyi, - - - Biyiy] -

U1t =1

Teniendo en cuenta laregla (C'D),; = > ;" Cip.Dy; del producto de dos
matrices m-compatibles C' y D, podemos escribir la traza de la k-ésima
potencia de BY como

N N

w((8)) =3 (BYY), = > B (M)

‘ .= 211
i1=1 i1,i0=1

N
= E BilizBi2i3 e Bikiu
1

Ul yeen =
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de donde
o[y =8 [y (v ]
1 N
= Nl > Q). (7)

Vemos de aqui que la secuencia ciclica que la traza induce a @ (%)
permite identificar a cada indice ¢ = (i1, ..., ) de la suma anterior con
una digrafica conexa G (i) = (V (2), E (¢)) definida como

V(i) = {i1, ..., i} vértices,
E (i) = {ey, ..., e} diaristas,

Ve (e1) = (i1,42) -+ Ya@) (er—1) = (ik—1,k) s Vo) (er) = (ik, 1) -

En adelante denotaremos por simplicidad a este conjunto de diaristas
por

E(4) = {(ir, i) ., (g1, in) s (i, 1)} -

Esta digrafica conexa se puede representar por la siguiente figura que
ilustra la secuencia ciclica.

iy

o
i h\
o

i;

is

A cada una de estas digréficas conexas G (%) le asociamos su esque-
leto G (1) = (‘7 (i),E (z)), el cual es la gréfica subyacente de G(%) sin
aristas paralelas.

Ejemplo 10 Si G (i) = (V (2),E (2)) con V (3) =4 = {1,2,3,1,2,1}
y E(i) ={(1,2),(2,3),(3,1),(1,2),(2,1),(1,1)} entonces su esquele-
to es G () = (v (i),E(i)) donde V (3) = {1,2,3} y B (4) = {{1,2},
{2,3},{3,1},{1,1}}. Las dos primeras figuras corresponden a distin-
tas representaciones de la digrdfica G (2) mientras que la tercera es una
representacion de su esqueleto G ().
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1 1
o o}

S WAWAN

Podemos descomponer la suma (7) clasificando sus términos de
acuerdo al nimero de vértices que tienen los esqueletos G (2) corres-
pondientes a estas digraficas G (1)

2000 = Q)

G()
| L .
— T ; Q(Z)+N§+1 ; Q(2).
1<|v@l< 5]+ V@ =[5]+2

Los dos lemas siguientes muestran que esta tltima suma es cero,
ya que sus correspondientes Q(¢) no contribuyen a ella. Antes observe-
mos que, dos aristas de E (%) no son paralelas si no tienen los mismos
extremos. En el ejemplo 10 las diaristas (2,3), (3,1) y (1,1) no tie-
nen diaristas paralelas en F/(¢) mientras que (1,2) y (2, 1) son diaristas
paralelas.

Lema 11 Si E (i) tiene una diarista que no es paralela a ninguna otra
diarista entonces @ (¢) = 0.

Demostracién. De la definicién de BY es claro que EB;; = 0 para
cada 7,7 y que B;; y By, son independientes cuando (i,j) # (I,m)
y (i,7) # (m,1). Luego si (i;,7;+1) es una diarista de E (¢) que no es
paralela a ninguna otra diarista,

Q (’L) =E (Bi1i2 e Biz—1izBizil+1Biz+1iz+2 e Bikil)
= E (Bijis,,) E (Biyiy -~ Bi_yi Biryvivso - Biyi) = 0.

Lema 12 Si |V (4)

diarista que no es paralela a ninguna otra diarista.

> [£] + 2 entonces E (i) tiene por lo menos una
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Demostracién. De acuerdo al lema 4 ’E (z)’ +1> “7 (z)‘ de donde
(i)
menos [g} + 1 aristas distintas, entonces E () debe tener una diarista
que no es paralela a ninguna otra diarista, ya que de lo contrario F (z)
tendria por lo menos 2 ([%} + 1) = k + 2 diaristas cuando k es par o
por lo menos k + 1 diaristas cuando k es impar, lo cual en ambos casos

no es posible. [
Como consecuencia de los lemas 11 y 12 la expresién (7) se reduce

E {%tr [(AN)kH _ N;l ; Q (). (8)

1<|v )< [§]+1

> [£] 4 1. Dado que se tienen |E (¢)| = k diaristas y hay por lo

Por otra parte, se tiene una cota uniforme para los @ (2) al usar la
desigualdad de Holder y (7c)

1 1
. & k|l &
|Q (2)| = |E [Bi,i, Biyis - - - Biyiy ]| < [E |Bz'1z‘2|k] E|B;, | }

1

1
< MP M} = M,

4.3. La convergencia en esperanza

Para la demostracion de la convergencia en esperanza del teorema 8
usaremos los resultados preliminares de las secciones anteriores.

Demostracién del teorema 8. Partiendo de (8)

elpo(@]||san X eelsoy X om

15[V ()< [ 5]+ 15[V ()< [ 5]+
[5]+1 k [5]+1
1 (5] +1) Nb
= Ni+1 Z Z My < =2 N+ k
7=1 ~G(i)
[V(@)|=i
([%j + 1) My, si k es par,
- <[§} * 11) M si k es impar,
N2

de donde si k es impar se obtiene el resultado

E [% tr [(AN)kH — 0, cuando N — oo.
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Consideremos ahora el caso k par. Retomemos (8) para expresarlo como

E % tr [(AN)’“H =S+ 5,

donde

Si=—n Y Q6 v S=—n Y Q).

k k
NG NG
1|V )<k |V ()| =E+1

El término S converge a cero, ya que cuando N — oo

k
Sl S je@ <ty

N5+ ‘= 2 N5+
1<|V()|<
Resta demostrar que S, converge a C'x. En este caso )f/ (’L)‘ = g +1, 1o
2

Si :

paralela a ninguna otra diarista, por el lema 11 Q(z) = 0.

cual implica, de acuerdo al lema 4, que ’E (z)’ > g
E (z)‘ > * entonces F(i) tiene al menos una diarista que no es

Si )E(z)’ = %, por el lema, 4 G (i) es un &rbol, por lo tanto a cada

diarista en E (¢) le corresponde una diarista paralela en E(¢). En este
caso @ (1) es de la forma

k
2

2
Q@) =B (1Bl 1B |5, [ ) = TT Bl
e€E(i)
2
= 1.

- 11 E)\/NAgV

ecE(i)

Cada coleccién de vértices distintos ¢ = <z’1, ey Uk +1> origina C'x co-
2 2
lecciones de £ aristas (proposicién 6), digamos F; (), ..., Ec, (2). A su
2
vez, cada una de estas C'x colecciones de aristas genera P,ﬁvﬂ arboles,
2 3

ya que al correr el indice ¢ sobre 1 < 4q,...,1 ki < N, se generaran
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todas las permutaciones de N en % + 1. Por lo tanto

SZ - NEJrl Z Q (7’)
G(3)
[V()|=5+1
|B()|=%
Cy
1 El ~ ~ ~
- — S5 3 Q) conGy(d) = (v (1), B (z))
P =14, 0)
C% C
1 k
= 1=—2_pN
DL D 2P,
N2 i€ (i) N>

cuando N — oo, en virtud de que PéV/N%rl
2

N
(N—§—1)!N%+1

de donde S, — C

%) (%) cen (NJ;§> —lcuando N —00. =

Observaciéon 13 Si en el teorema 8 las diagonales de las matrices de
Wigner son cero, AY =0, 1 <i < N, se mantiene la conclusion de la
convergencia en esperanza (y también la conclusion del teorema 9 de la
convergencia casi Sequra).

Esto se puede ver siguiendo los mismos pasos la demostracion an-
terior, ya que los drboles no tienen tienen lazos. Observe que la grdfica
del ejemplo 10 , la cual no es drbol, tiene a la arista (1,1) como lazo.

4.4. La convergencia casi segura

Para demostrar la convergencia casi segura del teorema 9 usaremos el
lema de Borel-Cantelli, el cual establece que si D1, Ds, ... son eventos ta-
les que P (Dy)+P (Ds)+- - - converge entonces P (), Ux—,, Dn) =0,
ver [10].

Demostracion del teorema 9. Mas abajo probaremos que la varianza
esta acotada por

var (% tr [(AN)k]) < k’MkNL;w’? (9)

Definimos para € > 0,

Dy, = {w cq: ’%tr([AN @)") - E (%tr [(AN)kD‘ > g}.
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Por la desigualdad de Chebyshev, proposicién 1,

<Mk+M]?

P Dra) < apa

de donde -
> P(Dy.) <0

N=1

y por el lema de Borel-Cantelli
P (ﬂ U DN,E) =0.
n=1 N=n

Esto implica que existe un evento €2y con P (£25) = 1 tal que para cada
w € Qq existe N (w) > 1 tal que ‘%tr ([AN (w)]k> - E (% tr [(AN)kD‘
< e paran > N (w). Por lo tanto cuando N — oo

1 k 1 k
‘Ntr (%)) - B {Ntr ((a") )}
Luego del teorema 8 y la desigualdad del tridngulo se obtiene

% tr <(AN)k) R C’g 0 0 de acuerdo a si k es par o impar.
Resta probar (9).

var (%tr [(AN)kD _E

1
N5+! Z Biyiy Biyiy ++ Biyiy
1

C.S.

— 0.

2

(el ) |- [femer o]

2
1
- [ Z E [BilizBléis T Blkll]

%

=E

1
= NFi2 Z E [Bmz o Biyiy Biay Bi;ﬁi’l}

donde @ = (iy, ..., ix), ¢ = (i}, ...,7}) ¥

Q(i,4) =E [BiligBizig o Biyiy Biyiy Biga, - Bi;vi/l] .

27793
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De nuevo identificamos a los indices 2,4  de la suma anterior con la
digrafica

G (3,4) = (V (i,7), E(i,1))
V(2,4') = {i1, ..., ig, ], it ), 2k vértices

E(2,%) = {(i1,i2) , .., (g, 41) , (87, 45) 5 ooy (1%, 77)}, 2k diaristas

y denotamos por G (i,7') = (V (¢,4), E (4, z’)) su correspondiente es-
queleto.

Observemos que la digrafica G (¢,4') no necesariamente es conexa,
sin embargo cuando G(2) y G(¢') comparten por lo menos un vértice si
es conexa, como lo ilustran las figuras (a) y (b). Ademas, si los esquele-
tos G(4) y G(#') no tienen arista en comun, por independencia se sigue

que @ (4,4) = Q (¢) Q ().

a) (k=4) compartiendo un vértice G(i,i’)

40 fe) 1 ]O ol o
30 02 79 6 30— 02 %7
G(i) G(i’) 0., i)=0)0(i")
b) (k=4) compartiendo una arista G, i)
1
% o ! ]o of 40 O of
30 02 20 Os 30 ° Os
G(i) G(i) 0, i7) # 0HQO(I")

De manera similar a la seccion anterior analizaremos los términos
de la suma (10) agrupdndolos de acuerdo al nimero de vértices de los

esqueletos G (4,4') correspondientes a estas digréaficas G (2,1').

Caso ’f/(z,z’)‘ > k + 2. Si G(i,4) es inconexa entonces G(i) y
G(#') no tienen arista en comun, por lo tanto Q (i,4) = Q (3) Q (7).
Por otro lado, si G (3,1') es conexa, entonces E(%,’) tiene por lo menos
una diarista que no es paralela a ninguna otra diarista, la cual estara en
E(i) o E(4), obteniéndose @ (7,7) =0y Q (¢) Q (¢') = 0.

Caso ‘f/ (1, 7/)’ = k+1. Por el lema 4 ‘E(z, z/)‘ > k. Analicemos por

separado estos dos casos:
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Si ‘E(z, i')| = k entonces G(i,4') es un drbol, luego los arboles G (%) y
G(#') no tienen arista en comin, por lo lo tanto Q (¢,4') = Q (i) Q (7).
Si ‘E(’L, ’LI)‘ > k entonces E(,4') tiene por lo menos una diarista que no
es paralela a ninguna otra diarista, (sigase la demostracién del lema 12),
la cual estard en E(2) o E(¢'), porloque Q (¢,7') =0y Q (2) Q (') = 0.

Finalmente, en el caso ‘f/ (2, z’)‘ < k la suma (10) se reduce a

N
1 N k 1 . . . ./
Var (Ntr [(A ) D = Nk+2 G;) @ (2,7) — Q(2) Q (¢)]
1§|\7(i:i’)|§k
1 N
<wm 2. 1QGDI+IREQE)]
1§|€E:::'3\§k
k k 2
< Nk+2N (M + M)
B k‘Mk + M,?
= —N2 .

Observacién 14 El teorema 7 es vdlido para matrices de Wigner tan-
to reales como complejas, ya que la demostracion no distingue el caso
real del complejo. El caso real corresponde al de las matrices aleatorias
simétricas.

Si en el teorema 7 se relaja la condicion (7b) sobre las varianzas
por la condicion asintotica

2
= lim min E|[VNAY

N—oo i j<N

2
=1

(11)

2
= lim méxE|[VNAY

N—o0 i,j<N

lim B |VNAY
N—o00

se sigue manteniendo la conclusion.
En [4] se considera, en lugar de la condicion (7b), la condicion

o
dm D

1<ij<N

E U\/NAZ@V

2} —1‘ —0 (12)

y también se obtiene la conclusion del teorema 7.
Obsérvese que (7b) cumple trivialmente (11) y (12).
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5. Notas

Las condiciones (7a), (7b) y (7c) son esencialmente las mismas que
considera Wigner [11] para matrices aleatorias simétricas reales, con la
diferencia de que considera las entradas con distribucién simétrica.

Existen varias versiones del teorema de Wigner dependiendo de las
matrices aleatorias que se consideren. Los trabajos que a continuacién
senialamos emplean diferentes técnicas para demostrarlo. Y aunque tra-
bajan con distintas condiciones, sobre las matrices aleatorias, en general
consideran matrices aleatorias simétricas o hermitianas, centradas y con
entradas independientes (salvo simetria).

Hiai y Petz [6] trabajan con matrices aleatorias simétricas reales,
emplean el enfoque combinatorio, sélo que en lugar de graficas conexas,
utilizan el concepto de particiones que no se cruzan para obtener los
nimeros de Catalan.

Nica y Speicher [9] consideran matrices aleatorias con entradas gau-
ssianas complejas y también utilizan particiones que no se cruzan para
el conteo. Trabajan el método de momentos con elementos de probabi-
lidad libre y aplican el teorema del limite central libre para obtener el
resultado.

Haagerup y Thorbjgnsen [5] también consideran matrices aleato-
rias con entradas gaussianas complejas. Mediante el enfoque analitico
derivan una férmula para la funciéon generadora de momentos de las
matrices aleatorias via polinomios ortogonales, con la cual deducen el
resultado.

Bai y Silverstein [2] consideran matrices aleatorias con entradas
complejas a las que les remueven los elementos de la diagonal. Utili-
zan el enfoque combinatorio de graficas y la técnica de truncamiento.

Guionnet [4] trabaja con matrices aleatorias hermitianas complejas
mediante el enfoque combinatorio de graficas, de manera similar a como
se presenta en este trabajo.

Arnold [1] considera matrices aleatorias simétricas con segundo mo-
mento finito en la diagonal y cuarto momento finito fuera de diagonal
y demuestra la convergencia en probabilidad. También demuestra la
convergencia casi segura, pidiendo cuarto momento finito para los ele-
mentos de la diagonal y sexto momento finito fuera de la diagonal. En
ambos casos emplea el enfoque combinatorio y la técnica de trunca-
miento.

Agradecimiento. Al Dr. Victor Pérez-Abreu por sus comentarios y
sugerencias.
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