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1. Introduccion

La resolucion de laberintos es uno de los juegos de mesa en solitario
mas famosos y clasicos, ampliamente estudiado tanto en su forma re-
creativa como en aplicaciones computacionales [6]. Mas alld de ser un
simple pasatiempo, representa un desafio intelectual que estimula la
logica, la creatividad y la perseverancia. Resolver un laberinto no so-
lo implica encontrar una salida, sino también desarrollar estrategias
y tomar decisiones bajo incertidumbre. Por estas razones, los laberin-
tos han capturado el interés de jugadores, educadores e investigadores,
convirtiéndose en una poderosa herramienta para el aprendizaje y la
exploracion de conceptos fundamentales en la computacion cientifica,
inteligencia artificial, teoria de grafos, entre otros.

La figura [l muestra algunos ejemplos de laberintos planos con distin-
tas caracteristicas geométricas. En esencia, el objetivo del juego es des-
plazarse desde un punto hasta otro punto a través de caminos definidos
dentro del laberinto, aunque existen variantes que plantean diferentes
retos. No obstante, todos los laberintos estudiados en este trabajo com-
parten un rasgo comun: poseen una entrada y una salida claramente
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Figura 1. Diferentes tipos de laberintos.

definidas, y se parte del supuesto de que existe al menos un camino que
conecta ambos puntos.

La resoluciéon computacional de laberintos permite abordar el pro-
blema desde diversas perspectivas: desde encontrar un camino éptimo,
hasta minimizar el tiempo de recorrido o simplemente hallar un trayecto
valido. Actualmente, existen algoritmos que resuelven sisteméticamen-
te este tipo de problemas, muchos de los cuales emplean estructuras de
control de flujo con condicionales anidadas y repetitivas [6]. Una de las
aproximaciones mas poderosas para abordar estos desafios es a través
de la teoria de grafos, que permite modelar laberintos como conjuntos
de nodos y aristas, facilitando asi el analisis y la buisqueda de caminos
6ptimos. Algoritmos cldsicos como la busqueda en profundidad (DFS),
bisqueda en anchura (BFS) o el algoritmo A* se apoyan en estos con-
ceptos para explorar el espacio de soluciones de forma eficiente [6].
Otros algoritmos modernos se apoyan en datos de sensores, adoptando
estrategias de retroalimentacién en contextos como las competencias
internacionales de solucién de laberintos [5l, [10].

La resolucién de laberintos, aunque en la mayoria de los casos se cen-
tra en el uso de herramientas computacionales, también ha sido explora-
da a través de fenémenos fisico-quimicos. Por ejemplo, en el trabajo de
Lovass et al. [§], se estudia experimentalmente la resolucién de laberin-
tos mediante el flujo de Marangoni inducido por la temperatura, el cual
surge por gradientes en la tension superficial causados por estas varia-
ciones térmicas. Se demuestra que este flujo puede encontrar el camino
mas corto en un laberinto lleno con una solucién caliente de acido gra-
so, generando el gradiente de temperatura al enfriar la salida. Ademas,
los resultados se complementan con un analisis tedrico sustentado en
un modelo matematico formulado a partir de ecuaciones diferenciales
parciales (EDPs). En este caso, se considera una capa delgada de fluido
capaz de conducir calor bajo la aproximacion de Boussinesq. En esta
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aproximacién las ecuaciones de conservacién de masa y de movimiento
tienen una densidad constante excepto en el término de flotacion donde
la densidad es variable [§]. Otro ejemplo destacado del uso de EDPs en
la resolucién de laberintos es el trabajo desarrollado por Finardi en su
tesis doctoral [3]. En dicho estudio se analiza la ecuacién eikonal, una
EDP de primer orden y no lineal que surge en problemas de propagacién
de ondas. Entre las aplicaciones consideradas se incluyen simulaciones
para la resolucion 6ptima de laberintos, modelados como dominios con
obstaculos y tratados numéricamente mediante técnicas basadas en el
uso de interfaces.

En este articulo, la solucién de laberintos se plantea a partir de una
idea inicial sencilla: la distribucién de temperaturas en una placa. La
ecuacién de calor, que describe un proceso de difusion, modela la evolu-
cion de la temperatura en una placa con una o varias fuentes de calor.
La solucién de esta ecuacion, después de un tiempo suficientemente
largo, muestra como se pegan suavemente las temperaturas méaximas
(provocadas por las fuentes de calor) y las temperaturas minimas en el
resto de la placa. De especial interés es el estado final de distribucion de
temperaturas (estado estacionario), que en su forma maés sencilla puede
modelarse mediante la ecuacién de Laplace en dos dimensiones (2D).
Esta EDP se complementa con condiciones de frontera especificas: se
imponen condiciones de Dirichlet en los puntos de entrada y salida del
laberinto, mientras que las paredes internas se modelan mediante con-
diciones de Neumann. Las condiciones de Dirichlet permiten fijar con
precision los extremos del trayecto, definiendo asi los puntos de inicio y
destino. Por otro lado, las condiciones de Neumann garantizan que no
exista flujo a través de las paredes, lo cual se traduce matematicamente
en que la derivada normal de la funcién soluciéon respecto a la pared
es cero. Esto implica que no hay componente del gradiente que atra-
viese la frontera, reproduciendo el comportamiento caracteristico de un
laberinto con barreras impenetrables: el camino no puede cruzar las pa-
redes. Este enfoque logra un equilibrio entre simplicidad y efectividad,
destacando la versatilidad del modelo mateméatico propuesto.

Por otra parte, el Principio del Méaximo es una propiedad funda-
mental de las soluciones de la ecuacién de Laplace y se manifiesta na-
turalmente en el contexto de la solucién de laberintos. Este principio
establece que el valor maximo (y también el minimo) de una solucién
armonica se alcanza en la frontera del dominio; en otras palabras, no
pueden existir extremos locales en el interior, a menos que la solucién
sea constante. Este principio sugiere que la informacion clave para la
solucion suele estar determinada por las condiciones en el borde del
dominio, lo cual resulta coherente con la forma en que se abordan este
tipo de problemas.
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Ademas, en dominios simples, es posible obtener de forma explicita la
solucién exacta del problema. No obstante, cuando se trata de dominios
mds complejos, como los ilustrados en la figura [I] se vuelve necesario
recurrir a métodos numéricos para resolver la ecuacién y encontrar la
solucién correspondiente. Para resolver este problema cldsico existen
diversas metodologias numéricas, siendo el método de elementos finitos
(FEM, por sus siglas en inglés) una de las méas populares debido a su fle-
xibilidad y robustez para resolver la correspondiente EDP en dominios
arbitrarios [2, [7, (1], 1]. En este trabajo, utilizaremos esta herramienta
numérica para abordar el problema planteado.

El resto de este articulo esta organizado de la siguiente manera: en la
seccion 2 se presentara el problema eliptico de valores de frontera que
queremos resolver. En esta secciéon también se introduce la formula-
cion variacional débil, en la cual se centrara nuestro analisis numérico.
La seccion 3 estard dedicada a la descripcion del método de elementos
finitos para aproximar nuestras ecuaciones y obtener soluciones aproxi-
madas a nuestro problema. La seccion 4 se centrard en la resolucion de
laberintos. Finalmente, en la seccién 5 se presentan las conclusiones.

2. Solucion de laberintos 2D usando la ecuacion de
Laplace

El problema de la solucién de laberintos surge a partir de una idea ini-
cial sencilla: analizar la distribucion de temperatura en una placa. Por
una parte, la ecuacién del calor, que describe un proceso de difusion,
modela la evolucion temporal de la temperatura en una placa con una o
varias fuentes de calor. La solucién de esta ecuacion, tras un tiempo su-
ficientemente largo, muestra como las regiones de temperatura maxima
(provocadas por las fuentes) y minima en el resto del dominio se co-
nectan suavemente a medida que se alcanza un equilibrio térmico. Una
vez alcanzado el estado estacionario —es decir, cuando la temperatura
deja de variar con el tiempo—, el comportamiento del sistema puede
describirse de forma mas sencilla mediante la ecuacién de Laplace en
dos dimensiones. Resolver esta ecuacion nos proporciona directamente
la distribucién final de temperaturas, revelando la conexién entre las
zonas de temperatura alta y baja dentro del dominio considerado.

La propiedad de distribucién de temperaturas en una placa puede
aprovecharse para abordar el problema del laberinto mediante la ecua-
cién de Laplace: si se imponen condiciones de frontera apropiadas, por
ejemplo, asignando una temperatura baja en la entrada y una alta en la
salida. Ademas, si en el resto de las fronteras se establecen condiciones
de Neumann homogéneas (es decir, sin flujo de calor), como se explico
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en la introduccion, se evita el intercambio térmico a través de los bordes
externos, concentrando el analisis en la trayectoria que conecta entrada
y salida dentro del laberinto.

En esta seccién abordaremos el problema eliptico de valores en la
frontera que modela la solucién de un laberinto en dos dimensiones.
Primero, se presenta el problema de Laplace en 2D en su formulacion
clésica (fuerte), para posteriormente re-formularlo en términos de su
formulacién variacional (débil) y, finalmente, aplicar el método de ele-
mentos finitos.

2.1 Formulacion clasica

Sea (2 el dominio computacional el cual es un conjunto abierto, acotado
y arco-conexo en R? con frontera I' = 9€). Se supone, ademds que la

frontera I' esta dividida en dos conjuntos I'p y 'y como se indica en
la figura [2]

Iy 1" Tn
I'n
FN Hn
FD FD
Y y
(- Ty
_| I'n
I'p
FN FN
T x

Figura 2. Ejemplos de dominios en el plano para el problema eliptico. La
figura de la izquierda muestra el laberinto mas simple, con entrada y salida
alineadas. En contraste, la figura de la derecha representa un laberinto mas
complejo, que corresponde a un rectangulo alargado y deformado.

Es importante tener en cuenta que las fronteras I'p y I'y pueden
estar compuestas a su vez por la unién finita de segmentos de curvas,
como se ilustra en las figuras [1] y 2l El objetivo es encontrar la funcién
u definida en Q (el cerrado de ©, es decir, el dominio y la frontera), que
satisface la ecuacion de Laplace:

0%u 0%u

@(w)—i‘a—yQ(l'):O, T = (ZE,y) GQ’ (1)

junto con las condiciones de frontera dadas por:
U(ZE) = uD(m), T € FD, (2)
ou ou

%(w)nx + a—y(w)ny = 0, x ey, (3)



82 REYMUNDO ITZA BALAM Y MIGUEL UH ZAPATA

donde n, y n, son los componentes de la direccién normal n a la frontera
en x, con la orientacion estandar. En este articulo, suponemos que up
es una funcién conocida y esta definida sobre I'p.

Como se explico al inicio de esta seccién, resolver el problema ((1))—(3))
con un dominio €2 representando el laberinto permite obtener la solu-
cion del mismo. Para ello, es fundamental identificar correctamente las
regiones de la frontera: la seccién A, donde se impone la temperatura
méxima (condicién de Dirichlet), y la seccién B, correspondiente a la
temperatura minima (también de tipo Dirichlet). El resto de la fronte-
ra, en el que no hay intercambio de temperatura, se modela mediante
condiciones de Neumann nulas. De este modo, la solucion conecta la
seccién A (salida) con la seccién B (entrada). En este contexto, las pa-
redes de entrada y salida forman el subconjunto I'p, mientras que I'y
representa el resto de las paredes del laberinto.

Para resolver numéricamente este problema, se aplica el método de
elementos finitos, el cual hace uso de la formulacién variacional de la
ecuaciéon de Laplace, y se describe en la siguiente seccion.

2.2 Formulaciéon variacional

El punto de partida para obtener una expresion variacional de la ecua-
cion (|1)) consiste en multiplicar cada término por una funcion de prueba
v e integrar sobre todo el dominio 2, obteniendo la siguiente forma in-

tegral:
0 [0Ou 0 [0u
_ | = (= - === = 0. 4
/Qaiv (31’) v /Qé’y (3y> vdw =0 @

Una funcién de prueba v, es una funcién que pertenece a un espacio de
funciones dado por:

V={ve H(Q) |v(x) =0, x € Tp}, ()

donde H'(Q) es el espacio de Sobolev de orden uno definido como

/ (IVo? + o) de < oo} |
Q

con su correspondiente producto interno

( ) —/ @@_‘_@@_{_ d
U, V)HL(Q) = 5 9L O ay ay uv €T,

HY(Q) = {v

y la norma

1/2
lollzny = (n,u) 7 gy = (/ (IVel*+1vF) d”’) |
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Mas informacién sobre estos espacios, las condiciones de regularidad
sobre u y v, y del buen planteamiento del problema variacional puede
encontrarse en [2].

Aplicando integracion por partes las integrales del lado izquierdo de
(4] se transforman en

Oou Ov Ou Ov ou ou
/S)%%dm+/gl@_y8_ydm - (/r %vnxdsjt/r@—yvnyds) = 0.

Equivalentemente tenemos que

Ou Ov ou Ov ou ou
=27 d —dx = —Ng + — ds. 6
q Oz Ox $+/Qay8ym /F<8xn +8yny>v8 (6)
A continuacién, observamos que las integrales de frontera pueden rees-

cribirse en términos de integrales sobre los subconjuntos I'yy y I'p de la
frontera, de la siguiente manera:

/ % +@ d

A axnx 8yny vds

= / <8un +aun>vd8—|—/ (8un +0un vds

- ox oy Y or oy Y '
FN 1_‘D

Es importante notar que los operadores diferenciales que aparecen en
las integrales sobre I'y corresponden a las condiciones de frontera de
Neumann. En particular, utilizando , se obtiene que

ou ou )
—ngy + —n, | vds = 0. 7
/FN (ax ay Yy ( )
Asimismo, dado que v pertenece al espacio definido en , se cumple
que
ou ou )
—ng + —n, | vds = 0. 8
\/I"D ((9.1' ay ) ( )
Por tanto usando y en la ecuacién @ se obtiene:
Ooudv  Oudv
—— +——|de =0, Yvel. 9
/Q(@xax—i_ay@y) ¥ ! )
Asi se obtiene la formulacién variacional de nuestro problema:
bu,v) = 0, YveV, (10)
u(z) = up(z), =x€lp, (11)

donde b(u,v) es identificado como un funcional bilineal de la solucién
u 'y la funcién de prueba v, y esta dado por

oudv Oudv
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Lo anterior sugiere que toda solucién al problema clasico 1' de
(1) @1

valores en la frontera (BVP) también satisface el problema

de valores en la frontera variacional (VBVP). No es dificil demostrar,
la afirmacién inversa, es decir, cualquier solucién del VBVP también
satisface el problema clasico de VBP. La demostracién se basa en una
version mas general del lema de Fourier. Para mas detalles de esta
prueba, se sugiere leer el capitulo 8 del libro de Demkowicz [2].

3. Discretizacién y el método de elemento finito

El espacio de funciones de prueba V' es un espacio funcional y es de
dimension infinita. En general, se requiere un ntimero infinito de fun-
ciones para aproximar la solucion desconocida de y . El método
de Galerkin aproxima este espacio con otro espacio V}, generado con un
nimero finito de NV funciones linealmente independientes e; del espacio
de prueba V, definidas sobre todo €2, y tal que e;(z) = 0 para todo
valor @ en la frontera de tipo Dirichlet.

3.1 Construccién de funciones base

Se consideran M elementos triangulares que discretizan el dominio bi-
dimensional, como se muestra en la figura [3] Cada elemento se denota
por Q,, cons=1,...,M.

Figura 3. Discretizacién del dominio del problema del laberinto en elemen-
tos triangulares.

En la construccién de las funciones base e;, se eligen funciones de
forma lo més sencilla posible, de modo que cumplan e;(z;) = 1 en
el vértice z; y e;j(x;) = 0 en los deméds vértices x;, con i # j. Esto
conduce a funciones lineales por partes, cominmente conocidas como
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funciones tipo sombrero por su forma caracteristica. Cabe destacar que
el numero total de funciones base coincide con el nimero de vértices
de la discretizacion en el interior del dominio, es decir, N. La figura
muestra un ejemplo representativo de estas funciones.

Figura 4. Funciones tipo sombrero e; linealmente independientes con base
en los vértices de la malla.

Una consecuencia inmediata de la definicién de e; es que, en cada
elemento (), inicamente tres de estas funciones base son distintas de
cero. Sin pérdida de generalidad, asociemos de manera local los tres
vértices de 5 usando los indices 1, 2y 3. Asi, v; = (21, y1), va = (22, y2)
y vs = (x3,y3) seran las coordenadas de vértices del tridngulo y las
funciones e;, ey y es corresponden a aquellos planos donde uno de sus
vértices es igual a 1, como se ilustra en la figura [5

No es dificil ver que dichas funciones estan dadas localmente por [7]:

e1(z,y) = (yg_y3)x+(x3_x2>y+w, (z,y) € €,

2A, 2A, 2A,

(13)

o Ys — Iy — T3 T3Y1 — T1Y3
62(1.7:1/)_ ( 2145 )l“f— ( 2A3 >y+ 2145 9 (Z’,y)e@s7
(14)

_ Yi— Y2 Tog — Ty T1Y2 — T2Y1
63(x7y) - ( 2145 ) x + ( 2AS ) y + 2145 ) (x7y) 6 QS?
(15)

donde Ay es el drea del triangulo ). Mas atn, dado que las funciones
base e; estan formados por planos, entonces sus derivadas cartesianas
diferentes de cero sobre {2, son constantes. Esto facilita el calculo del
gradiente de la solucion numérica.
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"0

v3 = (w3,y3) ™

Figura 5. Funciones base e, ez y es diferentes de cero correspondiente al
elemento Q.

3.2 Sistema lineal

Ahora es posible aplicar el método de Galerkin utilizando funciones
base de tipo sombrero para aproximar la solucién del problema como

u(@) ~ ip(@) + Y ujes(@), (16)

donde los coeficientes constantes u; son valores aun por determinar.
Aqui, la funcién up representa un levantamiento de la condicién de
frontera up (la restriccion de @p a la frontera de Dirichlet I'p coincide
con la funcién up). Las funciones e; son las funciones base previamente
presentadas y los coeficientes desconocidos u; son llamados grados de
libertad [7, [11].

Los coeficientes desconocidos u; presentes en ((16)) pueden determi-
narse si se emplean las funciones base e; para aproximar las funciones
de prueba v, de la siguiente manera:

N
Ug@g(il’,'). (17)

=1

Sustituyendo las ecuaciones y en la formulacién variacional

abstracta , se obtiene

N N
b up +Zujej, Zweg = 0. (18)
j=1 =1

La ecuacién (18] se debe satisfacer para toda funcién de prueba v, lo
que en la aproximacion de dimension finita se traduce en la ecuacién
debe ser satisfecha para toda eleccién de coeficientes vy, £ = 1,..., N.
En particular, si en (I8) se selecciona v, = &y (delta de Kroneckerl)

=
8
2

1La funcién delta de Kronecker satisface 0;5 =1sii=jy d;; =0 en caso contrario, i # j.
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entonces se obtiene el siguiente sistema de N ecuaciones algebraicas:

N
b(fLDJrZujej, ei> =0, i=12,...,N.

j=1
Usando las propiedades del operador bilineal b, se puede reescribir de
forma equivalente como:

N
b(tip,e;) + Y bleje)u; =0, i=1,2... N
j=1
Como la funcién up representa un levantamiento de la condicién de
frontera up (el cual es conocido), es aconsejable mover este término al
lado derecho de la ecuacion de la siguiente forma:

Zujb(ej,ei):l(ei), i:1,2,...,N, (19)

donde l(e;) = —b(up,e;). La matriz {b;;} := {b(ej,e;)} es llamada la
matriz de rigidez (global) y el vector {l;} := {l(e;)} es el vector de carga
(global).

Una etapa clave del método de elementos finitos ocurre tras la dis-
cretizaciéon del dominio, permitiendo trabajar de forma individual en
cada elemento. En este caso se tiene

M

b(e;, €:) Zb (ej,€) v l(ei):ZZS(ei),

s=1
donde
Oe; de;  Oe; Oe;
bs(ei, e;) = b b T R |
(e ) /Qs(ﬁx 8x+8y ay) *

y

. 811[) ae,- 811,3 Gei
(i) = /Q ( oxr Oz + oy ay) de,

respectivamente. Por lo tanto, el problema puede ser calculado mediante
una suma de problemas mas pequenos correspondientes a cada elemen-
to €. Es decir, usando y con cierta flexibilidad en la notacién,
tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

>

s=1

Zuj (ej,€i) =1s (e,-)], i=1,2,...,N.

7j=1

De manera que lo tnico que resta es calcular los valores de b, v [, por
cada elemento €2, dado por las funciones base de tipo sombrero. Asi,
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para resolver el problema aproximado tenemos que calcular la matriz
{bi;}, el vector {[;} y resolver el sistema lineal de ecuaciones

N
> uby =1, i=12...,N (20)
j=1

Finalmente, solo falta resolver el sistema lineal . Existen diver-
sos métodos para hacerlo, desde métodos directos como la Eliminacion
Gaussiana hasta métodos iterativos como Gauss-Seidel, por mencionar
algunos. La eleccién del método determinara la eficiencia en la obten-
cion de la solucion. Es importante notar que, a medida que el mallado
se hace mas fino, aumenta el nimero de incégnitas del sistema, lo que
puede impactar significativamente en el tiempo de cémputo y en los
recursos necesarios. En este trabajo, el esquema numérico fue imple-
mentado siguiendo el trabajo clasico de Alberty et al. [I] ampliamente
validado en la solucién de ecuaciones elipticas en dos dimensiones.

4. Resultados numéricos

En esta seccion se aborda la solucion numérica de problemas relaciona-
dos con laberintos, incluyendo casos con formas y niveles de compleji-
dad variados. El analisis se llevara a cabo en dos etapas: en la primera
etapa se introduce una idea sencilla pero ingeniosa, destacando como la
correcta seleccién de las condiciones iniciales permite obtener solucio-
nes efectivas. En esta etapa, se busca ilustrar los principios basicos del
método aplicado a problemas simples. En la segunda etapa se amplia
el enfoque para considerar dominios mas complejos, como los disenos
representados en la figura (Il En este caso, las condiciones de fronte-
ra desempenan un papel crucial al definir el recorrido del «juego del
laberinto».

En ambos escenarios, se establecen condiciones de frontera especifi-
cas. A la entrada y salida del laberinto se les asignan condiciones de
Dirichlet, mientras que las paredes internas se modelan con condiciones
de Neumann. Las condiciones de Dirichlet en los extremos del camino
permiten definir de manera precisa los puntos de entrada y salida, mien-
tras que las condiciones de Neumann en las paredes aseguran que no
exista flujo a través de ellas, reproduciendo asi el comportamiento tipico
de un laberinto con paredes impenetrables. Este enfoque combina sim-
plicidad y eficacia, demostrando la versatilidad del esquema numérico
propuesto.
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Consideremos en concreto el siguiente problema de Laplace, definido
sobre el dominio €Q:

o%*u 0%*u

@(xay)_'_a_yg(x?y) = O? (xay) € Q? (21)
u(z,y) = 0, (z,y)€ p,, (22)
U’(xv y) = 1, (I, y) € FD17 (23)

ou ou
—(z,y)ne + —(z,y)n, = 0, (z,y) €ln (24)

ox dy

Aqui, el dominio € representa el laberinto, mientras que las diferentes
partes de su frontera se definen de la siguiente manera: I'p, denota la
entrada, I'p, corresponde a la salida, y I'y representa las paredes del
laberinto. Para este ejemplo se aplica el método de elemento finito para
resolver la ecuacion de Laplace -. En estos ejemplos se utiliza
una malla no estructurada, caracterizada por una disposicién y forma
irregular y no uniforme de los elementos triangulares [9]. Esta malla se
genera especificando los tamanos deseados de los triangulos mediante
el software Gmsh [4].

El algoritmo fue evaluado en diversos escenarios en los que es posible
determinar la solucion exacta de forma explicita, obteniéndose resulta-
dos numéricos precisos y consistentes con lo esperado. Estos casos de
validacién no se presentan en este trabajo, ya que no constituyen el
objetivo principal de este estudio. Cabe senalar que, en algunos de los
ejemplos considerados en este trabajo, también es posible obtener la
solucién exacta de manera explicita; sin embargo, en nuestro enfoque
nos centramos unicamente en la solucién numérica.

4.1 Laberintos simples

Para ilustrar el resultado de resolver el problema —, conside-
remos dos laberintos sencillos ubicados dentro del cuadrado unitario,
como se muestra en las figuras[6] (a) y (d). Obsérvese que se han etique-
tado de manera especifica las siguientes partes del dominio: la entrada
(T'p, ), lasalida (T'p,) y las paredes (T'y). Las flechas indican la entrada
y la salida del laberinto, es decir, la direccién del recorrido. El primer
caso corresponde a un rectangulo que muestra el ejemplo mas simple
de laberinto, mientras que el segundo caso presenta un laberinto que
no es otra cosa mas que un rectangulo deformado, por lo que podemos
aplicar las mismas ideas en ambos casos.

La figura [6) muestra la solucién de los dos laberintos (imdgenes (b)
y (e)) junto con el campo gradiente (imdgenes (c) y (f)). La figura [f]
(b) muestra claramente que la solucién del problema de Laplace es una
superficie continua que representa la temperatura en todo el dominio.
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Figura 6. En las figuras (a) y (d) se muestran laberintos sencillos donde se
ubican claramente las entradas (I'p, ), las salidas (I'p, ) y las paredes (I'w).
Las figuras (b) y (e) muestran la superficie de la solucién y la malla utilizada
para la discretizacién. Finalmente, en las figuras (c) y (f) se presenta la
solucién para los laberintos, representada mediante los vectores del campo
gradiente.

Esta superficie conecta la entrada (I'p,, que corresponde a la menor
temperatura) con la salida (I'p,, que corresponde a la mayor tempe-
ratura). Los valores en azul representan las magnitudes més pequenas,
mientras que los valores en rojo corresponden a las magnitudes mas
grandes. Esta solucién nos permite visualizar el camino a seguir para
resolver nuestro problema, utilizando la paleta de colores como guia.
Algo muy similar y consistente se observa en la figura [f] (e).

Por otro lado, las figuras[f] () y (f) muestran que los vectores de ma-
yor magnitud del campo gradiente indican la direcciéon de mayor cambio
en la temperatura, senalando de esta forma la salida del laberinto. Por
ultimo, en la misma figura con las imédgenes (b) y (e) se muestra la
malla triangular utilizada en cada caso, lo que permite visualizar la
discretizacion aplicada para obtener la solucién.

Como se puede observar, el método de elementos finitos es suficien-
temente robusto para obtener soluciones tanto en mallas gruesas (con
pocos elementos) como en mallas finas (con muchos elementos). No obs-
tante, con el fin de representar con mayor claridad el campo vectorial
asociado a las derivadas de la solucion, se opta por utilizar mallas finas
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en todos los casos, especialmente en los laberintos mas complejos que
se presentan a continuacién.

4.2 Laberintos complejos

A continuacién, se presentan soluciones para laberintos mas complejos,
demostrando que la estrategia es aplicable independientemente de su
geometria o tamano. El primer conjunto incluye soluciones para labe-
rintos con diversas configuraciones y formas, como los mostrados en la
figura [T} Cada laberinto posee caracteristicas distintivas: uno formado
exclusivamente por lineas rectas, otro por lineas curvas y un tercero
con una combinaciéon de ambos. El iltimo ejemplo analiza un laberinto
con una cantidad significativamente mayor de caminos en comparacién
con los casos previos, lo que permite evaluar el desempeno del méto-
do en estructuras mas complejas. Los resultados obtenidos confirman
que la estrategia de solucién es independiente del tamano del laberinto
y se mantiene eficaz incluso en configuraciones de mayor complejidad
como se muestra en la figura [7] En resumen, estos ejemplos tienen co-
mo propoésito destacar la flexibilidad del método y demostrar cémo la
estrategia de solucion se adapta eficazmente a cada caso.

Las figuras[fj(a), (d) y (g) muestran la entrada y la salida del laberin-
to. Aunque no se representan explicitamente en la imagen, se aplican
las mismas condiciones de frontera descritas en la subseccién anterior.
La malla utilizada en cada caso, junto con la superficie solucién, se pre-
senta en las figuras[7[(b), (e) y (h). Por otro lado, los vectores de mayor
magnitud del campo gradiente indican el camino a seguir para resolver
el laberinto. Esta visualizacion del gradiente confirma que la aproxima-
cién numérica captura adecuadamente el comportamiento esperado del
problema, como se puede observar en las figuras [7|(c), (f) y (i).

Finalmente, la figura |8 presenta la soluciéon de un laberinto de ma-
yor tamano, lo que permite evaluar la eficacia del método en estruc-
turas méas complejas. Es importante destacar que, al igual que en los
casos anteriores, la metodologia numérica implementada es capaz de
identificar con precision el camino de salida, incluso en escenarios que
representarian un desafio considerable para una persona sin asistencia
computacional. Estos resultados refuerzan la robustez y versatilidad del
enfoque propuesto, evidenciando su aplicabilidad a una amplia gama
de configuraciones y escalas.

A partir del andlisis de las graficas obtenidas, se observa que los
caminos sin salida mantienen una temperatura constante. Esto se debe
a las condiciones de frontera impuestas, que impiden la difusién del
calor en esas regiones. En contraste, el tnico trayecto que presenta
una variacion continua de temperatura es el que conecta directamente
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Figura 7. Solucién de los tres laberintos presentados en la figura

la entrada con la salida del laberinto, lo que evidencia que es el tinico
camino fisicamente relevante en términos del flujo de calor. Los caminos
laterales adoptan un valor constante, determinado por la temperatura
en el punto donde se unen al trayecto principal.

5. Conclusiones

En este trabajo se desarrollé e implementé una estrategia basada en la
solucién numérica de la ecuacién de Laplace para resolver laberintos con
diferentes caracteristicas geométricas, utilizando el método de elemen-
to finito. Los resultados obtenidos demuestran que el método numérico
fue implementado correctamente, resolviendo de manera efectiva los
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