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1. Introducciéon

El uso de inferencia en redes bayesianas en sistemas inteligentes que
trabajan bajo incertidumbre es ya una practica comun. Los sistemas
comerciales que hacen uso de ellos requieren trabajar con redes de cien-
tos de nodos. Para resolver problemas sobre ellas, en la practica, no
basta con aplicar manualmente el teorema de Bayes en su formulacion
para dos variables. En este escenario el uso de la estructura matematica
factores resulta una herramienta indispensable, que permite sistemati-
zar los calculos numéricos involucrados, facilitando la implementacion
de los algoritmos en programas para inferencia. En este articulo revi-
saremos la definicién y uso de esta estructura, ademas del analisis de
dependencias e independencias probabilisticas encontradas en redes ba-
yesianas, que permitiran reducir el nimero de operaciones requeridas.

La inferencia en redes de Bayes ha sido aplicada a un gran nimero
de campos. Por ejemplo, en computacién cognitiva, el proyecto BAM-
BI modelé los procesos cognitivos bajo incertidumbre con inferencia
probabilistica iniciando por la escala bioquimica, y luego con cascadas
de senales celulares que podrian realizar los computos probabilisticos
necesarios [4]. En gendémica, [2] estudiaron los efectos de las variacio-
nes genomicas entre genes humanos en la regulacion de la expresion de
los genes para diferentes tejidos utilizando las técnicas presentadas en
[5 O] para analizar la expresién de los genes en multiples tejidos con
un modelo bayesiano jerarquico. Asi mismo, los modelos bayesianos son
aplicados frecuentemente al tratamiento de senales obtenidas de senso-
res como en [3] o incluso para programar robots que aprenden de su
medio ambiente [§].
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El método para realizar inferencia exacta, que expondré a continua-
cién, surgié del curso en linea Probabilistic Graphical Models con Daph-
ne Koller de la Universidad de Stanford [6], quien a su vez tiene un libro
publicado en el tema [7]. [1] es también una referencia relevante.

2. El método

El método a exponer a continuaciéon permite:

Resolver y programar algoritmos de inferencia exacta en re-
des de Bayes con n nodos, donde n > 10, realizando optimi-
zaciones a las formulas manualmente.

Existen también algoritmos para realizar las optimizaciones de ma-
nera automaética, pero eso queda fuera del alcance de este articulo.

2.1 Prerrequisitos

Esta exposicién presupone familiaridad con los conceptos y habilidades
siguientes:

Sumas ) : Para trabajar dgilmente con estos temas es muy im-
portante trabajar con fluidez con sumas utilizando el simbolo >,
multiplicar y factorizar tomando en cuenta estos términos para
trabajar con las operaciones de marginalizaciéon y producto de
probabilidades, como se vera mas adelante. Para quienes han te-
nido poca experiencia con esta notacién, es comun caer en errores
al simplificar divisiones.

Antecedentes de probabilidad y estadistica: Asumimos fami-
liaridad con los problemas de estimacion de probabilidad mediante
muestreo simple, como los de bolsas de dulces utilizados para ilus-
trar la definiciéon de probabilidad y primeros métodos de célculo
aproximado por muestreo; asi como con los conceptos de even-
to, espacio de eventos, muestras, universo, tamano de un evento,
ilustracién con diagramas de Venn, variables aleatorias discretas,
distribucién de probabilidad, los axiomas de la probabilidad, pro-
babilidad condicional, independencia, independencia condicional
y teorema de Bayes.

Notacién: Es importante también hacer notar la relacién entre al-
gunas formas de notacién utilizadas a partir de la légica compu-
tacional, que son originalmente inconsistentes con las definiciones
y notacién utilizada en las definiciones formales de probabilidad,
pero que se hayan frecuentemente en textos de inteligencia artifi-
cial como [I0].
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Para formalizar su compatibilidad, establecemos que al escribir
P(=lluvia) nos referimos a la probabilidad de que la proposicién
=lluvia sea verdadera o, que la proposicion lluvia sea falsa; tam-
bién, que Lluvia es una variable aleatoria. Dado que las variables
aleatorias tienen como rango a los reales, formalmente definimos
un mapeo del espacio de los simbolos que tienen significado a los
reales, para que nuestro uso de la probabilidad esté bien justifi-
cado. Escribiremos los nombres de las variables aleatorias comen-
zando con mayuscula y sus valores posibles con mintsculas. En
este ejemplo en que la variable se corresponde con una proposi-
cion, se trata de una variable binaria y podemos establecer que
si llueve Lluvia = 1 y si no llueve Lluvia = 0, entonces la pro-
babilidad anterior se escribirfa formalmente como P(Lluvia = 0);
pero las otras notaciones son utilizadas por conveniencia. Se pue-
den tener variables aleatorias de mas valores, por ejemplo, di-
gamos que la variable aleatoria C'lima puede tomar los valores
{soleado, lluvioso, nublado}, en este caso estos valores podrian ser
mapeados a los reales: {soleado — 0, lluvioso — 1, nublado — 2};
para decir que la variable toma uno de estos valores podemos
abreviar P(Clima = soleado); si es evidente por el contexto que
trabajamos con la variable Clima podemos abreviar P(soleado) o
P(lluvioso), etc.

2.2 Factores

Definicién 2.1 (Factor). Sea D = {Xj,..., X;} un conjunto de va-
riables aleatorias, donde cada X; toma valores de un conjunto Dyx;; y
el conjunto de todas las combinaciones posibles de asignaciones a las
variables en D es Val(D). Definimos al factor ¢ como una funcién de
Val(D) a R. El conjunto de variables D es denominado el alcance del
factor y se denota Alcance[¢]. [7]

Se utilizaran factores para representar las distribuciones de probabili-
dad, distribuciones de probabilidad conjuntas y condicionales, en lugar
de las tablas de dos dimensiones que utilizan otros libros como [10]. El
objetivo de introducir a los factores sera el automatizar las operaciones
de marginalizacién, normalizaciéon y reducciéon de probabilidades, de
modo que serd posible programarlas en una clase de cualquier lenguaje
orientado a objetos, en lugar de desarrollarlas manualmente. En este
sentido, en ocasiones es 1til relacionar este concepto con el de tablas de
verdad que se utilizan en légica, pues también se asocia un valor a cada
posible combinacién de asignaciones a un conjunto de variables; en lo
que respecta a la estructura, se puede comparar a los factores tanto con
las tablas de verdad como con las matrices.
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La figura [1| muestra un primer ejemplo de factor y su uso para re-
presentar una distribucion de probabilidad discreta. A la izquierda se
muestra un factor que corresponde a la distribucion de probabilidad
condicional P(Lluvia|Estacion). Obsérvese cémo, para cada posible
asignacién al par (Estacion, Lluvia), el factor asigna la probabilidad
correspondiente a ese evento. Tratandose de una distribucion de pro-
babilidad condicional, aquellos renglones para los cuales las variables
evidencia tienen el mismo valor suman uno.

Nétese que la definicién formal de factor no establece algin orden
particular para las variables en su alcance o para los renglones que lo
constituyen, por lo que, desde el punto de vista tedrico es posible rea-
lizar permutaciones. Sin embargo, al momento de programarlos la im-
plementacion serd mas eficiente si se establece alguna convencion para
el orden. Esto permite no almacenar en memoria los valores correspon-
dientes a las variables en cada renglén, pues estos quedaran implicitos
por la convencién; solo serd necesario almacenar las variables en el al-
cance y los valores asociados. Digamos, por ejemplo, que se fija el orden
de las variables X; en el alcance al orden en el que fueron especificadas,
asociando un indice a esta posicion; que los valores posibles de cada
variable D, también se listan en un orden fijo con su indice correspon-
diente y que las posibles combinaciones de todas ellas Val(D) llevardn
el orden creciente de un reloj digital, se asocia otro indice a cada una
de estas combinaciones y se indican los valores ¢(xy,...,zx) que les
corresponden asignéandoles el indice correspondiente. En ese caso es po-
sible utilizar un polinomio de direccionamiento para obtener en tiempo
O(k)la posicién P(zy, ..., zx) en la que se encuentra el valor asociado.
El polinomio tiene la forma siguiente:

P(xy,...,1%) = i ( 1:[ |DXj|> pos(z;)

i=0 \j=i+1
= ((pos(xo)|Dx, | + pos(21))|Dx,| + ... )| Dx, | + pos(xy),
donde 1, ...,z son los valores que toman las variables y pos(x;) es

el indice asignado a ese valor dentro de la lista de valores posibles.
En este punto hacemos explicito que [Val((D))| = [[r, |Dx,|, lo cual
indica el ntimero total de renglones que tiene el factor. Considerando
que |Val((D))| > k el tiempo que toma determinar asi la posicién de
cada asignacién es aceptable.

Definicién 2.2 (Reduccién). De acuerdo con [7]:

Sea ¢(Y') un factor y U = w una asignacién para las variables
U C Y. Definimos la reduccion del factor ¢ al contexto U =

ISiendo k el nimero de variables en el alcance.
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Variables aleatorias:

Dgstacion = {Primavera, Verano, Otono, Invierno}

DLluvia = {07 1}

Factor
Estacion  Lluvia | P(Lluvia| E'stacion)
Primavera 0 0.75 Z 1
Primavera 1 0.25 o
Verano 0 0.30
Verano 1 0.70 > =1
Otono 0 0.70
Otoiio 1 0.30 2 =1
Invierno 0 0.8
Invierno 1 0.2 Z =1

Tabla bidimensional
P(Lluvia|Estacion)

Estacion Lluvia

0 1

Primavera [ 0.75 0.25 > =1
Verano [0.30 0.70 > =1
Otofio | 0.70 0.30 S. =1
Invierno | 0.8 02 > =1

Figura 1. Uso de un factor para representar la distribucién de probabilidad
condicional para las variables Estacién y Lluvia (izquierda), en contraste
con una tabla bidimensional (derecha). Se muestra al factor con las variables
de su alcance en las columnas de la izquierda, las combinaciones de su
valores posibles Dgstacisn X DLiuvia S€ enumeran explicitamente debajo;
los valores asociados a cada una de ellas se listan en la columna de la
derecha. Aunque en un inicio la tabla bidimensional es mas facil de leer,
el factor es inmediatamente generalizable a n dimensiones, mientras que la
tabla se volverad cada vez mas confusa.

u, denotado ¢[U = w] (y abreviado ¢[u]), como el factor
sobre el alcance Y’ =Y — U, tal que

olul(y’) = ¢(y', u).

ParaU ¢ Y, definimos que ¢[u] sea ¢p[U’ = u'], donde U" =
UNY yu =u(U’), donde u(U’) denota a las asignaciones
en u a las variables en U’.

En la figura [2| se utiliza la operacién de reduccion para seleccionar
solamente aquellos renglones que indican la probabilidad de lluvia dado
cuando es primavera. La complejidad de esta operacion es proporcional
al nimero de renglones que permanecen en el factor.
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Estacion  Lluvia | P(Lluvia, Estacién)
Primavera 0 0.1875
Primavera 1 0.0625

Verano 0 0.075

Verano 1 0.175
Otoiio 0 0.175 =
Otono 1 0.075

Invierno 0 0.2

Invierno 1 0.05

2. =1
Lluvia | P(Lluvia, Estacién = primavera)
0 0.1875
1 0.0625

S =0.25

Figura 2. Ejemplo de reduccién Estaciéon = Primavera. El factor resul-
tante solo conserva aquellos renglones donde la variable reducida tiene el
valor indicado, la variable reducida desaparece del alcance. Esta operacién
requeriria ademdas una normalizacién de los valores en el factor resultante
para ser equivalente a la operacién de reduccién en probabilidad.

Definicién 2.3 (Normalizacién). Dado un factor ¢ con n = [Val(D)|
renglones sea

@ :ZQ
i=1

con ¢; el valor asociado al renglén i, a es la suma de los valores de
todos los renglones. Entonces:

¢

normalizacion(¢) ==
a

donde el valor en cada renglén de ¢ ha sido dividido entre a.

Obsérvese en el ejemplo de la figura 3] que el alcance de ambos facto-
res (antes y después de la normalizacién) solo es la variable Lluvia, por
lo que solo tienen dos renglones. Sin embargo, cada factor corresponde a
distribuciones de probabilidad diferentes. El primero contiene dos reglo-
nes de la distribucién de probabilidad conjunta P(Lluvia, Estacion);
mientras que el otro, tras la normalizacion, contienen el de la condicio-
nal P(Lluvia|Estacién = primavera).

Definicién 2.4 (Marginalizacién). Segin [7]:

Sea X un conjunto de variables y Y ¢ X una variable. Sea
#(X,Y) un factor. Definimos la marginalizacion de Y del
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Lluvia | P(Lluvia, Estacién = primavera)
0 0.1875
1 0.0625

S = 0.25
Lluvia | P(Lluvia| Estacién = primavera)
0 0.75
1 0.25

Figura 3. Para normalizar los valores en un factor se suman los valores en

todos los renglones y se divide cada valor entre esa suma. Esta operacién
se define para facilitar el trabajo con distribuciones de probabilidad.

=

Estacion  Lluvia | P(Lluvia, Estaciéon)

Primavera 0 0.1875

Primavera 1 0.0625
Verano 0 0.075 Lluvia | P(Lluvia)
Verano 1 0.175 N 0 0.63750
Otono 0 0.175 1 0.36250
Otono 1 0.075 Yo=1
Invierno 0 0.2

Invierno 1 0.05

> =1

Figura 4. Ejemplo donde la variable E'stacion es marginalizada, que tam-
bién se corresponde con la operacién de marginalizacién en probabilidad.
Cada renglén en el factor resultado es la suma sobre todos los valores po-
sibles de E'stacion: Primavera, Verano, Otono e Invierno, manteniendo
a la variable Liuwvia con valor constante.

factor ¢, denotada ), ¢ como el factor ¢ sobre X tal que:
W(X) =) #(X,Y).
Y

Esto es, se suman aquellas entradas de la tabla donde los valores de

X coinciden, pero Y cambia. Como hay que recorrer todos los renglones

solicitandolos en este orden, se requieren O(k|Val(D)|) operaciones.
La figura [4| muestra el uso de la operacion de marginalizacién para
calcular la probabilidad P(Lluvia) a partir de la distribucién de pro-
babilidad conjunta P(Lluvia, Estacion).

Definicién 2.5 (Multiplicacién). Segun [7]:

Sean X, Y y Z tres conjuntos disjuntos de variables y
01 (X,Y) y ¢2(Y, Z) dos factores. Definimos el producto de
factores ¢ X ¢y como el factor ¢ : Val(X,Y, Z) — R como

sigue:
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Estacion  Lluvia | P(Lluvia|Estacion)
(1) Primavera 0 0.75
(2) Primavera 1 0.25
(3)  Verano 0 0.30
(4)  Verano 1 0.70 X
(5)  Otofio 0 0.70
(6)  Otofio 1 0.30
(7)  Invierno 0 0.80
(8)  Invierno 1 0.20
Estacion | P(Estacion)

(a) Primavera 0.25

(b)  Verano 0.25 B

(¢)  Otomio 0.25 N

(d) Invierno 0.25

=1

Estacion  Lluvia | P(Lluvia, Estaciéon)

Primavera 0 (1) X (a) = 0.1875

Primavera 1 (2) x (a) = 0.0625
Verano 0 (3) x (b)) = 0.075
Verano 1 (4) x (b) = 0.175
Otono 0 (5) x (¢)= 0.175
Otono 1 (6) x (¢)= 0.075
Invierno 0 (7) x (d)= 0.2
Invierno 1 (8) x (d) = 0.05

=1

Figura 5. Este ejemplo muestra el célculo de P(Lluvia, Estacion) des-
pejando de la definicidn de probabilidad condicional, de modo que:
P(Lluvia, Estacién) = P(Lluvia|Estacién)P(Estacién). La multiplica-
cién de P(Lluvia|Estacion) por P(Estacién) se realiza utilizando factores.
Obsérvese el uso de las variables comunes a ambos factores y sus valores
para determinar qué renglén se multiplica con cudl.

VXY, Z)=p(X,Y) (Y, Z)

Es decir, para multiplicar dos factores ¢; y ¢9 se multiplican aquellos
renglones donde los valores de las variables en comin Y coinciden. Si
la solucién se construye recorriendo los renglones de v, solicitando los
renglones correspondientes en ¢; y ¢o para calcularlos, la complejidad
de la multiplicacién es O(kykg, ky,|Val(Dy)|) = O(|Val(Dy)l?). La
figura || ilustra el funcionamiento de esta operacion.
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2.3 Distribuciones de probabilidad

De entre las distribuciones de probabilidad, se enfatiza la importancia
de la tabla de distribucion de probabilidad conjunta completa, donde
aparecen todas las variables del sistema y a partir de la cual se puede
realizar cualquier consulta (P(X,Y, Z), P(X|Y, Z), P(Y), etc). Destaca
también el problema de la complejidad en tiempo y espacio si se quiere
generar esta tabla para sistemas con muchas variables, pues el niimero
de renglones que tiene este factor es el producto del niimero de valores
posibles para cada variable en el sistema. Aun si el sistema utiliza solo
variables binarias, el crecimiento de la tabla es exponencial como fun-
cién del nimero de variables, pues el nimero de renglones es n = 2¢
donde d es el nimero de variables.

Como se vio en los ejemplos del apartado anterior, las operaciones de
marginalizacién, reduccién, normalizacién y multiplicacién en probabi-
lidad se pueden implementar directamente con factores. Los factores
pueden representar distribuciones de probabilidad con cualquier niime-
ro de variables. Sin embargo, es importante recalcar que se puede operar
del mismo modo con factores aunque no correspondan a distribuciones
de probabilidad. En particular aparece la relacién:

Reduccion en probabilidad = Reduccién en factores + Normalizacion

Utilizando esta férmula es posible simplificar algunas operaciones al
realizar inferencia, al posponer la normalizaciéon de factores reducidos.
En medio de este proceso los factores podrian no estar representando
una distribucién de probabilidad, sino solo términos intermedios en el
calculo.

La regla de la cadena:

P(X1,..., X)) = P(X1|Xa, ..., X2)P(X2| X5, ..., X,) ... P(X,) (1)

serd el punto de partida para el trabajo que vendra a continuacién con
Bayes. Esta regla viabiliza el modelado de fenémenos mediante varia-
bles aleatorias y distribuciones de probabilidad, pues frecuentemente es
mas natural obtener estimaciones experimentales para las distribucio-
nes de probabilidad condicional que para las conjuntas. En los ejemplos
que se mostraron se puede ver que es mas facil modelar y obtener es-
tadisticas para aproximar la probabilidad de lluvia dependiendo de la
estacion, que haber obtenido la distribucién conjunta desde un inicio.
Sin embargo, habiendo construido la conjunta es posible, mediante las
operaciones ya definidas, recuperar cualquier otra conjunta o condi-
cional; pues si se requiere la probabilidad conjunta de un subconjunto
de variables basta con marginalizar de la conjunta completa aquellas
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Comida contaminada

Figura 6. Construccién de una red de Bayes siguiendo relaciones de cau-
salidad. El Frio puede provocar un Resfriado; Comida contaminada,
Tifoidea. Sintomas tipicos de un Resfriado son Tos y Fiebre; sintomas
tipicos de la Tifoidea son Fiebre y un Aroma picante en el enfermo. En
un universo restringido a estas dos enfermedades, un paciente con Fiebre
podria tener cualquiera de las dos, con distintas probabilidades.

variables que no son de interés:
P(Xy,....Xn)= > P(X1,.... X0, Z\,..., Z)
Z1 s Zom
y para obtener una condicional se puede utilizar la definicion:

P(X1, .., X Z1,y o D) )
P(Zy,..., Zn)

P(Xi, .., Xol 20y Zn) =

2.4 Graficas bayesianas e independencia condicional

La técnica para modelar el comportamiento de sistemas utilizando re-
des de Bayes comienza por disenar un grafo dirigido aciclico con las
variables del sistema, escribiendo a los nodos que representan a varia-
bles causa en la parte de arriba y a sus consecuencias hacia abajo, de
modo que la grdfica refleje las relaciones de dependencia e independen-
cia entre las variables de un dominio dado [figura [6].

Sobre esta grafica se estudian los conceptos de camino entre dos no-
dos (como si la grafica no estuviera dirigida) y ruta activa e inactiva
(tomando en cuenta la direccién de las aristas y el flujo de informa-
cién probabilistica entre las variables), dependiendo de las variables
que han sido o no observadas. Se dice que una variable ha sido obser-
vada si estamos estudiando una probabilidad condicional. Las variables
con respecto a las cuales se condiciona la consulta se dice que son va-
riables evidencia y han sido observadas. Por ejemplo en P(A, B|Z, W)
decimos que Z y W fueron observadas. Cuando no existe una ruta
activa entre dos variables A y B afirmamos que son probabilistica-
mente independientes (P(A, B) = P(A)P(B)); cuando la ausencia de
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(b)

()
@ (D) =
<> « <>

)
El valor de la variable Z no ha sido observado.

@ El valor de la variable Z ha sido observado.
<—>

Hay flujo de informacion entre las variables.

<> x > Elflyjo se corta.

Figura 7. Reglas que indican cuando fluye informacién probabilistica entre
dos nodos A y B separados por un tercero Z, es decir cudndo esos nodos
son probabilisticamente dependientes. (a) La informacién fluye entre ascen-
dientes y descendientes siempre que no haya sido observado algtin nodo en
medio del camino. (b) La informacién también fluye entre nodos hermanos,
mientras el padre comin no haya sido observado. (c) En el (ltimo caso,
donde dos nodos son padres de un mismo nodo, el flujo se activa cuando el
hijo comin o algin descendiente suyo es observado; es costumbre referirse
a la figura que forman los nodos A — Z — B como estructura-v.

esta ruta se debe a que un conjunto de variables Z fueron observa-
das, decimos que A y B son condicionalmente independientes dadas Z
(P(A, B|Z) = P(A|Z)P(B|Z)) [figura[d.

A partir de aqui se determinara cuando, de acuerdo con la gréfica, es
posible afirmar que dos variables son independientes, condicionalmente
independientes o independientes. Conceptos como el Manto de Markov,
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Ancestros

Otros nodos Otros nodos

J, | J

| | |
|

Descendientes

Figura 8. Formacién del manto de Markov. Al observar a las variables en
los nodos padre P; de un nodo X se corta el flujo hacia otros ancestros.
Igualmente, al observar a los hijos H; se corta el flujo hacia otros descen-
dientes. Sin embargo, al haber observado a los hijos se activa el flujo hacia
los padres W; de los hijos, pues se han creado estructuras-v, por ello estos
también forman parte del manto. Al observar a estos lltimos se impide el
flujo hacia cualquier otra parte de la grafica de Bayes.

Figura 9. Cuando no existen rutas activas entre dos variables de una
red de Bayes se dice que estdn D-separadas. En este ejemplo A y B
estdn D-separadas, dado que Z fue observada; por ello es posible escri-
bir P(A, B|Z) = P(A|Z)P(B|Z), siendo este un ejemplo de independencia
condicional.

que es el conjunto minimo de nodos alrededor de una variable X que se
requiere observar para determinar la probabilidad de que X tome un
valor concreto z;, independientemente del resto de la gréfica [figura
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y la D-separacién, cuando dos variables en la gréafica son independien-
tes entre si, emergeran de este estudio [figura @ﬂ Los ejemplos que se
presentan a continuacion incluyen el uso de este calculo de flujos.

2.5 Inferencia exacta en redes de Bayes

Para apreciar las ventajas de la metodologia que se ha venido cons-
truyendo y se desarrolla en esta seccion es 1util introducir un ejercicio
con aproximadamente 12 nodos. Para ilustrar mejor las aplicaciones se
podria plantear una red que represente alguna situacién real, se podria
elegir algin ejemplo de entre: problemas policiacos, fiestas con amigos,
diagnostico de enfermedades, etc. Sin embargo aqui solo se presentaran
las reglas en su forma abstracta y se ilustraran algunos conceptos uti-
lizando los grafos de las figuras [6] y [10} El objetivo serd explicar cémo
se realizan consultas a bases de conocimiento con varias variables alea-
torias, relacionadas mediante una grafica de Bayes.

2.5.1. Consultas

Una consulta a una red de Bayes tendra la forma del calculo de una pro-
babilidad. Para abreviar cuando se desea realizar consultas para todos
los posibles valores de una variable se acostumbra utilizar el nombre de
la variable con maytscula, mientras que si solo se quiere un valor en
particular este se especifica. Por ejemplo:

e ;Cuadl es la probabilidad de que un paciente tenga tifoidea dado
que presenta fiebre y despide un aroma picante? P(T'ifoidea =
1|Fiebre = 1, Aroma = 1)

e ;Cual es la probabilidad de que un paciente tenga fiebre? P(Fiebre
= 1)

e ;Cudl es la probabilidad de que un paciente no tenga fiebre?
P(Fiebre = 0)

e ;Cuadl es la probabilidad de que un paciente tenga/no tenga fiebre?
P(Fiebre)

e ;Cual es la probabilidad de que un paciente tenga tos y fiebre?
P(Tos =1, Fiebre = 1)

e ;Cual es la probabilidad de que un paciente tenga tos junto con
cada valor posible de fiebre? P(Tos = 1, Fiiebre)

e ;Cudl es la probabilidad de que un paciente tenga/no tenga tos
junto con cada valor posible de fiebre? P(Tos, Fiebre)

e ;Cudl es la probabilidad de que un paciente tenga/no tenga tos si
se observa si tiene o no fiebre? P(Tos|Fiebre)
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@ Nodo sombreado, la variable X aparece en la consulta.

@ Variable subrayada, el valor de la variable X ha sido observado.

Figura 10. Ejemplo de una red bayesiana con mas de 10 nodos. Para el
ejemplo se quiere calcular una distribuciéon de probabilidad que incluye a
A, By la variable evidencia Z.

2.5.2. Calculo

El proceso para calcular la consulta consta de los pasos siguientes. Para
ejemplificar cada paso se utilizard la red en figura [I0] Se hace notar
que el ejemplo de este documento es uno de los mas complejos que se
presentarian en un curso a nivel licenciatura.

1. Identificar a las variables que aparecen en la consulta ;nos interesa
solo un valor en particular?;o queremos la tabla para los eventos
con todos sus valores posibles?

Ej. Obtener P(A, B|Z = 2), en este caso queremos las respues-
tas para todos los valores posibles de A y B, condicionados a un
tinico valor de Z. En la figura[1(] los nodos participantes han sido
resaltados.

2. Al estudiar este tema por primera vez, si la distribucién a calcu-
lar es condicional, es conveniente comenzar por identificar a las
probabilidades conjuntas requeridas segun (2)).
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Se podra trabajar con las distribuciones en el numerador y el
denominador de forma independiente, por lo que en los pasos si-
guientes se asumira que se quiere calcular una distribucién de pro-
babilidad conjunta, lo cual implica también que ya no hay nodos
observados.

En el ejemplo:

P(A,B,Z =2) 5

P(Z =2) )
3. Determinar si hay rutas activas entre las variables participantes:

los nodos que aparezcan a lo largo de estas rutas tendran que ser

incluidos en el calculo. Si no hay rutas activas, es posible asumir

independencia entre las variables disconexas y realizar factoriza-
ciones de la forma:

P(Xi, .. X Yi, . Y) = P(Xy, ..., X)) P(Y1,....Ys)

donde las variables X7, ..., X, se encuentran conectadas entre si
por rutas activas y las Y7, ..., Y,, pertenecen a otro grupo, desco-
nectado del anterior.
En el ejemplo las variables Ng y Ng deberan ser agregadas al
cdleulo [figura [11).
4. Identificar a los ancestros de las variables participantes.
En el ejemplo los ancestros de A, B y Z sobre rutas activas son
agregados. [figura[19).
5. Se debera marginalizar a aquellas variables que no aparecian expli-
citamente en la pregunta.

P(Xy, .. Xp, Wi, W) =) P(Xy, o X, WA, W)
W;

P(A,B|Z =2) =

donde las W; representan a variables que no estaban en la pregunta
original y se marginalizaran realizando una suma sobre todos los
posibles valores de esas variables.

Utilizar la regla de la cadena para factorizar las distribuciones
conjuntas a calcular. Se deberan incluir a todos los nodos identi-
ficados en los pasos anteriores. Al elegir en qué orden acomodar
a los nodos en la regla de la cadena, tener cuidado de poner a
los nodos en la parte de abajo de la grafica condicionados a sus
ancestros y no a los ancestros condicionados a sus descendientes.

P(X1,..., X0, W, ..., W,) =
D P(Xi|Xa, .. Wo)P(Xo| X5, ... W) . P(W,)
Wi

En el ejemplo se marginaliza a los nodos N; que fueron agrega-
dos:
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Nodo sombreado, la variable X aparece en la consulta.

Nodo sombreado con borde segmentado, forma
parte de una o mas rutas activas.

<«—>  Hay flujo de informacién entre las variables.

Figura 11. Hay una ruta activa entre A y B, pasando por Ns y otra entre
Z y B pasando por el mismo nodo. También hay otra ruta entre Ay Z
pasando por Ng. Por lo anterior, todos los nodos sombreados deben ser
incluidos en el célculo.
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@ Nodo sombreado, la variable X aparece en la consulta.

\
i

Nodo sombreado con borde segmentado, forma parte de una o mas rutas activas.

N
-

/

X Nodo sombreado con borde punteado, es ancestro sobre flujo activo.
Figura 12. Se afade a los ancestros de A, B, Z y otros nodos agregados
en el paso anterior.

P(A,B,Z =2
P4 Bz =2)= TABZ=2)
P(Z =2)
P(A,B,Z=2)= >  P(A,B,Z=2N;, Ny, N5, Ny, Ns, Ns) (4)
N1,Ng,N3,
N4,Ng,Ng
= Y P(B|A Z=2,N;, Ny, N5, Ny, Ng, Ny)
N1,N3,N3,
N4,Ng,Ng

P(Ng|A, Z =2, Ny, Ny, N3, Ny, Ng)
P(A|Z =2, Ny, Ny, N3, Ny, Ng)
P(Z = 2| Ny, Na, N3, Ny, Ng)

Ne| N1, Na, N3, Ny)
Ni|Na, N3, Ny)

N3 N3, Ny)

N3|Ny)

1)

T

P

e,

(
(
(
(
(
(
(
(

i)
=
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6. Utilizar la red de Bayes para eliminar de las condiciones a los nodos
con los cuales hay una relaciéon de independencia condicional. Es
decir, este es el paso donde se utiliza que basta con que los nodos
participantes aparezcan condicionados a los valores de sus nodos
padres, pues el flujo hacia sus demas ancestros ha sido cortado,
llegando a lo que se conoce como la regla de la cadena para redes
de Bayes:

P(Xi,...,X,) = [[ P(Xi|padres(X;))

X;

En el ejemplo, como cada variable ha quedado condicionada a
sus ancestros podemos aplicar la formula de independencia condi-
cional

P(X,Wh,....WalZ1,...,Z,) =
P(X|Zy,..., Z)P(Wy, ..., Wl Zy,...,Z)

Junto con una aplicacion de la regla de la cadena

P(X, Wi, ..., WlZy,...,Z,) =
P(X|Zy, .. Zos W, W) PWL, . Wl Z4, .., Z)

despejando P(Wy, ..., W,|Z1,. .., Z,) de ambas ecuaciones obte-
nemos:

P(X|Zy, ..., Zy, Wy, ..., W) = P(X|Zy,...,7Z,)
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donde los Z; representan a los padres y los W, a cualquier otro
ancestro. Con ello, el desarrollo anterior se simplifica a:
P(A,B,Z =2)

P(Z =2)
P(A,B,Z=2)= > P(A B,Z=2 Ny, Ny, N3, Ny, Ng, Ny)

N1,N3,N3,
Na,Ng,Ng

= ) P(B|Ny) (5)
N1,N3,N3,
N4,Ng,Nsg

P(A,B|Z =2) =

Una vez comprendido este paso, es mas rapido pasar directa-

mente de a .
. Factorizar sumas y multiplicaciones tratando de reducir lo més
posible el nimero de operaciones a realizar. Inicialmente basta con
hacer este trabajo a mano, posteriormente se podran introducir
algoritmos de teoria de graficas para realizar este paso de forma
automatica pero, como se menciond, ese procedimiento estéd fuera
del alcance de este articulo.

Este paso es crucial para que problemas que serian intratables
de ser resueltos por fuerza bruta, puedan ser calculados en un
tiempo razonable. El motivo es que cada vez que se realiza una
marginalizacién el nimero de términos a considerar es menor. En
la estructura factores se nota pues que el nimero de renglones en
el factor resultante es el nimero de renglones del factor original
entre el nimero de valores posibles para la variable marginaliza-
da. El libro de [10] muestra cémo resolver ejemplos realizando las
sustituciones numéricas sobre estas formulas, aqui veremos como
sustituir por operaciones entre factores. Numéricamente se reali-
zan exactamente las mismas operaciones, pero este método es mas
sistematico.

En el ejemplo se procede a factorizar tantos términos como sea
viable de las sumas sobre valores posibles de las variables:
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Formalmente:

P(A,B,Z =2) (Z P(N;) (Z P(N,) (Z P(N3) (Z P(Ny)

(6)

(Z P(Ng|Na, N3)P(A|Ny, Ng)P(Z = 2|Ny, Ng)

Ng

)

Dado que tantos paréntesis dificultan el trabajo, se suele sim-
plificar la notacion asumiendo que cada simbolo de suma afecta a
todas las sumas a su derecha, de acuerdo a la convencion que da
prioridad a la multiplicacion sobre la suma, a menos que se agre-
guen paréntesis para modificar esta precedencia. La misma ecua-
cion entonces se escribe:

P(A,B,Z =2) = ZP(Nl) Z P(N;)> P(N3)Y P(Ny)  (7)
Z P(Ng| Ny, Ng) (A|Ny, Ng)P(Z = 2| Ny, Ng)
ZP B|Ng)P(Ng|A, Z = 2)

Repitiendo los mismos pasos también se podria calcular P(Z =

P(Z=2)= Y P(Z=2Ns Ny N, Ny)

:ZP(Nz)ZP(N3)ZP(N4)

ZP(Z = 2|Ng, N4) P(Ng| N2, Ny) (8)

para luego dividir P(A,B,Z = 2) entre P(Z = 2). Pero con el
uso de factores existe otra alternativa, como se verd en el paso
stguiente.

8. Utilizar a los factores para resolver las multiplicaciones, margina-
lizaciones y reducciones que indiquen las formulas obtenidas en
el paso anterior de acuerdo a la regla siguiente: Cada vez que se
elige un valor concreto de una variable, se aplica una reduccion;
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cada producto se convierte en una multiplicacion de factores; cada

suma, en una marginalizaciéon de la variable correspondiente.

En el ejemplo, al haber elegido Z = 2 indicamos una reduccion.
A cualquier factor que contenga la variable Z se le aplicard la
reduccion sobre esta variable para este valor. Por ejemplo, el factor
que representa a P(Z = 2|Ng, Ny) quedard solo con los renglones
donde Z = 2.

Tras haber realizado todas las operaciones indicadas por la ecua-
cion (@, se obtendrd un factor con la distribucion de probabilidad
P(A,B,Z = 2), es decir, tendrd tantos renglones como combina-
ciones de valores posibles haya para A, B, todas cuando Z = 2.
Para convertir estos valores en una distribucion de probabilidad
condicionada a Z = 2, se necesitaria que la suma de estas proba-
bilidades fuera uno. El nimero entre el cual es necesario dividir
es P(Z = 2), como especifica ().

Cluriosamente, podemos observar que sumar todos los renglones
del factor P(A,B,Z = 2) es lo mismo que marginalizar a A y
B de la distribucion conjunta, esto es: ZAB P(A,B,Z = 2) =
P(Z = 2). De este modo, calcular P(Z = 2) no requirié ya mucho
esfuerzo adicional al trabajo ya realizado. Por ello es que, para
obtener P(A, B|Z = 2) basta con normalizar P(A, B, Z = 2) y ya
no es necesario ejecutar las operaciones indicadas en (@)

Obsérvese que, si se hubiera pedido calcular P(A = 1,B =
0|Z = 2) y se hubieran hecho las reducciones correspondientes,
no se contaria con el factor con todos los valores posibles de A y
B y por ende si seria necesario calcular P(Z = 2) aparte.

Por ello hay dos estrategias para calcular: P(X; = xq,..., X, =
TolZh =21, Dy = Zm):

(a) Aplicar las reducciones correspondientes solo a variables evi-
dencia, obteniéndose el factor con la distribuciéon de probabi-
lidad conjunta P(Xy,..., X, Z1 = z1,..., Zym = Zn), NOrma-
lizar y seleccionar al final el renglén de interés.

(b) Aplicar todas las reducciones y calcular tanto el numerador
como el denominador de la formula para la probabilidad con-
dicional.

Cudl estrategia es mas recomendable depende del ntimero de
variables en X y del nimero de valores en su dominio: si este
nimero es alto, el nimero de renglones con combinaciones posibles
crece y podria ser mas recomendable solo realizar las operaciones
con los renglones de interés. Por el contrario, si estos niimeros son
pequenos, es mas sencillo obtener un solo factor y normalizarlo.

La estrategia utilizada en [10] corresponde a la primer opcién: se
calculan las probabilidades P(X7,...,X,) para luego normalizar



88 V. ARRIOLA

Figura 13. P(tifoidealtos,aroma picante). Los nodos sombreados apa-
recen en la consulta, el de borde segmentado serd introducido en el célculo
y luego, marginalizado, los nodos con fondo blanco no son requeridos. Las
flechas con dos puntas indican los flujos activos.

dividiendo entre una constante «, que es la suma de todas ellas;
ahora se puede ver que esta corresponde en realidad a la probabi-
lidad de la evidencia P(z, ..., z,) calculada indirectamente.

Una vez asimilado este mecanismo es posible esbozar una demostra-
cion de porqué es posible ignorar a las variables que no quedaron sobre
los flujos activos, a partir de la distribuciéon de probabilidad conjunta
completa y la factorizacion de sus términos. Para ello basta analizar
qué sucede con los términos que involucran a las hojas del grafo, que
no estaban sobre flujos activos: factorizandolos correctamente se obtie-
ne una suma sobre todos sus valores posibles para valores fijos de la
evidencia, en caso de que la haya; luego entonces estos elementos se
convierten en unos que multiplican al resto de la férmula y pueden ser
eliminados.

2.5.3. Ejemplo

Utilizando el diagrama de la figura [6] veamos cémo aplican los pasos
anteriores para calcular la probabilidad de que alguien tenga tifoidea
dado que tiene tos y aroma picante.

1. Para comenzar, esta consulta se expresa:
P(tifoidealtos, aroma picante)

Los nodos participantes se muestran en la figura |13
2. Formalmente, la distribuciéon de probabilidad condicional queda
como:

P(tifoidea,tos, aroma picante)

P(tifoidealtos, aroma picante) = Pltos, aroma picantc)

sin embargo el paso siguiente tiene mas informacion qué aportar.
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3. Al determinar los grupos de nodos con flujos activos es posible
notar lo siguiente:

e Siendo Aroma picante descendiente directo de T foidea, siem-
pre fluye informacion entre ellos. Siendo Comida contaminada
ancestro de T'i foidea, también continta el flujo en esa direc-
cion. Intuitivamente esto coincide con el hecho de que, si la
persona produce el aroma picante caracteristico de la tifoidea,
es probable que tenga esta enfermedad porque ingirié comida
contaminada.

e Entre Tos y las demas variables de interés no hay un flujo
activo. De Tos hacia sus ancestros Resfriadoy Frio si lo hay,
pero hacia Fiebre aparece una estructura-v, por lo que ya no
hay paso. Lo que esto nos indica es que la tos en el paciente
no estd relacionada con que tenga T foidea, por lo que no nos
brinda informacién al respecto. En todo caso, podria ser que el
desafortunado paciente tenga un resfriado y tifoidea; calcular
esa probabilidad podria ser otro ejercicio.

e Gracias a las dependencias e independencias identificadas es
posible simplificar la formula de paso anterior:

P(tifoidealtos, aroma picante) = P(tifoidea|aroma picante)

P(aroma picante, tifoidea)

P(aroma picante)

4. El nodo Comida contaminada seréd incluido en el calculo por ser
padre de T foidea.

5. (Directo al siguiente paso)

6. La distribucion de probabilidad conjunta se calcula entonces:

P(aroma picante, tifoidea) = Z (P(Comida contaminada)

Comida
contaminada

P(tifoidea|Comida contaminada)
P(aroma picantelti foidea))
7. Factorizando las sumas:
P(aroma picantetifoidea) = P(aroma picante|tifoidea)

Z (P(ti foidea|Comida contaminada)

Comida
contaminada

P(Comida contaminada))

8. Requerimos las definiciones de los factores con:
e P(Aroma_picante|T'i foidea),
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e P(Tifoidea|Comida contaminada) y

e P(Comida contaminada)
Para obtener el resultado final tomaremos el atajo de calcular los
resultados para todos los valores de Tifoidea, la alternativa es
obtener ahora la férmula para P(aroma picante) repitiendo los
pasos anteriores. Suponiendo que contamos con un programa que
implementa las operaciones de factores, el cédigo para resolver este
ejercicio podria verse como el algoritmo [I}

Algoritmo 1 P(tifoidealtos,aroma picante)

> Consideramos todos los valores posibles para Tifoidea
f «+ murTIPLICA (pTifoidea_Comidacontaminada, pComidacontami-
nada)
f < MARGINALIZA(f, Comidacontaminada)
> f contiene ahora P(T'ifoidea)
> La variable Aromapicante vale 1
pAromapicante_Tifoidea <— REDUCE(pAromapicante_Tifoidea, Aro-
mapicante, 1)
f < MULTIPLICA (pAromapicante_Tifoidea, f)
resultado <~ NORMALIZA (resultado)
> Resultado contiene ahora P(T% foidea|aroma picante)

3. Conclusiones

El uso de factores permite realizar inferencia exacta en redes bayesia-
nas con un alto niimero de nodos al permitir la sistematizacién de las
operaciones de marginalizacion, reduccion, normalizacion y producto
de distribuciones de probabilidad. Existe un método claro para reali-
zar inferencias exactas que se puede aplicar para calcular el valor de
consultas a la red de Bayes, evitando cometer errores al determinar
qué factores incluir en el calculo. Igualmente la determinacién de flujos
activos sobre la grafica evita considerar variables que no contribuyen
al resultado final, reduciendo el niimero de operaciones requeridas para
obtener el resultado numeérico.
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