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1. Introducción

El uso de inferencia en redes bayesianas en sistemas inteligentes que
trabajan bajo incertidumbre es ya una práctica común. Los sistemas
comerciales que hacen uso de ellos requieren trabajar con redes de cien-
tos de nodos. Para resolver problemas sobre ellas, en la práctica, no
basta con aplicar manualmente el teorema de Bayes en su formulación
para dos variables. En este escenario el uso de la estructura matemática
factores resulta una herramienta indispensable, que permite sistemati-
zar los cálculos numéricos involucrados, facilitando la implementación
de los algoritmos en programas para inferencia. En este art́ıculo revi-
saremos la definición y uso de esta estructura, además del análisis de
dependencias e independencias probabiĺısticas encontradas en redes ba-
yesianas, que permitirán reducir el número de operaciones requeridas.

La inferencia en redes de Bayes ha sido aplicada a un gran número
de campos. Por ejemplo, en computación cognitiva, el proyecto BAM-
BI modeló los procesos cognitivos bajo incertidumbre con inferencia
probabiĺıstica iniciando por la escala bioqúımica, y luego con cascadas
de señales celulares que podŕıan realizar los cómputos probabiĺısticos
necesarios [4]. En genómica, [2] estudiaron los efectos de las variacio-
nes genómicas entre genes humanos en la regulación de la expresión de
los genes para diferentes tejidos utilizando las técnicas presentadas en
[5, 9] para analizar la expresión de los genes en múltiples tejidos con
un modelo bayesiano jerárquico. Aśı mismo, los modelos bayesianos son
aplicados frecuentemente al tratamiento de señales obtenidas de senso-
res como en [3] o incluso para programar robots que aprenden de su
medio ambiente [8].
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El método para realizar inferencia exacta, que expondré a continua-
ción, surgió del curso en ĺınea Probabilistic Graphical Models con Daph-
ne Koller de la Universidad de Stanford [6], quien a su vez tiene un libro
publicado en el tema [7]. [1] es también una referencia relevante.

2. El método

El método a exponer a continuación permite:

Resolver y programar algoritmos de inferencia exacta en re-
des de Bayes con n nodos, donde n≫ 10, realizando optimi-
zaciones a las fórmulas manualmente.

Existen también algoritmos para realizar las optimizaciones de ma-
nera automática, pero eso queda fuera del alcance de este art́ıculo.

2.1 Prerrequisitos

Esta exposición presupone familiaridad con los conceptos y habilidades
siguientes:

Sumas
∑

: Para trabajar ágilmente con estos temas es muy im-
portante trabajar con fluidez con sumas utilizando el śımbolo

∑
,

multiplicar y factorizar tomando en cuenta estos términos para
trabajar con las operaciones de marginalización y producto de
probabilidades, como se verá más adelante. Para quienes han te-
nido poca experiencia con esta notación, es común caer en errores
al simplificar divisiones.

Antecedentes de probabilidad y estad́ıstica: Asumimos fami-
liaridad con los problemas de estimación de probabilidad mediante
muestreo simple, como los de bolsas de dulces utilizados para ilus-
trar la definición de probabilidad y primeros métodos de cálculo
aproximado por muestreo; aśı como con los conceptos de even-
to, espacio de eventos, muestras, universo, tamaño de un evento,
ilustración con diagramas de Venn, variables aleatorias discretas,
distribución de probabilidad, los axiomas de la probabilidad, pro-
babilidad condicional, independencia, independencia condicional
y teorema de Bayes.

Notación: Es importante también hacer notar la relación entre al-
gunas formas de notación utilizadas a partir de la lógica compu-
tacional, que son originalmente inconsistentes con las definiciones
y notación utilizada en las definiciones formales de probabilidad,
pero que se hayan frecuentemente en textos de inteligencia artifi-
cial como [10].
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Para formalizar su compatibilidad, establecemos que al escribir
P (¬lluvia) nos referimos a la probabilidad de que la proposición
¬lluvia sea verdadera o, que la proposición lluvia sea falsa; tam-
bién, que Lluvia es una variable aleatoria. Dado que las variables
aleatorias tienen como rango a los reales, formalmente definimos
un mapeo del espacio de los śımbolos que tienen significado a los
reales, para que nuestro uso de la probabilidad esté bien justifi-
cado. Escribiremos los nombres de las variables aleatorias comen-
zando con mayúscula y sus valores posibles con minúsculas. En
este ejemplo en que la variable se corresponde con una proposi-
ción, se trata de una variable binaria y podemos establecer que
si llueve Lluvia = 1 y si no llueve Lluvia = 0, entonces la pro-
babilidad anterior se escribiŕıa formalmente como P (Lluvia = 0);
pero las otras notaciones son utilizadas por conveniencia. Se pue-
den tener variables aleatorias de más valores, por ejemplo, di-
gamos que la variable aleatoria Clima puede tomar los valores
{soleado, lluvioso, nublado}, en este caso estos valores podŕıan ser
mapeados a los reales: {soleado→ 0, lluvioso→ 1, nublado→ 2};
para decir que la variable toma uno de estos valores podemos
abreviar P (Clima = soleado); si es evidente por el contexto que
trabajamos con la variable Clima podemos abreviar P (soleado) o
P (lluvioso), etc.

2.2 Factores

Definición 2.1 (Factor). Sea D = {X1, . . . , Xk} un conjunto de va-
riables aleatorias, donde cada Xi toma valores de un conjunto DXi

; y
el conjunto de todas las combinaciones posibles de asignaciones a las
variables en D es V al(D). Definimos al factor ϕ como una función de
V al(D) a R. El conjunto de variables D es denominado el alcance del
factor y se denota Alcance[ϕ]. [7]

Se utilizarán factores para representar las distribuciones de probabili-
dad, distribuciones de probabilidad conjuntas y condicionales, en lugar
de las tablas de dos dimensiones que utilizan otros libros como [10]. El
objetivo de introducir a los factores será el automatizar las operaciones
de marginalización, normalización y reducción de probabilidades, de
modo que será posible programarlas en una clase de cualquier lenguaje
orientado a objetos, en lugar de desarrollarlas manualmente. En este
sentido, en ocasiones es útil relacionar este concepto con el de tablas de
verdad que se utilizan en lógica, pues también se asocia un valor a cada
posible combinación de asignaciones a un conjunto de variables; en lo
que respecta a la estructura, se puede comparar a los factores tanto con
las tablas de verdad como con las matrices.
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La figura 1 muestra un primer ejemplo de factor y su uso para re-
presentar una distribución de probabilidad discreta. A la izquierda se
muestra un factor que corresponde a la distribución de probabilidad
condicional P (Lluvia|Estación). Obsérvese cómo, para cada posible
asignación al par (Estación, Lluvia), el factor asigna la probabilidad
correspondiente a ese evento. Tratándose de una distribución de pro-
babilidad condicional, aquellos renglones para los cuales las variables
evidencia tienen el mismo valor suman uno.

Nótese que la definición formal de factor no establece algún orden
particular para las variables en su alcance o para los renglones que lo
constituyen, por lo que, desde el punto de vista teórico es posible rea-
lizar permutaciones. Sin embargo, al momento de programarlos la im-
plementación será más eficiente si se establece alguna convención para
el orden. Esto permite no almacenar en memoria los valores correspon-
dientes a las variables en cada renglón, pues estos quedarán impĺıcitos
por la convención; solo será necesario almacenar las variables en el al-
cance y los valores asociados. Digamos, por ejemplo, que se fija el orden
de las variables Xi en el alcance al orden en el que fueron especificadas,
asociando un ı́ndice a esta posición; que los valores posibles de cada
variable Dxi también se listan en un orden fijo con su ı́ndice correspon-
diente y que las posibles combinaciones de todas ellas V al(D) llevarán
el orden creciente de un reloj digital, se asocia otro ı́ndice a cada una
de estas combinaciones y se indican los valores ϕ(x1, . . . , xk) que les
corresponden asignándoles el ı́ndice correspondiente. En ese caso es po-
sible utilizar un polinomio de direccionamiento para obtener en tiempo
O(k)1 la posición P (x1, . . . , xk) en la que se encuentra el valor asociado.
El polinomio tiene la forma siguiente:

P (x1, . . . , xk) =
k−1∑
i=0

(
k−1∏
j=i+1

|DXj
|

)
pos(xi)

= ((pos(x0)|DX1|+ pos(x1))|DX2|+ . . . )|DXk
|+ pos(xk),

donde x1, . . . , xk son los valores que toman las variables y pos(xi) es
el ı́ndice asignado a ese valor dentro de la lista de valores posibles.
En este punto hacemos expĺıcito que |V al((D))| =

∏k
i=0 |DXi

|, lo cual
indica el número total de renglones que tiene el factor. Considerando
que |V al((D))| ≫ k el tiempo que toma determinar aśı la posición de
cada asignación es aceptable.

Definición 2.2 (Reducción). De acuerdo con [7]:

Sea ϕ(Y ) un factor yU = u una asignación para las variables
U ⊆ Y . Definimos la reducción del factor ϕ al contexto U =

1Siendo k el número de variables en el alcance.
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Variables aleatorias:

DEstación = {Primavera, V erano,Otoño, Invierno}
DLluvia = {0, 1}

Factor
Estación Lluvia P (Lluvia|Estación)
Primavera 0 0.75

}∑
= 1

Primavera 1 0.25
Verano 0 0.30

}∑
= 1

Verano 1 0.70
Otoño 0 0.70

}∑
= 1

Otoño 1 0.30
Invierno 0 0.8

}∑
= 1

Invierno 1 0.2
Tabla bidimensional
P (Lluvia|Estación)
Estación Lluvia

0 1
Primavera 0.75 0.25

∑
= 1

Verano 0.30 0.70
∑

= 1
Otoño 0.70 0.30

∑
= 1

Invierno 0.8 0.2
∑

= 1

Figura 1. Uso de un factor para representar la distribución de probabilidad
condicional para las variables Estación y Lluvia (izquierda), en contraste
con una tabla bidimensional (derecha). Se muestra al factor con las variables
de su alcance en las columnas de la izquierda, las combinaciones de su
valores posibles DEstación × DLluvia se enumeran expĺıcitamente debajo;
los valores asociados a cada una de ellas se listan en la columna de la
derecha. Aunque en un inicio la tabla bidimensional es más fácil de leer,
el factor es inmediatamente generalizable a n dimensiones, mientras que la
tabla se volverá cada vez más confusa.

u, denotado ϕ[U = u] (y abreviado ϕ[u]), como el factor
sobre el alcance Y ′ = Y −U , tal que

ϕ[u](y′) = ϕ(y′,u).

Para U ̸⊂ Y , definimos que ϕ[u] sea ϕ[U ′ = u′], donde U ′ =
U ∩Y y u′ = u⟨U ′⟩, donde u⟨U ′⟩ denota a las asignaciones
en u a las variables en U ′.

En la figura 2 se utiliza la operación de reducción para seleccionar
solamente aquellos renglones que indican la probabilidad de lluvia dado
cuando es primavera. La complejidad de esta operación es proporcional
al número de renglones que permanecen en el factor.
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Estación Lluvia P (Lluvia, Estación)
Primavera 0 0.1875
Primavera 1 0.0625
Verano 0 0.075
Verano 1 0.175
Otoño 0 0.175
Otoño 1 0.075
Invierno 0 0.2
Invierno 1 0.05∑

= 1

⇒

Lluvia P (Lluvia, Estación = primavera)
0 0.1875
1 0.0625∑

= 0.25

Figura 2. Ejemplo de reducción Estación = Primavera. El factor resul-
tante solo conserva aquellos renglones donde la variable reducida tiene el
valor indicado, la variable reducida desaparece del alcance. Esta operación
requeriŕıa además una normalización de los valores en el factor resultante
para ser equivalente a la operación de reducción en probabilidad.

Definición 2.3 (Normalización). Dado un factor ϕ con n = |V al(D)|
renglones sea

α =
n∑
i=1

ϕi

con ϕi el valor asociado al renglón i, α es la suma de los valores de
todos los renglones. Entonces:

normalización(ϕ) =
ϕ

α

donde el valor en cada renglón de ϕ ha sido dividido entre α.

Obsérvese en el ejemplo de la figura 3, que el alcance de ambos facto-
res (antes y después de la normalización) solo es la variable Lluvia, por
lo que solo tienen dos renglones. Sin embargo, cada factor corresponde a
distribuciones de probabilidad diferentes. El primero contiene dos reglo-
nes de la distribución de probabilidad conjunta P (Lluvia, Estación);
mientras que el otro, tras la normalización, contienen el de la condicio-
nal P (Lluvia|Estación = primavera).

Definición 2.4 (Marginalización). Según [7]:

Sea X un conjunto de variables y Y /∈ X una variable. Sea
ϕ(X, Y ) un factor. Definimos la marginalización de Y del
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Lluvia P (Lluvia, Estación = primavera)
0 0.1875
1 0.0625∑

= 0.25

⇒

Lluvia P (Lluvia|Estación = primavera)
0 0.75
1 0.25∑

= 1

Figura 3. Para normalizar los valores en un factor se suman los valores en
todos los renglones y se divide cada valor entre esa suma. Esta operación
se define para facilitar el trabajo con distribuciones de probabilidad.

Estación Lluvia P (Lluvia, Estación)
Primavera 0 0.1875
Primavera 1 0.0625
Verano 0 0.075
Verano 1 0.175
Otoño 0 0.175
Otoño 1 0.075
Invierno 0 0.2
Invierno 1 0.05∑

= 1

⇒

Lluvia P (Lluvia)
0 0.63750
1 0.36250∑

= 1

Figura 4. Ejemplo donde la variable Estación es marginalizada, que tam-
bién se corresponde con la operación de marginalización en probabilidad.
Cada renglón en el factor resultado es la suma sobre todos los valores po-
sibles de Estación: Primavera, V erano,Otoño e Invierno, manteniendo
a la variable Lluvia con valor constante.

factor ϕ, denotada
∑

Y ϕ como el factor ψ sobre X tal que:

ψ(X) =
∑
Y

ϕ(X, Y ).

Esto es, se suman aquellas entradas de la tabla donde los valores de
X coinciden, pero Y cambia. Como hay que recorrer todos los renglones
solicitándolos en este orden, se requieren O(k|V al(D)|) operaciones.

La figura 4 muestra el uso de la operación de marginalización para
calcular la probabilidad P (Lluvia) a partir de la distribución de pro-
babilidad conjunta P (Lluvia, Estación).

Definición 2.5 (Multiplicación). Según [7]:

Sean X, Y y Z tres conjuntos disjuntos de variables y
ϕ1(X,Y ) y ϕ2(Y ,Z) dos factores. Definimos el producto de
factores ϕ1× ϕ2 como el factor ψ : V al(X,Y ,Z) 7→ R como
sigue:
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Estación Lluvia P (Lluvia|Estación)
(1) Primavera 0 0.75
(2) Primavera 1 0.25
(3) Verano 0 0.30
(4) Verano 1 0.70
(5) Otoño 0 0.70
(6) Otoño 1 0.30
(7) Invierno 0 0.80
(8) Invierno 1 0.20

×

Estación P (Estación)
(a) Primavera 0.25
(b) Verano 0.25
(c) Otoño 0.25
(d) Invierno 0.25∑

= 1

=

Estación Lluvia P (Lluvia, Estación)
Primavera 0 (1)× (a) = 0.1875
Primavera 1 (2)× (a) = 0.0625
Verano 0 (3)× (b) = 0.075
Verano 1 (4)× (b) = 0.175
Otoño 0 (5)× (c) = 0.175
Otoño 1 (6)× (c) = 0.075
Invierno 0 (7)× (d) = 0.2
Invierno 1 (8)× (d) = 0.05∑

= 1

Figura 5. Este ejemplo muestra el cálculo de P (Lluvia, Estación) des-
pejando de la definición de probabilidad condicional, de modo que:
P (Lluvia, Estación) = P (Lluvia|Estación)P (Estación). La multiplica-
ción de P (Lluvia|Estación) por P (Estación) se realiza utilizando factores.
Obsérvese el uso de las variables comunes a ambos factores y sus valores
para determinar qué renglón se multiplica con cuál.

ψ(X,Y ,Z) = ϕ1(X,Y ) · ϕ2(Y ,Z)

Es decir, para multiplicar dos factores ϕ1 y ϕ2 se multiplican aquellos
renglones donde los valores de las variables en común Y coinciden. Si
la solución se construye recorriendo los renglones de ψ, solicitando los
renglones correspondientes en ϕ1 y ϕ2 para calcularlos, la complejidad
de la multiplicación es O(kψkϕ1kϕ2|V al(Dψ)|) = O(|V al(Dψ)|2). La
figura 5 ilustra el funcionamiento de esta operación.
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2.3 Distribuciones de probabilidad

De entre las distribuciones de probabilidad, se enfatiza la importancia
de la tabla de distribución de probabilidad conjunta completa, donde
aparecen todas las variables del sistema y a partir de la cual se puede
realizar cualquier consulta (P (X, Y, Z), P (X|Y, Z), P (Y ), etc). Destaca
también el problema de la complejidad en tiempo y espacio si se quiere
generar esta tabla para sistemas con muchas variables, pues el número
de renglones que tiene este factor es el producto del número de valores
posibles para cada variable en el sistema. Aún si el sistema utiliza solo
variables binarias, el crecimiento de la tabla es exponencial como fun-
ción del número de variables, pues el número de renglones es n = 2d

donde d es el número de variables.
Como se vio en los ejemplos del apartado anterior, las operaciones de

marginalización, reducción, normalización y multiplicación en probabi-
lidad se pueden implementar directamente con factores. Los factores
pueden representar distribuciones de probabilidad con cualquier núme-
ro de variables. Sin embargo, es importante recalcar que se puede operar
del mismo modo con factores aunque no correspondan a distribuciones
de probabilidad. En particular aparece la relación:

Reducción en probabilidad = Reducción en factores + Normalización

Utilizando esta fórmula es posible simplificar algunas operaciones al
realizar inferencia, al posponer la normalización de factores reducidos.
En medio de este proceso los factores podŕıan no estar representando
una distribución de probabilidad, sino solo términos intermedios en el
cálculo.

La regla de la cadena:

P (X1, . . . , Xn) = P (X1|X2, . . . , Xn)P (X2|X3, . . . , Xn) . . . P (Xn) (1)

será el punto de partida para el trabajo que vendrá a continuación con
Bayes. Esta regla viabiliza el modelado de fenómenos mediante varia-
bles aleatorias y distribuciones de probabilidad, pues frecuentemente es
más natural obtener estimaciones experimentales para las distribucio-
nes de probabilidad condicional que para las conjuntas. En los ejemplos
que se mostraron se puede ver que es más fácil modelar y obtener es-
tad́ısticas para aproximar la probabilidad de lluvia dependiendo de la
estación, que haber obtenido la distribución conjunta desde un inicio.
Sin embargo, habiendo construido la conjunta es posible, mediante las
operaciones ya definidas, recuperar cualquier otra conjunta o condi-
cional; pues si se requiere la probabilidad conjunta de un subconjunto
de variables basta con marginalizar de la conjunta completa aquellas
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Fŕıo Comida contaminada

Resfriado Tifoidea

Tos Fiebre Aroma picante

Figura 6. Construcción de una red de Bayes siguiendo relaciones de cau-
salidad. El Frı́o puede provocar un Resfriado; Comida contaminada,
T ifoidea. Śıntomas t́ıpicos de un Resfriado son Tos y Fiebre; śıntomas
t́ıpicos de la T ifoidea son Fiebre y un Aroma picante en el enfermo. En
un universo restringido a estas dos enfermedades, un paciente con Fiebre
podŕıa tener cualquiera de las dos, con distintas probabilidades.

variables que no son de interés:

P (X1, . . . , Xn) =
∑

Z1,...,Zm

P (X1, . . . , Xn, Z1, . . . , Zm)

y para obtener una condicional se puede utilizar la definición:

P (X1, . . . , Xn|Z1, . . . , Zm) =
P (X1, . . . , Xn, Z1, . . . , Zm)

P (Z1, . . . , Zm)
(2)

2.4 Gráficas bayesianas e independencia condicional

La técnica para modelar el comportamiento de sistemas utilizando re-
des de Bayes comienza por diseñar un grafo dirigido aćıclico con las
variables del sistema, escribiendo a los nodos que representan a varia-
bles causa en la parte de arriba y a sus consecuencias hacia abajo, de
modo que la gráfica refleje las relaciones de dependencia e independen-
cia entre las variables de un dominio dado [figura 6].

Sobre esta gráfica se estudian los conceptos de camino entre dos no-
dos (como si la gráfica no estuviera dirigida) y ruta activa e inactiva
(tomando en cuenta la dirección de las aristas y el flujo de informa-
ción probabiĺıstica entre las variables), dependiendo de las variables
que han sido o no observadas. Se dice que una variable ha sido obser-
vada si estamos estudiando una probabilidad condicional. Las variables
con respecto a las cuales se condiciona la consulta se dice que son va-
riables evidencia y han sido observadas. Por ejemplo en P (A,B|Z,W )
decimos que Z y W fueron observadas. Cuando no existe una ruta
activa entre dos variables A y B afirmamos que son probabiĺıstica-
mente independientes (P (A,B) = P (A)P (B)); cuando la ausencia de
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(a)

A

Z

B

A

Z

B

x

(b)

Z

A B

Z

A B

x

(c)

A

Z

B

x

A

Z

B

W

Z El valor de la variable Z no ha sido observado.

Z El valor de la variable Z ha sido observado.

Hay flujo de información entre las variables.

x El flujo se corta.

Figura 7. Reglas que indican cuándo fluye información probabiĺıstica entre
dos nodos A y B separados por un tercero Z, es decir cuándo esos nodos
son probabiĺısticamente dependientes. (a) La información fluye entre ascen-
dientes y descendientes siempre que no haya sido observado algún nodo en
medio del camino. (b) La información también fluye entre nodos hermanos,
mientras el padre común no haya sido observado. (c) En el último caso,
donde dos nodos son padres de un mismo nodo, el flujo se activa cuando el
hijo común o algún descendiente suyo es observado; es costumbre referirse
a la figura que forman los nodos A− Z −B como estructura-v.

esta ruta se debe a que un conjunto de variables Z fueron observa-
das, decimos que A y B son condicionalmente independientes dadas Z
(P (A,B|Z) = P (A|Z)P (B|Z)) [figura 7].

A partir de aqúı se determinará cuándo, de acuerdo con la gráfica, es
posible afirmar que dos variables son independientes, condicionalmente
independientes o independientes. Conceptos como el Manto de Márkov,
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P1 P2

Ancestros

Pn

X

H2

Descendientes

H1 Hm

W1

Otros nodos

Wm

Otros nodos

Figura 8. Formación del manto de Márkov. Al observar a las variables en
los nodos padre Pi de un nodo X se corta el flujo hacia otros ancestros.
Igualmente, al observar a los hijos Hi se corta el flujo hacia otros descen-
dientes. Sin embargo, al haber observado a los hijos se activa el flujo hacia
los padres Wi de los hijos, pues se han creado estructuras-v, por ello estos
también forman parte del manto. Al observar a estos últimos se impide el
flujo hacia cualquier otra parte de la gráfica de Bayes.

A

Z

B

Figura 9. Cuando no existen rutas activas entre dos variables de una
red de Bayes se dice que están D-separadas. En este ejemplo A y B
están D-separadas, dado que Z fue observada; por ello es posible escri-
bir P (A,B|Z) = P (A|Z)P (B|Z), siendo este un ejemplo de independencia
condicional.

que es el conjunto mı́nimo de nodos alrededor de una variable X que se
requiere observar para determinar la probabilidad de que X tome un
valor concreto xi, independientemente del resto de la gráfica [figura 8]



USO DE FACTORES PARA INFERENCIA EXACTA . . . 79

y la D-separación, cuando dos variables en la gráfica son independien-
tes entre śı, emergerán de este estudio [figura 9]. Los ejemplos que se
presentan a continuación incluyen el uso de este cálculo de flujos.

2.5 Inferencia exacta en redes de Bayes

Para apreciar las ventajas de la metodoloǵıa que se ha venido cons-
truyendo y se desarrolla en esta sección es útil introducir un ejercicio
con aproximadamente 12 nodos. Para ilustrar mejor las aplicaciones se
podŕıa plantear una red que represente alguna situación real, se podŕıa
elegir algún ejemplo de entre: problemas policiacos, fiestas con amigos,
diagnóstico de enfermedades, etc. Sin embargo aqúı solo se presentarán
las reglas en su forma abstracta y se ilustrarán algunos conceptos uti-
lizando los grafos de las figuras 6 y 10. El objetivo será explicar cómo
se realizan consultas a bases de conocimiento con varias variables alea-
torias, relacionadas mediante una gráfica de Bayes.

2.5.1. Consultas

Una consulta a una red de Bayes tendrá la forma del cálculo de una pro-
babilidad. Para abreviar cuando se desea realizar consultas para todos
los posibles valores de una variable se acostumbra utilizar el nombre de
la variable con mayúscula, mientras que si solo se quiere un valor en
particular este se especifica. Por ejemplo:

• ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente tenga tifoidea dado
que presenta fiebre y despide un aroma picante? P (Tifoidea =
1|Fiebre = 1, Aroma = 1)
• ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente tenga fiebre? P (Fiebre
= 1)
• ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente no tenga fiebre?
P (Fiebre = 0)
• ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente tenga/no tenga fiebre?
P (Fiebre)
• ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente tenga tos y fiebre?
P (Tos = 1, F iebre = 1)
• ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente tenga tos junto con
cada valor posible de fiebre? P (Tos = 1, F iebre)
• ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente tenga/no tenga tos
junto con cada valor posible de fiebre? P (Tos, F iebre)
• ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente tenga/no tenga tos si
se observa si tiene o no fiebre? P (Tos|Fiebre)
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N1 N2 N3 N4 N5

N6

A Z

N7 N8 N9

N10 B

X Nodo sombreado, la variable X aparece en la consulta.

X Variable subrayada, el valor de la variable X ha sido observado.

Figura 10. Ejemplo de una red bayesiana con más de 10 nodos. Para el
ejemplo se quiere calcular una distribución de probabilidad que incluye a
A,B y la variable evidencia Z.

2.5.2. Cálculo

El proceso para calcular la consulta consta de los pasos siguientes. Para
ejemplificar cada paso se utilizará la red en figura 10. Se hace notar
que el ejemplo de este documento es uno de los más complejos que se
presentaŕıan en un curso a nivel licenciatura.

1. Identificar a las variables que aparecen en la consulta ¿nos interesa
solo un valor en particular?¿o queremos la tabla para los eventos
con todos sus valores posibles?
Ej. Obtener P (A,B|Z = 2), en este caso queremos las respues-

tas para todos los valores posibles de A y B, condicionados a un
único valor de Z. En la figura 10 los nodos participantes han sido
resaltados.

2. Al estudiar este tema por primera vez, si la distribución a calcu-
lar es condicional, es conveniente comenzar por identificar a las
probabilidades conjuntas requeridas según (2).



USO DE FACTORES PARA INFERENCIA EXACTA . . . 81

Se podrá trabajar con las distribuciones en el numerador y el
denominador de forma independiente, por lo que en los pasos si-
guientes se asumirá que se quiere calcular una distribución de pro-
babilidad conjunta, lo cual implica también que ya no hay nodos
observados.

En el ejemplo:

P (A,B|Z = 2) =
P (A,B,Z = 2)

P (Z = 2)
(3)

3. Determinar si hay rutas activas entre las variables participantes:
los nodos que aparezcan a lo largo de estas rutas tendrán que ser
incluidos en el cálculo. Si no hay rutas activas, es posible asumir
independencia entre las variables disconexas y realizar factoriza-
ciones de la forma:

P (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym) = P (X1, . . . , Xn)P (Y1, . . . , Ym)

donde las variables X1, . . . , Xn se encuentran conectadas entre śı
por rutas activas y las Y1, . . . , Ym pertenecen a otro grupo, desco-
nectado del anterior.

En el ejemplo las variables N6 y N8 deberán ser agregadas al
cálculo [figura 11].

4. Identificar a los ancestros de las variables participantes.
En el ejemplo los ancestros de A,B y Z sobre rutas activas son

agregados. [figura 12].
5. Se deberá marginalizar a aquellas variables que no aparećıan expĺı-

citamente en la pregunta.

P (X1, . . . , Xn,W1, . . . ,Wn) =
∑
Wi

P (X1, . . . , Xn,W1, . . . ,Wn)

donde lasWi representan a variables que no estaban en la pregunta
original y se marginalizarán realizando una suma sobre todos los
posibles valores de esas variables.

Utilizar la regla de la cadena para factorizar las distribuciones
conjuntas a calcular. Se deberán incluir a todos los nodos identi-
ficados en los pasos anteriores. Al elegir en qué orden acomodar
a los nodos en la regla de la cadena, tener cuidado de poner a
los nodos en la parte de abajo de la gráfica condicionados a sus
ancestros y no a los ancestros condicionados a sus descendientes.

P (X1, . . . , Xn,W1, . . . ,Wn) =∑
Wi

P (X1|X2, . . . ,Wn)P (X2|X3, . . . ,Wn) . . . P (Wn)

En el ejemplo se marginaliza a los nodos Ni que fueron agrega-
dos:
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N1 N2 N3 N4 N5

N6

A Z

N7 N8 N9

N10 B

X Nodo sombreado, la variable X aparece en la consulta.

X
Nodo sombreado con borde segmentado, forma
parte de una o más rutas activas.

Hay flujo de información entre las variables.

Figura 11. Hay una ruta activa entre A y B, pasando por N8 y otra entre
Z y B pasando por el mismo nodo. También hay otra ruta entre A y Z
pasando por N6. Por lo anterior, todos los nodos sombreados deben ser
incluidos en el cálculo.
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N1 N2 N3 N4 N5

N6

A Z

N7 N8 N9

N10 B

X Nodo sombreado, la variable X aparece en la consulta.

X Nodo sombreado con borde segmentado, forma parte de una o más rutas activas.

X Nodo sombreado con borde punteado, es ancestro sobre flujo activo.

Figura 12. Se añade a los ancestros de A,B,Z y otros nodos agregados
en el paso anterior.

P (A,B|Z = 2) =
P (A,B,Z = 2)

P (Z = 2)

P (A,B,Z = 2) =
∑

N1,N2,N3,
N4,N6,N8

P (A,B,Z = 2, N1, N2, N3, N4, N6, N8) (4)

=
∑

N1,N2,N3,
N4,N6,N8

P (B|A,Z = 2, N1, N2, N3, N4, N6, N8)

P (N8|A,Z = 2, N1, N2, N3, N4, N6)

P (A|Z = 2, N1, N2, N3, N4, N6)

P (Z = 2|N1, N2, N3, N4, N6)

P (N6|N1, N2, N3, N4)

P (N1|N2, N3, N4)

P (N2|N3, N4)

P (N3|N4)

P (N4)
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6. Utilizar la red de Bayes para eliminar de las condiciones a los nodos
con los cuales hay una relación de independencia condicional. Es
decir, este es el paso donde se utiliza que basta con que los nodos
participantes aparezcan condicionados a los valores de sus nodos
padres, pues el flujo hacia sus demás ancestros ha sido cortado,
llegando a lo que se conoce como la regla de la cadena para redes
de Bayes :

P (X1, . . . , Xn) =
∏
Xi

P (Xi|padres(Xi))

En el ejemplo, como cada variable ha quedado condicionada a
sus ancestros podemos aplicar la fórmula de independencia condi-
cional

P (X,W1, . . . ,Wn|Z1, . . . , Zn) =

P (X|Z1, . . . , Zn)P (W1, . . . ,Wn|Z1, . . . , Zn)

junto con una aplicación de la regla de la cadena (1)

P (X,W1, . . . ,Wn|Z1, . . . , Zn) =

P (X|Z1, . . . , Zn,W1, . . . ,Wn)P (W1, . . . ,Wn|Z1, . . . , Zn)

despejando P (W1, . . . ,Wn|Z1, . . . , Zn) de ambas ecuaciones obte-
nemos:

P (X|Z1, . . . , Zn,W1, . . . ,Wn) = P (X|Z1, . . . , Zn)
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donde los Zi representan a los padres y los Wj, a cualquier otro
ancestro. Con ello, el desarrollo anterior se simplifica a:

P (A,B|Z = 2) =
P (A,B,Z = 2)

P (Z = 2)

P (A,B,Z = 2) =
∑

N1,N2,N3,
N4,N6,N8

P (A,B,Z = 2, N1, N2, N3, N4, N6, N8)

=
∑

N1,N2,N3,
N4,N6,N8

P (B|N8) (5)

P (N8|A,Z = 2)

P (A|N1, N6)

P (Z = 2|N4, N6)

P (N6|N2, N3)

P (N1)

P (N2)

P (N3)

P (N4)

Una vez comprendido este paso, es más rápido pasar directa-
mente de (4) a (5).

7. Factorizar sumas y multiplicaciones tratando de reducir lo más
posible el número de operaciones a realizar. Inicialmente basta con
hacer este trabajo a mano, posteriormente se podrán introducir
algoritmos de teoŕıa de gráficas para realizar este paso de forma
automática pero, como se mencionó, ese procedimiento está fuera
del alcance de este art́ıculo.

Este paso es crucial para que problemas que seŕıan intratables
de ser resueltos por fuerza bruta, puedan ser calculados en un
tiempo razonable. El motivo es que cada vez que se realiza una
marginalización el número de términos a considerar es menor. En
la estructura factores se nota pues que el número de renglones en
el factor resultante es el número de renglones del factor original
entre el número de valores posibles para la variable marginaliza-
da. El libro de [10] muestra cómo resolver ejemplos realizando las
sustituciones numéricas sobre estas fórmulas, aqúı veremos cómo
sustituir por operaciones entre factores. Numéricamente se reali-
zan exactamente las mismas operaciones, pero este método es más
sistemático.

En el ejemplo se procede a factorizar tantos términos como sea
viable de las sumas sobre valores posibles de las variables:
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Formalmente:

P (A,B,Z = 2) =

(∑
N1

P (N1)

(∑
N2

P (N2)

(∑
N3

P (N3)

(∑
N4

P (N4)

(6)(∑
N6

P (N6|N2, N3)P (A|N1, N6)P (Z = 2|N4, N6)(∑
N8

P (B|N8)P (N8|A,Z = 2)

))))))
Dado que tantos paréntesis dificultan el trabajo, se suele sim-

plificar la notación asumiendo que cada śımbolo de suma afecta a
todas las sumas a su derecha, de acuerdo a la convención que da
prioridad a la multiplicación sobre la suma, a menos que se agre-
guen paréntesis para modificar esta precedencia. La misma ecua-
ción entonces se escribe:

P (A,B,Z = 2) =
∑
N1

P (N1)
∑
N2

P (N2)
∑
N3

P (N3)
∑
N4

P (N4) (7)∑
N6

P (N6|N2, N3)P (A|N1, N6)P (Z = 2|N4, N6)∑
N8

P (B|N8)P (N8|A,Z = 2)

Repitiendo los mismos pasos también se podŕıa calcular P (Z =
2):

P (Z = 2) =
∑

N2,N3,N4,N6

P (Z = 2, N6, N2, N3, N4)

=
∑
N2

P (N2)
∑
N3

P (N3)
∑
N4

P (N4)∑
N6

P (Z = 2|N6, N4)P (N6|N2, N4) (8)

para luego dividir P (A,B,Z = 2) entre P (Z = 2). Pero con el
uso de factores existe otra alternativa, como se verá en el paso
siguiente.

8. Utilizar a los factores para resolver las multiplicaciones, margina-
lizaciones y reducciones que indiquen las fórmulas obtenidas en
el paso anterior de acuerdo a la regla siguiente: Cada vez que se
elige un valor concreto de una variable, se aplica una reducción;
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cada producto se convierte en una multiplicación de factores; cada
suma, en una marginalización de la variable correspondiente.

En el ejemplo, al haber elegido Z = 2 indicamos una reducción.
A cualquier factor que contenga la variable Z se le aplicará la
reducción sobre esta variable para este valor. Por ejemplo, el factor
que representa a P (Z = 2|N6, N4) quedará solo con los renglones
donde Z = 2.

Tras haber realizado todas las operaciones indicadas por la ecua-
ción (7), se obtendrá un factor con la distribución de probabilidad
P (A,B,Z = 2), es decir, tendrá tantos renglones como combina-
ciones de valores posibles haya para A,B, todas cuando Z = 2.
Para convertir estos valores en una distribución de probabilidad
condicionada a Z = 2, se necesitaŕıa que la suma de estas proba-
bilidades fuera uno. El número entre el cual es necesario dividir
es P (Z = 2), como especifica (3).
Curiosamente, podemos observar que sumar todos los renglones

del factor P (A,B,Z = 2) es lo mismo que marginalizar a A y
B de la distribución conjunta, esto es:

∑
A,B P (A,B,Z = 2) =

P (Z = 2). De este modo, calcular P (Z = 2) no requirió ya mucho
esfuerzo adicional al trabajo ya realizado. Por ello es que, para
obtener P (A,B|Z = 2) basta con normalizar P (A,B,Z = 2) y ya
no es necesario ejecutar las operaciones indicadas en (8).

Obsérvese que, si se hubiera pedido calcular P (A = 1, B =
0|Z = 2) y se hubieran hecho las reducciones correspondientes,
no se contaŕıa con el factor con todos los valores posibles de A y
B y por ende śı seŕıa necesario calcular P (Z = 2) aparte.
Por ello hay dos estrategias para calcular: P (X1 = x1, . . . , Xn =

xn|Z1 = z1, . . . , Zm = zm):
(a) Aplicar las reducciones correspondientes solo a variables evi-

dencia, obteniéndose el factor con la distribución de probabi-
lidad conjunta P (X1, . . . , Xn, Z1 = z1, . . . , Zm = zm), norma-
lizar y seleccionar al final el renglón de interés.

(b) Aplicar todas las reducciones y calcular tanto el numerador
como el denominador de la fórmula para la probabilidad con-
dicional.

Cuál estrategia es más recomendable depende del número de
variables en X y del número de valores en su dominio: si este
número es alto, el número de renglones con combinaciones posibles
crece y podŕıa ser más recomendable solo realizar las operaciones
con los renglones de interés. Por el contrario, si estos números son
pequeños, es más sencillo obtener un solo factor y normalizarlo.

La estrategia utilizada en [10] corresponde a la primer opción: se
calculan las probabilidades P (X1, . . . , Xn) para luego normalizar
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Fŕıo Comida contaminada

Resfriado Tifoidea

Tos Fiebre Aroma picante

Figura 13. P (tifoidea|tos, aroma picante). Los nodos sombreados apa-
recen en la consulta, el de borde segmentado será introducido en el cálculo
y luego, marginalizado, los nodos con fondo blanco no son requeridos. Las
flechas con dos puntas indican los flujos activos.

dividiendo entre una constante α, que es la suma de todas ellas;
ahora se puede ver que esta corresponde en realidad a la probabi-
lidad de la evidencia P (z1, . . . , zm) calculada indirectamente.

Una vez asimilado este mecanismo es posible esbozar una demostra-
ción de porqué es posible ignorar a las variables que no quedaron sobre
los flujos activos, a partir de la distribución de probabilidad conjunta
completa y la factorización de sus términos. Para ello basta analizar
qué sucede con los términos que involucran a las hojas del grafo, que
no estaban sobre flujos activos: factorizándolos correctamente se obtie-
ne una suma sobre todos sus valores posibles para valores fijos de la
evidencia, en caso de que la haya; luego entonces estos elementos se
convierten en unos que multiplican al resto de la fórmula y pueden ser
eliminados.

2.5.3. Ejemplo

Utilizando el diagrama de la figura 6 veamos cómo aplican los pasos
anteriores para calcular la probabilidad de que alguien tenga tifoidea
dado que tiene tos y aroma picante.

1. Para comenzar, esta consulta se expresa:

P (tifoidea|tos, aroma picante)
Los nodos participantes se muestran en la figura 13.

2. Formalmente, la distribución de probabilidad condicional queda
como:

P (tifoidea|tos, aroma picante) = P (tifoidea, tos, aroma picante)

P (tos, aroma picante)

sin embargo el paso siguiente tiene más información qué aportar.
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3. Al determinar los grupos de nodos con flujos activos es posible
notar lo siguiente:
• SiendoAroma picante descendiente directo de Tifoidea, siem-
pre fluye información entre ellos. Siendo Comida contaminada
ancestro de Tifoidea, también continúa el flujo en esa direc-
ción. Intuitivamente esto coincide con el hecho de que, si la
persona produce el aroma picante caracteŕıstico de la tifoidea,
es probable que tenga esta enfermedad porque ingirió comida
contaminada.
• Entre Tos y las demás variables de interés no hay un flujo
activo. De Tos hacia sus ancestros Resfriado y Frı́o śı lo hay,
pero hacia Fiebre aparece una estructura-v, por lo que ya no
hay paso. Lo que esto nos indica es que la tos en el paciente
no está relacionada con que tenga Tifoidea, por lo que no nos
brinda información al respecto. En todo caso, podŕıa ser que el
desafortunado paciente tenga un resfriado y tifoidea; calcular
esa probabilidad podŕıa ser otro ejercicio.
• Gracias a las dependencias e independencias identificadas es
posible simplificar la fórmula de paso anterior:

P (tifoidea|tos, aroma picante) = P (tifoidea|aroma picante)

=
P (aroma picante, tifoidea)

P (aroma picante)

4. El nodo Comida contaminada será incluido en el cálculo por ser
padre de Tifoidea.

5. (Directo al siguiente paso)
6. La distribución de probabilidad conjunta se calcula entonces:

P (aroma picante, tifoidea) =
∑

Comida
contaminada

(
P (Comida contaminada)

P (tifoidea|Comida contaminada)
P (aroma picante|tifoidea)

)
7. Factorizando las sumas:

P (aroma picante,tifoidea) = P (aroma picante|tifoidea)∑
Comida

contaminada

(
P (tifoidea|Comida contaminada)

P (Comida contaminada)
)

8. Requerimos las definiciones de los factores con:
• P (Aroma picante|Tifoidea),
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• P (Tifoidea|Comida contaminada) y
• P (Comida contaminada)

Para obtener el resultado final tomaremos el atajo de calcular los
resultados para todos los valores de Tifoidea, la alternativa es
obtener ahora la fórmula para P (aroma picante) repitiendo los
pasos anteriores. Suponiendo que contamos con un programa que
implementa las operaciones de factores, el código para resolver este
ejercicio podŕıa verse como el algoritmo 1.

Algoritmo 1 P (tifoidea|tos, aroma picante)
▷ Consideramos todos los valores posibles para Tifoidea

f ← multiplica(pTifoidea Comidacontaminada, pComidacontami-
nada)
f ← marginaliza(f, Comidacontaminada)

▷ f contiene ahora P (Tifoidea)
▷ La variable Aromapicante vale 1

pAromapicante Tifoidea ← reduce(pAromapicante Tifoidea, Aro-
mapicante, 1)
f ← multiplica(pAromapicante Tifoidea, f)
resultado ← normaliza(resultado)

▷ Resultado contiene ahora P (Tifoidea|aroma picante)

3. Conclusiones

El uso de factores permite realizar inferencia exacta en redes bayesia-
nas con un alto número de nodos al permitir la sistematización de las
operaciones de marginalización, reducción, normalización y producto
de distribuciones de probabilidad. Existe un método claro para reali-
zar inferencias exactas que se puede aplicar para calcular el valor de
consultas a la red de Bayes, evitando cometer errores al determinar
qué factores incluir en el cálculo. Igualmente la determinación de flujos
activos sobre la gráfica evita considerar variables que no contribuyen
al resultado final, reduciendo el número de operaciones requeridas para
obtener el resultado numérico.
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