
Miscelánea Matemática 71 (2021) 63-81 SMM

DOI: https://doi.org/10.47234/mm.7107

Espacios de Alexandrov y el problema de
Erdős-Perelman

Mauricio Che Moguel
Department of Mathematical Sciences

Durham University
Durham, Reino Unido

mauricio.a.che-moguel@durham.ac.uk

En [9], P. Erdős propuso una lista de problemas abiertos en teoŕıa de
números, análisis y geometŕıa. En particular, el problema 17 de su lista
conjeturaba lo siguiente:

Si S es un conjunto de 2n + 1 puntos en Rn entonces tres de
ellos forman un ángulo obtuso.

Este problema fue resuelto por L. Danzer y B. Grünbaum usando un
elegante argumento de geometŕıa convexa [7].

Por otro lado, en la teoŕıa de espacios de Alexandrov con curvatura
acotada inferiormente, un concepto de gran importancia es el de los
conjuntos extremos. En este contexto, haciendo ligeras modificaciones
al argumento de L. Danzer y B.Grünbaum para el problema anterior,
G. Perelman demostró que el número de puntos extremos en un espacio
de Alexandrov con curvatura no negativa es a lo más 2n [21]. Este es el
problema de Erdős-Perelman.

En este art́ıculo bosquejamos ambas demostraciones, la de L. Danzer
y B. Grünbaum y la de G. Perelman, para ilustrar esta curiosa conexión
entre dos ramas de la geometŕıa, y damos un breve paseo por la teoŕıa
de espacios de Alexandrov como una invitación al lector a profundizar
en este tópico.

La estructura del art́ıculo es la siguiente: en la sección 1 exponemos
la demostración de la conjetura original de P. Erdős. Posteriormente, en
la sección 2 revisamos algunos elementos básicos de la teoŕıa de espacios
de Alexandrov, para luego, en la sección 3, enunciar y demostrar el pro-
blema de Erdős-Perelman. En la sección 4 discutimos un caso extremo
del problema de Erdős-Perelman, a saber, aquellos espacios de Alexan-
drov compactos con curvatura no negativa que tienen la mayor cantidad
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posible de puntos extremos. Finalmente, en la sección 5 platicamos so-
bre el concepto de conjuntos extremos en espacios de Alexandrov, y
algunos resultados que generalizan toda la discusión anterior.

1. El problema de Erdős: una prueba de El libro

El problema de Erdős es el siguiente resultado de geometŕıa euclidiana.

Teorema 1.1. Si S es un conjunto de 2n + 1 puntos en Rn entonces
tres de ellos forman un ángulo obtuso.

Este problema surgió de estudiar la función

αd(k) = máximo ángulo α ∈ [0, π] tal que entre cualesquiera k puntos
de Rd existen tres que forman un ángulo mayor a α.

P. Erdős y G. Szekeres demostraron que

α2(2n) = π

(
1− 1

n

)
,

pero se sabe muy poco de αd(k) en general. Por ejemplo, con esta
notación, el problema de Erdős afirma que αn(2n + 1) ≥ π/2, pero el
valor preciso de αn(2n + 1) no se conoce (véase [10, 11]). Esto nos lleva
a considerar otro problema relacionado: evaluar la función

h(d) = menor número k ∈ N tal que entre cualesquiera k
puntos de Rd existen tres que forman un ángulo igual o mayor
a π/2.

Se sabe que h(2) = 4 y h(3) = 6, pero hasta donde el autor sabe, no
existen avances considerables para el caso general.

La solución original de Erdős en [7] está escrita en alemán; una ver-
sión en inglés puede encontrarse en [1]. Esta última referencia es notable
debido a que se trata de un libro escrito en honor al mismo P. Erdős,
a quien se le atribuye la afirmación de que, si Dios existe, debe guar-
dar en secreto las demostraciones más elegantes de toda la matemática
en un libro. A continuación bosquejamos el argumento utilizado en la
referencia [1].

Demostración del teorema 1.1. Primero observamos que el enunciado
del teorema es equivalente a demostrar que, si S es un conjunto de
puntos en Rn tal que ∠pipjpk ≤ π/2 para todo {pi, pj, pk} ⊂ S, entonces
S tiene a lo más 2n puntos.

Para demostrar esto, consideramos S ′ = {p1, . . . , pN} un subconjunto
finito de S y P = conv(S ′), la envolvente convexa de S ′, que resulta ser
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Figura 1. P1 y P2 tienen interiores disjuntos.

un politopo compacto y convexo en Rn. Luego, podemos definir

P ∗ =

{
1

2
(x− y) ∈ Rn : x, y ∈ P

}
,

la simetrización de Minkowski de P , que a su vez es un politopo com-
pacto, convexo y simétrico respecto al origen de Rn, con la propiedad
de que P ∗ + pi y P ∗ + pj tienen interiores disjuntos siempre que i 6= j.

Usando la convexidad de P ∗, se puede demostrar que P ∗+pj contiene
a 1

2
(pi + pj) para todo pi ∈ S, de modo que los politopos

Pj =
1

2
(P + pj) = conv

({
1

2
(pi + pj) : pi ∈ S

})
⊂ P ∗ + pj,

también tienen la propiedad de que Pi y Pj tienen interiores disjuntos
siempre que i 6= j (véase la figura 1).

Sin embargo, los politopos Pj están contenidos en P por convexidad,
y son copias homotéticas de P por un factor de 1

2
, de modo que

vol

(
N⋃
j=1

Pj

)
≤ vol(P ) y vol(Pj) =

1

2n
vol(P ). (1)

Por otro lado, dado que los politopos Pj tienen interiores disjuntos por
parejas,

vol

(
N⋃
j=1

Pj

)
=

N∑
j=1

vol(Pj) (2)

Combinando (1) y (2) con el hecho de que P es compacto, y que por
lo tanto 0 < vol(P ) < ∞, se sigue que N ≤ 2n. Finalmente, como
N = #S ′ y S ′ es un subconjunto finito arbitrario de S, concluimos que
de hecho S es finito y que #S ≤ 2n.

Nota 1.1. Obsérvese que el caso particular en el que S consta de los
2n vértices de un cubo n-dimensional muestra que la cota para la car-
dinalidad de S en la demostración anterior es óptima.
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2. Espacios de Alexandrov

Como se mencionó antes, el problema de Erdős-Perelman es un resulta-
do sobre puntos extremos en espacios de Alexandrov con curvatura no
negativa. En esta sección veremos algunos hechos preliminares acerca
de dichos espacios para luego, en la sección 3, enunciar y demostrar el
problema de Erdős-Perelman.

Los espacios de Alexandrov son espacios métricos con una noción
sintética de curvatura acotada inferiormente. Estos espacios surgen de
manera natural al considerar ĺımites de ciertas sucesiones de variedades
riemannianas, vistas como elementos de la clase de espacios métricos,
que a su vez está dotada de la métrica de Gromov-Hausdorff. En este
sentido, podemos pensar que los espacios de Alexandrov se encuentran
en la frontera de la geometŕıa riemanniana, aunque en general no tie-
nen una estructura tan regular como las variedades, de modo que para
estudiarlos suele ser necesario emplear otras técnicas.

Pueden encontrarse excelentes introducciones a este tema en [3, 4, 5,
6, 26] . El contenido de esta sección está basado en dichas referencias.

Para comenzar, el contexto en el que nos encontramos es el de los
espacios métricos y nos interesa la noción de geodésica minimizante,
es decir, una curva cuya longitud realiza la distancia entre sus puntos
extremos.

Más formalmente, dado un espacio métrico (X, d) y una curva γ :
[a, b]→ X, podemos definir la longitud de γ como

Ld(γ) = sup
n∑

i=1

d(γ(ti−1), γ(ti))

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas a = t0 <
t1 < . . . < tn = b del intervalo [a, b]. De esta manera, una geodésica
minimizante entre los puntos p, q ∈ X es una curva γ que une dichos
puntos con la propiedad de que

Ld(γ) = d(p, q).

Si cualquier par de puntos en X puede unirse con una geodésica minimi-
zante, decimos que X es un espacio geodésico. Todos los espacios en lo
subsecuente serán geodésicos y, por simplicidad, también supondremos
que son completos.

Las variedades riemannianas completas y conexas de dimensión finita
son los ejemplos t́ıpicos de espacios geodésicos gracias al teorema de
Hopf-Rinow. En dicho caso, se sabe que

Ld(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)| dt. (3)
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donde γ es una curva diferenciable a trozos y d es la función distancia
inducida por la métrica riemanniana [8].

La identidad (3) tiene la siguiente generalización a espacios geodési-
cos [2, 13].

Lema 2.1. Si γ : [a, b]→ X es una curva Lipschitz entonces la rapidez
métrica

|γ′(t)| = ĺım
s→0

d(γ(t+ s), γ(t))

|s|
existe para casi todo t ∈ [a, b] y

Ld(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)| dt.

En el caso particular de que γ sea una geodésica minimizante, siempre
puede suponerse que |γ′(t)| = 1 para casi todo t ∈ [a, b] y por tanto
Ld(γ) = b− a.

Esto es solo un ejemplo de muchas nociones diferenciables que pueden
generalizarse al contexto de espacios métricos. Referimos al lector a
[2, 13, 15] para un estudio detallado de las propiedades diferenciables
de primer orden que uno puede estudiar en este contexto generalizado.

Por otro lado, una clase importante de variedades son los espacios
modelo Mn

k , a saber, las variedades completas simplemente conexas de
curvatura constante k para cada k ∈ R. Estos espacios están completa-
mente clasificados: el n-espacio euclidiano cuando k = 0, la n-esfera ó
el n-espacio hiperbólico con la métrica reescalada de manera adecuada
cuando k > 0 ó k < 0, respectivamente.

Consideremos ahora la noción de un triángulo geodésico 4abc en
X, es decir, la elección de tres puntos a, b, c ∈ X y tres geodésicas
minimizantes [ab], [bc], [ca] entre cada par de dichos puntos. Dado un
triángulo geodésico 4abc en X, un triángulo de comparación en Mn

k es

un triángulo geodésico 4̃kabc := 4ãb̃c̃ en Mn
k tal que d(a, b) = d(ã, b̃),

d(b, c) = d(b̃, c̃) y d(c, a) = d(c̃, ã).
Con esta terminoloǵıa, podemos introducir los espacios de Alexan-

drov.

Definición 2.1. Un espacio geodésico (X, d) es un espacio de Alexandrov
de curvatura mayor o igual que k, lo cual denotamos como (X, d) ∈
Alexk o simplemente X ∈ Alexk, si cada punto x ∈ X tiene una vecindad
Ux con la siguiente propiedad: dado un triángulo geodésico 4abc en Ux

y un triángulo de comparación 4̃kabc en Mn
k , se satisface que

d(a, p) ≥ d(ã, p̃)

para todo p ∈ [bc] y p̃ ∈ [b̃c̃] tales que d(b, p) = d(b̃, p̃).
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Figura 2. Comparación de distancias.

Dado un triángulo geodésico 4abc en X, denotamos por ∠̃kabc el
ángulo correspondiente al vértice b en el triángulo de comparación
4̃kabc. En general, es posible definir el ángulo de Alexandrov entre dos
geodésicas minimizantes α y β que parten de un mismo punto p ∈ X
como

∠(α, β) = ĺım sup
s,t→0

∠̃kα(s)pβ(t).

Además, si α = [yx] y β = [yz] entonces escribimos ∠xyz para denotar
el ángulo de Alexandrov ∠(α, β).

A partir de la definición 2.1 se puede demostrar el siguiente teorema
de comparación de ángulos.

Teorema 2.1. Sea X ∈ Alexk y x ∈ X. Entonces existe una vecindad
Ux de x tal que, si 4abc es un triángulo geodésico en Ux, entonces

∠abc ≥ ∠̃kabc, ∠bca ≥ ∠̃kbca, ∠cab ≥ ∠̃kcab

Una consecuencia importante de la hipótesis de completez en la teoŕıa
de espacios de Alexandrov es el siguiente teorema de globalización.

Teorema 2.2. Sea X ∈ Alexk. Entonces en la definición 2.1 y en el
teorema y 2.1 podemos elegir Ux = X.

Los ejemplos protot́ıpicos de espacios de Alexandrov con curvatu-
ra mayor o igual que k son precisamente las variedades riemannianas
con curvatura seccional acotada inferiormente por k. Otros ejemplos
sencillos son los poliedros convexos en R3 o, más en general, politopos
convexos en Rn; en estos casos, tenemos espacios de Alexandrov con
curvatura no negativa.

Otros ejemplos, que en realidad son construcciones geométricas im-
portantes en la teoŕıa, son el espacio de direcciones y el cono tangente
a un espacio de Alexandrov dado en un punto dado. A saber, si X es
un espacio de Alexandrov y p ∈ X, podemos considerar el conjunto
de geodésicas minimizantes que emanan de p ∈ X, identificar entre śı
aquellas que forman ángulo de Alexandrov igual a cero, y obtener aśı
un espacio métrico con la métrica dada por el ángulo de Alexandrov.
La completación de dicho espacio es lo que se conoce como el espacio de
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direcciones de X en p, denotado por ΣpX. Aśı mismo, el cono tangente
a X en p, denotado por TpX, se define como el cono topológico sobre
Σp(X), es decir,

TpX = Σp × [0,∞)/〈(v, 0) ∼ (w, 0)〉
dotado de la métrica dada por la ley de cosenos, es decir,

d((α, s), (β, t))2 = s2 + t2 − 2st cos∠(α, β).

El lector puede pensar en el caso en que X es una variedad riemanniana.
En ese caso, el cono tangente TpX no es otra cosa que el espacio tangente
a X en p, mientras que el espacio de direcciones ΣpX coincide con la
esfera unitaria en TpX. En general, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.3. Si X ∈ Alexnk y p ∈ X, entonces ΣpX ∈ Alexn−1
1 , es

compacto y diam(ΣpX) ≤ π, mientras que TpX ∈ Alexn0 .

En el enunciado anterior, la notación X ∈ Alexnk hace referencia a que
X tiene dimensión de Hausdorff igual a n. La dimensión de Hausdorff
es una noción de dimensión bastante natural en el contexto de espacios
métricos. En el caso particular de los espacios de Alexandrov, se puede
demostrar que la dimensión de Hausdorff siempre es un número entero
o infinita [6]. Este resultado es importante para nosotros, pues enun-
ciaremos el problema de Erdős-Perelman para espacios de Alexandrov
de dimensión finita.

Por último, la medida de Hausdorff nos da una noción conveniente
de volumen para espacios de Alexandrov, y en general, para espacios
métricos. Esta medida tiene la siguiente propiedad respecto a las fun-
ciones de Lipschitz:

Lema 2.2. Sean (X, dX), (Y, dY ) espacios métricos n-dimensionales
y sea f : X → Y una función C-Lipschitz (es decir, que satisface la
desigualdad dY (f(x), f(x′)) ≤ C ·dX(x, x′) para cualesquiera x, x′ ∈ X).
Entonces

volY (f(X)) ≤ Cn · volX(X).

Nótese que en este lema y en lo subsecuente, siempre que X tenga
dimensión de Hausdorff igual a n, denotamos por volX la medida de
Hausdorff n-dimensional en X.

En este punto ya tenemos todas las definiciones y resultados ne-
cesarios para enunciar y bosquejar la demostración del problema de
Erdős-Perelman. En lo que resta de la sección platicamos sobre algunos
resultados relevantes en la teoŕıa de espacios de Alexandrov únicamente
para ilustrar la geometŕıa de dichos espacios.

El primer resultado que queremos comentar nos dice que los espacios
de Alexandrov de dimensión finita pueden estratificarse en variedades
topológicas.
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Teorema 2.4. Sea X ∈ Alexnk . Entonces X se puede estratificar en va-
riedades topológicas. Esto quiere decir que existe una partición {Xi}Ni=1

de X tal que:

1. Cada Xi es una variedad topológica
2. n = dimX1 > dimX2 > · · · > dimXN

3. Para cada k = 1, . . . , N el conjunto X+
k =

⋃N
i=kXi es cerrado en

X.

La estratificación en el teorema 2.4 se puede describir como sigue: X1

es el conjunto de puntos que tienen una vecindad euclidiana en X; X2

es el conjunto de puntos en X \X1 que tienen una vecindad euclidiana
de dimensión máxima en X \X1, y aśı sucesivamente.

Por otro lado, uno de los resultados más profundos en la teoŕıa es el
siguiente teorema de estabilidad de Perelman.

Teorema 2.5. Sean Xi ∈ Alexnk una sucesión y X ∈ Alexnk tales que

Xi
GH−→ X. Entonces Xi es homeomorfo a X para i suficientemente

grande.

Las demostraciones de los teoremas 2.4 y 2.5 son bastante técnicas y
están basadas en el estudio de ciertas familias de funciones y una versión
adecuada de la teoŕıa de Morse [16, 18]. En la sección 5 damos una idea
breve acerca de estas herramientas avanzadas y también veremos que
es posible generalizar estos resultados a los conjuntos extremos.

Por último, mencionamos el siguiente teorema de compacidad en la
topoloǵıa de Gromov-Hausdorff [6].

Teorema 2.6 (Compacidad de Gromov). Para n ∈ N, k ∈ R, D > 0
y v > 0 dados, sea

Alexnk(D, v) = {X : X ∈ Alexnk , diam(X) ≤ D, vol(X) ≥ v}/isometŕıas.

Entonces Alexnk(D, v) es compacto en la topoloǵıa Gromov-Hausdorff.

Un caso particular importante de este resultado es cuando Mi ∈
Alexnk(D, v) es una sucesión de variedades. En ese caso, sabemos que
una subsucesión Mij converge en Gromov-Hausdorff a un ĺımite M ∈
Alexnk(D, v). Por el teorema 2.5, M tiene la topoloǵıa de una variedad.
En general, si M es el ĺımite de una sucesión de variedades riemannia-
nas con la misma dimensión que M , decimos que M es suavizable. Se
sabe que todo espacio de Alexandrov de 2-dimensional es suavizable, al
igual que toda métrica poliedral de curvatura no negativa en varieda-
des 3-dimensionales, pero sigue siendo un problema abierto encontrar
un proceso para suavizar espacios de Alexandrov en general [25].



ESPACIOS DE ALEXANDROV Y EL PROBLEMA DE ERDŐS-PERELMAN 71

3. El problema de Erdős-Perelman

La siguiente definición se debe a G. Perelman y A. Petrunin [23].

Definición 3.1. Decimos que p ∈ X es un punto extremo si diam(Σp) ≤
π/2.

Los ejemplos protot́ıpicos de puntos extremos son los vértices de po-
litopos convexos en Rn tales que todos los ángulos entre aristas que
pasan por tales vértices son a lo más π/2. El lector puede pensar en
los vértices de un cubo o de un tetraedro para tener una imagen más
concreta.

Otra familia de ejemplos son las órbitas singulares en cocientes de
espacios de Alexandrov de curvatura no negativa por acciones isométri-
cas, discretas y cocompactas (comparar con el corolario 4.1).

Ahora podemos enunciar el problema de Erdős-Perelman.

Teorema 3.1. Si X ∈ Alexn0 entonces X contiene a lo más 2n puntos
extremos.

Este resultado generaliza el teorema 1.1 en el siguiente sentido: sa-
bemos que todo cuerpo convexo en Rn es un espacio de Alexandrov de
curvatura no negativa, en particular, si P = conv(S) para algún S ⊂ Rn

con la propiedad de que ∠pipjpk ≤ π/2 para todo {pi, pj, pk} ⊂ S (co-
mo en la demostración del teorema 1.1) entonces P ∈ Alexn0 y S es el
conjunto de puntos extremos en P . Aplicando el teorema 3.1 obtenemos
la conclusión del teorema 1.1.

A continuación, desarrollamos una demostración de este resultado
basados en [17]. Para comenzar, necesitamos el siguiente lema que in-
tuitivamente afirma que si construimos ((copias homotéticas)) del espa-
cio X con factor 1/2 respecto a dos puntos extremos distintos, estas
tienen interiores disjuntos:

Lema 3.1. Sean p1, p2 ∈ X puntos extremos. Sean x, y ∈ X tales
que y es el punto medio de una geodésica minimizante [p1x]. Entonces
d(p1, y) ≤ d(p2, y).

Demostración. Consideremos un triángulo de comparación 4p̃1p̃2x̃ en
R2. Sabemos que ∠x̃p̃2p̃1 ≤ ∠xp2p1 por el teorema 2.1 y como p2 es
un punto extremo, se sigue que ∠x̃p̃2p̃1 ≤ π/2. En particular, si ỹ es
el punto medio de p̃1x̃ y r := d(p1, y) entonces p̃2 no puede estar en el
interior del ćırculo con centro en ỹ y radio r, es decir, d(p̃2, ỹ) ≥ r. Por la
definición 2.1, se sigue que d(p2, y) ≥ r, es decir, d(p2, y) ≥ d(p1, y).

Demostración del Teorema 3.1. Consideremos primero el caso en que
X es compacto, de modo que vol(X) < ∞. Definimos las celdas de
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Figura 3. p̃2 no puede estar dentro del ćırculo de radio r y centro ỹ.

Voronoi asociadas a un conjunto finito de puntos extremos {p1, . . . , pN}
como

Qi = {x ∈ X : d(pi, x) ≤ d(pj, x), j = 1, . . . , N}.
El lema 3.1 prueba que el conjunto

Pi = {x ∈ X : x es punto medio de alguna geodésica minimizante [piy]}
está contenido en Qi. Dado que los espacios de Alexandrov son no
ramificantes (es decir, que si dos geodésicas minimizantes se intersecan
en un intervalo no trivial entonces alguna está contenida en la otra) [6],
está bien definida la función φ : Pi → X tal que x es punto medio de la
geodésica minimizante [pφ(x)]. Además, φ es suprayectiva dado que X
es geodésico y para cualquier punto y ∈ X podemos encontrar alguna
geodésica minimizante [py] y tomar su punto medio como un elemento
en φ−1(y). Más aún, por comparación de triángulos es claro que

d(φ(x1), φ(x2)) ≤ 2 · d(x1, x2)

para cualesquiera x1, x2 ∈ X. Por el lema 2.2,

vol(Pi) ≥
1

2n
vol(X).

Ahora bien, dado que Pi ⊂ Qi y las celdas Qi cubren a X, entonces

vol

(⋃
i

Qi

)
≤ vol(X) y vol(Qi) ≥

1

2n
vol(X)

Finalmente, como los conjuntosQi yQj tienen interiores disjuntos siem-
pre que i 6= j, entonces

vol

(⋃
i

Qi

)
=
∑
i

vol(Qi)

y concluimos como en la prueba del teorema 1.1.
Para el caso en que X no es compacto, bosquejamos la idea de la

prueba: fijando un punto cualquiera p ∈ X, una consecuencia de la no
compacidad es que existe al menos un rayo que emana de p, es decir,
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una trayectoria de la forma c : [0,∞) → X tal que c(0) = p y c|[s,t] es
una geodésica minimizante para cualesquiera s < t.

Ahora bien, para cada rayo c que emana de p, podemos definir la
función de Busemann asociada bc : X → R como

bc(q) = ĺım
t→∞

t− d(q, c(t)).

Una consecuencia de que X ∈ Alex0 es que bc es una función convexa,
es decir, que para cualquier geodésica minimizante σ : [a, b] → X la
composición bc ◦ σ : [a, b]→ R es una función convexa.

En particular, si definimos f : X → R como

f(q) = sup
c
bc(q),

donde el supremo se toma sobre todos los rayos c que emanan de p,
entonces f también es convexa. Más aún, los conjuntos de subnivel
Ct := f−1((−∞, t]) son convexos (es decir, para cualesquiera x, y ∈ Ct

todas las geodésicas minimizantes entre x y y están contenidas en Ct),
compactos (si alguno no fuera compacto, seŕıa posible construir un rayo
dentro de él, lo cual es absurdo) y satisfacen que X =

⋃
t>0Ct.

Por todo lo anterior, si p1, . . . , pN son puntos extremos en X, po-
demos elegir t suficientemente grande tal que Ct contiene a todos los
pi. Por las propiedades de Ct antes descritas, se tiene que Ct ∈ Alex0

es compacto y de dimensión a lo más n. Por lo tanto, gracias al caso
compacto, se sigue que N ≤ 2n.

4. El caso extremo del problema de Erdős-Perelman

Es natural preguntarse cómo son aquellos espacios de Alexandrov en
los que se tiene el máximo número posible de puntos extremos. Por
ejemplo, para el caso de dimensión 2, podemos pensar en la superficie
de un tetraedro regular; es claro que en el interior de las caras y en el
interior de las aristas siempre existen direcciones con ángulo π, mientras
que en los vértices podemos considerar las direcciones generadas por
una arista y la bisectriz interna del ángulo formado por las otras dos
aristas que pasan por el vértice (en la figura 4, estas direcciones están

dadas por
−→
PQ y

−→
PR). Estas direcciones tienen ángulo π/2 y claramente

es el mayor ángulo posible desde P .
Para responder esa pregunta de manera general, debemos hacer pri-

mero un par de comentarios extras sobre los espacios de Alexandrov.
En primer lugar, una de las propiedades más importantes de la familia

de espacios de Alexandrov es su estabilidad bajo cocientes por ciertas
acciones de grupos. En general, si un grupo Γ actúa sobre un espacio
X, escribimos Γ y X. Tenemos entonces el siguiente resultado [6].
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Figura 4. Direcciones diametralmente opuestas en un vértice de un tetrae-
dro.

Teorema 4.1. Sea X ∈ Alexk y sea Γ y X una acción por isometŕıas
y con órbitas cerradas. Entonces X/Γ ∈ Alexk, donde a este cociente lo
dotamos de la métrica

ρ(Γ(p),Γ(q)) = ı́nf{d(p, r) : r ∈ Γ(q)}.

Un caso particular de este resultado se tiene al considerar acciones
discretas, isométricas y cocompactas ; esto último quiere decir que el
cociente X/Γ sea compacto. Dada una acción Γ y X de este tipo,
decimos que un punto p ∈ X es una órbita singular si Γ(p) = {p}.

Con esta terminoloǵıa, una consecuencia del problema de Erdős-
Perelman es que podemos acotar el número de órbitas singulares de
este tipo de acciones (comparar con el ejemplo 2 después del teorema
5.1).

Corolario 4.1. Sea Γ y Rn una acción cocompacta de un grupo dis-
creto de isometŕıas. Entonces hay a lo más 2n órbitas singulares.

En general, decimos que un espacio compacto X ∈ Alexn0 que tiene
exactamente 2n puntos extremos es una n-caja. En [17], N. Lebedeva
obtuvo los siguientes resultados sobre n-cajas.

Teorema 4.2. Para cada n-caja existe un grupo Γ y una acción discre-
ta, isométrica y cocompacta Γ y Rn tal que dicha n-caja es isométrica
a Rn/Γ.

Más aún, N. Lebedeva pudo decir cuáles son los posibles grupos Γ en
el teorema anterior. Para ello, hay que considerar el grupo de Coxeter
del n-cubo unitario Qn en Rn, es decir, el grupo de isometŕıas en Rn

generado por las reflexiones respecto a las caras de Qn. Denotamos
dicho grupo por Cox(Qn). Entonces se tiene lo siguiente:

Teorema 4.3. Sea Γ y Rn una subacción de Cox(Qn) y Rn, de tal
manera que cada vértice del cubo unitario es un punto fijo aislado para
algún subgrupo de Γ. Entonces Rn/Γ es una n-caja. Más aún, toda
n-caja se obtiene de una acción como la anterior o una acción af́ın-
conjugada a una de las anteriores.
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Resulta que todas las acciones Γ y Rn descritas en el teorema 4.3
se pueden obtener como sigue: sea S un subconjunto de caras de Qn de
modo que cada vértice v ∈ Qn es la única intersección de las caras en
S que contienen a v; entonces el conjunto de reflexiones respecto a las
caras en S generan una acción como la deseada.

Más aún, las acciones af́ın-conjugadas de las acciones antes descritas
se obtienen considerando métricas en Rn que son invariantes bajo las
reflexiones en las caras de S. Más expĺıcitamente, se deben conside-
rar reescalamientos de la métrica euclidiana en Rn en las direcciones
perpendiculares a las caras contenidas en S.

Esto permite, por ejemplo, dar una clasificación de n-cajas para va-
lores pequeños de n:

1. Para n = 1, las únicas n-cajas son los intervalos cerrados de todas
las longitudes.

2. Para n = 2 hay dos familias de n-cajas: el cuadrado con la métri-
ca reescalada vertical y horizontalmente de manera independiente
(es decir, todos los rectángulos), de modo que se tiene una fami-
lia 2-dimensional, y el tetraedro unitario con métricas tales que
cada par de aristas opuestas miden lo mismo (poliedros también
conocidos como disfenoides). Esta última familia es claramente
3-dimensional.

3. Para n = 3 hay cinco n-cajas (módulo la elección de la métrica
af́ın): el cubo; el cubo doble (que se obtiene pegando dos cubos por
la frontera); el cubo doble por cinco caras (que se obtiene pegando
dos cubos por cinco de sus caras en la frontera); el producto del
cubo doble con el intervalo unitario y, por último, el cociente del
3-toro por la simetŕıa central. Estas familias tienen dimensiones
3, 3, 3, 4 y 6.

Véase [17] para más detalles sobre la clasificación anterior.

5. Conjuntos extremos

En esta sección platicamos sobre los conjuntos extremos en espacios de
Alexandrov, que generalizan la idea de los puntos extremos. El objetivo
principal es dar una idea de algunas herramientas avanzadas que se
usan en la teoŕıa de espacios de Alexandrov para motivar al lector en el
estudio de esta bonita rama de la geometŕıa métrica. Recomendamos
las referencias [16, 25] para una discusión más detallada sobre conjuntos
extremos y los resultados presentados en esta sección.

Para hablar de los conjuntos extremos en un espacio de Alexandrov,
primero es necesario hacer un par de comentarios sobre la familia de
funciones semicóncavas y sus flujos gradiente.
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Más precisamente, tenemos la siguiente definición:

Definición 5.1. Dado un espacio X ∈ Alexk, decimos que una función
f : X → R es semicóncava si para cada x ∈ X existe una vecindad
Ωx y λx ∈ R tal que f |Ωx es λx-cóncava. Esto último significa que la
función f |Ωx es localmente Lipschitz y satisface que

t 7→ f ◦ γ(t)− λx
2
· t2

es cóncava para cada geodésica minimizante γ en Ωx.

La razón de que estas funciones tengan especial importancia en es-
te contexto es principalmente que las funciones distancia de la forma
distp(q) := d(p, q) son semicóncavas y mucha información geométrica
está contenida de forma sucinta en este tipo de funciones. Además,
gracias al trabajo de G. Perelman y A. Petrunin [22, 25], es posible
desarrollar una maquinaria de cálculo diferencial para funciones se-
micóncavas.

q

Φt
f (p)

M

p

∇pf

Figura 5. Función distancia en una variedad M .

Por ejemplo, para este tipo de funciones se puede definir un campo
vectorial gradiente p 7→ ∇pf ∈ TpX y un flujo gradiente (p, t) 7→
Φt

f (p) ∈ X como objetos que, en un sentido muy preciso, satisfacen la
siguiente identidad

∇pf =
d

dt

∣∣∣∣
t=0+

Φt
f (p).

Podemos ilustrar el significado geométrico de estos campos gradiente
considerando funciones distancia en variedades: si M es una variedad
riemanniana, fijamos q ∈M y definimos f = distq, entonces, usando el
lema de Gauss [24], es posible demostrar que

|∇pf | = 1, ∀ p ∈M,

y que el flujo gradiente Φt
f está dado por geodésicas radiales desde q

(véase la figura 5).
Con tales formalismos, podemos ahora introducir los conjuntos ex-

tremos.
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Definición 5.2. Decimos que un conjunto cerrado E ⊂ X es un conjunto
extremo si para cualquier función semicóncava f : X → R, cualquier
t ≥ 0 y cualquier p ∈ E, se tiene que Φt

f (p) ∈ E.

Como se enfatizó anteriormente, los espacios de Alexandrov son ge-
neralizaciones de las variedades riemannianas. Una manera de precisar
en qué medida un espacio de Alexandrov no es una variedad y que a
la vez nos da información geométrica valiosa del espacio es a través
de estos conjuntos extremos. En [25], A. Petrunin da una visión muy
intuitiva de todo esto:

Imagina que quieres mover una caja pesada empujándola
dentro de una habitación vaćıa. Si la caja está en medio de
la habitación, puedes empujarla en cualquier dirección. Sin
embargo, una vez que la caja se encuentra con una pared,
no puedes empujarla de vuelta al centro; y una vez que se
encuentra con una esquina, no puedes empujarla en ninguna
dirección. Lo mismo sucede si uno intenta mover un punto en
un espacio de Alexandrov siguiendo un flujo gradiente, pero
el papel de las paredes lo juegan los conjuntos extremos.

Figura 6. Los flujos gradientes se limitan en las paredes y se frenan en las
esquinas.

La razón por la que este asunto de los conjuntos extremos viene a
colación es la siguiente equivalencia [12, 25].

Teorema 5.1. Un conjunto cerrado E ⊂ X es extremo si y solo si para
cada q ∈ X \E se satisface lo siguiente: si distq|E tiene un mı́nimo local
en p ∈ E, entonces ∠qpx ≤ π/2 para todo x ∈ X.

En particular, dado un punto p ∈ X, el conjunto {p} es extremo si y
solo si para cada q ∈ X y cada x ∈ X se tiene que ∠qpx ≤ π/2, lo cual
es equivalente a que diam(Σp) ≤ π/2. En otras palabras, el conjunto
{p} es extremo si y solo si el punto p es extremo (de hecho, cualquier
conjunto finito de puntos en X es extremo si y solo si cada punto es
extremo; comparar con el ejemplo 3 abajo). De esta manera, vemos que
las definiciones 3.1 y 5.2 son consistentes.
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Más en general, tenemos los siguientes ejemplos de conjuntos extre-
mos [25]:

1. El espacio total X, la frontera ∂X y el conjunto vaćıo son conjun-
tos extremos.

2. Si Γ es un subgrupo cerrado del grupo de isometŕıas de X, y XΓ

es el conjunto de puntos fijos por Γ, entonces la imagen de XΓ en
X/Γ es un conjunto extremo.

3. Si E y F son conjuntos extremos, entonces E ∩F , E ∪F y E \ F
también son extremos.

Dada una función semicóncava f : X → R y p ∈ X, decimos que
p es un punto cŕıtico para f si ∇pf = op, donde op es el vértice del
cono TpX. De otro modo, decimos que p es un punto regular para f
y denotamos por Xreg(f) al conjunto de puntos regulares para f . Con
esta terminoloǵıa, podemos enunciar el lema de Morse para funciones
semicóncavas.

Teorema 5.2. Sea f : Ω ⊂ X → R una función semicóncava. Enton-
ces f |Xreg(f) : Xreg(f) → R es localmente un haz fibrado en el siguiente
sentido: para cada p ∈ Xreg(f) existe una vecindad Ωp ⊂ Ω y un ho-
meomorfismo h : f−1(f(p))× f(Ωp)→ Ωp tal que f ◦ h(y, f(x)) = f(x)
para todo x ∈ Ωp, y ∈ f−1(f(p)).

En pocas palabras, las funciones semicóncavas en espacios de Ale-
xandrov se pueden ver localmente como proyecciones sobre R, al menos
cerca de sus puntos regulares.

Una aplicación de la teoŕıa de conjuntos extremos y el lema de Morse
es el siguiente teorema de la esfera [25]. Este teorema generaliza un
teorema de K. Grove para variedades riemannianas [14].

Teorema 5.3. Sea X ∈ Alexn1 tal que diam(X) > π/2 y X no tiene
conjuntos extremos. Entonces X es homeomorfo a una esfera.

Se pueden formular versiones del lema de Morse para familias de
funciones más generales [16, 18, 19, 20, 25], pero dichas formulaciones
requieren tecnicismos que escapan del objetivo y alcance de este art́ıcu-
lo. Las versiones más generales del lema de Morse son fundamentales
en las demostraciones de los teoremas 2.4 y 2.5 [16, 18]. Más aún, V.
Kapovitch demostró una versión del lema de Morse relativa a conjuntos
extremos [16], con lo cual se pueden demostrar los siguientes resultados
que generalizan los teoremas antes mencionados.

Teorema 5.4. Sea X un espacio de Alexandrov y sea E ⊂ X un con-
junto extremo. Entonces E se puede estratificar en variedades topológi-
cas.
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Esta estratificación es un refinamiento de la estratificación en el teo-
rema 2.4, pues se puede demostrar que la cerradura de cada estrato X`

en el teorema 2.4 es un conjunto extremo [23].

Teorema 5.5. Sea Xi ∈ Alexnk una sucesión y X ∈ Alexnk tales que

Xi
GH−→ X y sean Ei ⊂ Xi y E ⊂ X conjuntos extremos tales que

Ei → E bajo la convergencia Xi
GH−→ X. Entonces el par (Xi, Ei) es

homeomorfo a (X,E) para i suficientemente grande.

Este resultado extiende el teorema de estabilidad de Perelman a los
conjuntos extremos.

Concluimos este trabajo con un resultado de T. Fujioka sobre cotas
uniformes para el tamaño de los conjuntos extremos en espacios de
Alexandrov [12].

Teorema 5.6. Dados n, k,D, existe una constante C = C(n, k,D) tal
que para todo X ∈ Alexnk con diamX ≤ D se tiene lo siguiente:

1. El número de conjuntos extremos en X es a lo más C.
2. El número de Betti total de cualquier conjunto extremo en X es a

lo más C.
3. La medida de Hausdorff m-dimensional de cualquier conjunto ex-

tremo m-dimensional en X es a lo más C.

Usando el problema de Erdős-Perelman se puede ver que, si X ∈
Alexn0 entoncesX tiene a lo más 22n conjuntos extremos 0-dimensionales,
y cada uno tiene número de Betti total y medida de Hausdorff 0-
dimensional menor o igual que 2n. Por lo tanto, vemos que el teorema
5.6 generaliza el problema de Erdős-Perelman.
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