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En [9], P. Erdds propuso una lista de problemas abiertos en teorfa de
nimeros, analisis y geometria. En particular, el problema 17 de su lista
conjeturaba lo siguiente:

Si S es un conjunto de 2" + 1 puntos en R™ entonces tres de
ellos forman un angulo obtuso.

Este problema fue resuelto por L. Danzer y B. Griinbaum usando un
elegante argumento de geometria convexa [7].

Por otro lado, en la teorfa de espacios de Alexandrov con curvatura
acotada inferiormente, un concepto de gran importancia es el de los
conjuntos extremos. En este contexto, haciendo ligeras modificaciones
al argumento de L. Danzer y B.Griinbaum para el problema anterior,
G. Perelman demostré que el nimero de puntos extremos en un espacio
de Alexandrov con curvatura no negativa es a lo més 2" [21]. Este es el
problema de Erdos-Perelman.

En este articulo bosquejamos ambas demostraciones, la de L. Danzer
y B. Griinbaum y la de G. Perelman, para ilustrar esta curiosa conexion
entre dos ramas de la geometria, y damos un breve paseo por la teoria
de espacios de Alexandrov como una invitaciéon al lector a profundizar
en este topico.

La estructura del articulo es la siguiente: en la seccién [1] exponemos
la demostracion de la conjetura original de P. Erdds. Posteriormente, en
la seccioén [2 revisamos algunos elementos basicos de la teoria de espacios
de Alexandrov, para luego, en la seccién [3| enunciar y demostrar el pro-
blema de Erd&s-Perelman. En la seccién M discutimos un caso extremo
del problema de Erdés-Perelman, a saber, aquellos espacios de Alexan-
drov compactos con curvatura no negativa que tienen la mayor cantidad
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posible de puntos extremos. Finalmente, en la seccion [5| platicamos so-
bre el concepto de conjuntos extremos en espacios de Alexandrov, y
algunos resultados que generalizan toda la discusion anterior.

1. El problema de Erdoés: una prueba de El libro

El problema de Erdds es el siguiente resultado de geometria euclidiana.

Teorema 1.1. Si S es un conjunto de 2" 4+ 1 puntos en R™ entonces
tres de ellos forman un dngulo obtuso.

Este problema surgié de estudiar la funcién

aq(k) = méximo angulo « € [0, 7] tal que entre cualesquiera k puntos
de R? existen tres que forman un dngulo mayor a .

P. Erd6s y G. Szekeres demostraron que

iy =2 (1),

pero se sabe muy poco de a4(k) en general. Por ejemplo, con esta
notacion, el problema de Erdés afirma que o, (2" + 1) > 7/2, pero el
valor preciso de «,(2" 4 1) no se conoce (véase [10, [11]). Esto nos lleva
a considerar otro problema relacionado: evaluar la funcion

h(d) = menor nimero k € N tal que entre cualesquiera k
puntos de R? existen tres que forman un dngulo igual o mayor
am/2.

Se sabe que h(2) = 4 y h(3) = 6, pero hasta donde el autor sabe, no
existen avances considerables para el caso general.

La solucién original de Erdds en [7] esta escrita en alemén; una ver-
sién en inglés puede encontrarse en [I]. Esta ltima referencia es notable
debido a que se trata de un libro escrito en honor al mismo P. Erdos,
a quien se le atribuye la afirmacién de que, si Dios existe, debe guar-
dar en secreto las demostraciones mas elegantes de toda la matemética
en un libro. A continuacién bosquejamos el argumento utilizado en la
referencia [1J.

Demostracion del teorema [l 1. Primero observamos que el enunciado
del teorema es equivalente a demostrar que, si S es un conjunto de
puntos en R” tal que Zp;p;pr, < 7/2 para todo {p;, pj, pr} C S, entonces
S tiene a lo mas 2" puntos.

Para demostrar esto, consideramos S’ = {p1, ..., py} un subconjunto
finito de S'y P = conv(S’), la envolvente convexa de S’, que resulta ser



ESPACIOS DE ALEXANDROV Y EL PROBLEMA DE ERDOS-PERELMAN 65

b1 b2

Figura 1. P; y P, tienen interiores disjuntos.

un politopo compacto y convexo en R". Luego, podemos definir

1
P = {ﬁ(x—y) ER”:x,yEP},
la simetrizacion de Minkowski de P, que a su vez es un politopo com-
pacto, convexo y simétrico respecto al origen de R™, con la propiedad
de que P* + p; y P* + p; tienen interiores disjuntos siempre que i # j.

Usando la convexidad de P*, se puede demostrar que P*+p; contiene
a 1(pi + p;) para todo p; € S, de modo que los politopos

1 1 .

P; = 5( + p;) = conv ({5(10Z +p;)ipi € S}) C P* +p;,
también tienen la propiedad de que P; y P; tienen interiores disjuntos
siempre que i # j (véase la figura [1)).

Sin embargo, los politopos P; estan contenidos en P por convexidad,
y son copias homotéticas de P por un factor de %, de modo que

N
1
vol (U Pj> <vol(P) y vol(P;) = 2—nvol(P). (1)
j=1
Por otro lado, dado que los politopos P; tienen interiores disjuntos por
parejas,

N N
vol (U Pj> = vol(P;) (2)
j=1 j=1
Combinando y con el hecho de que P es compacto, y que por
lo tanto 0 < vol(P) < oo, se sigue que N < 2". Finalmente, como
N = #5"y S’ es un subconjunto finito arbitrario de S, concluimos que
de hecho S es finito y que #S5 < 2™. n

Nota 1.1. Obsérvese que el caso particular en el que S consta de los
2™ wértices de un cubo n-dimensional muestra que la cota para la car-
dinalidad de S en la demostracion anterior es optima.
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2. Espacios de Alexandrov

Como se menciono antes, el problema de Erdds-Perelman es un resulta-
do sobre puntos extremos en espacios de Alexandrov con curvatura no
negativa. En esta secciéon veremos algunos hechos preliminares acerca
de dichos espacios para luego, en la seccion 3, enunciar y demostrar el
problema de Erdés-Perelman.

Los espacios de Alexandrov son espacios métricos con una nocién
sintética de curvatura acotada inferiormente. Estos espacios surgen de
manera natural al considerar limites de ciertas sucesiones de variedades
riemannianas, vistas como elementos de la clase de espacios métricos,
que a su vez estd dotada de la métrica de Gromov-Hausdorff. En este
sentido, podemos pensar que los espacios de Alexandrov se encuentran
en la frontera de la geometria riemanniana, aunque en general no tie-
nen una estructura tan regular como las variedades, de modo que para
estudiarlos suele ser necesario emplear otras técnicas.

Pueden encontrarse excelentes introducciones a este tema en [3, 4 [3]
0, 26] . El contenido de esta seccién esta basado en dichas referencias.

Para comenzar, el contexto en el que nos encontramos es el de los
espacios métricos y nos interesa la nocion de geodésica minimizante,
es decir, una curva cuya longitud realiza la distancia entre sus puntos
extremos.

Maés formalmente, dado un espacio métrico (X,d) y una curva =y :
la,b] — X, podemos definir la longitud de v como

Lq(7) = sup Z d(y(ti=1),7(t:))

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas a = ¢y <
ty < ... <t, = b del intervalo [a,b]. De esta manera, una geodésica
minimizante entre los puntos p,q € X es una curva 7y que une dichos
puntos con la propiedad de que

Lq(v) = d(p, q).

Si cualquier par de puntos en X puede unirse con una geodésica minimi-
zante, decimos que X es un espacio geodésico. Todos los espacios en lo
subsecuente seran geodésicos y, por simplicidad, también supondremos
que son completos.

Las variedades riemannianas completas y conexas de dimensién finita
son los ejemplos tipicos de espacios geodésicos gracias al teorema de
Hopf-Rinow. En dicho caso, se sabe que

L) = [ bl de ®)
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donde 7 es una curva diferenciable a trozos y d es la funcién distancia
inducida por la métrica riemanniana [g].

La identidad tiene la siguiente generalizacién a espacios geodési-
cos [2l, 13].

Lema 2.1. Si~y : [a,b] — X es una curva Lipschitz entonces la rapidez
métrica

existe para casi todo t € [a,b] y

b
L) = [ b de.

En el caso particular de que v sea una geodésica minimizante, siempre
puede suponerse que |Y'(t)| = 1 para casi todo t € [a,b] y por tanto

Ld(’y) =b—a.

Esto es solo un ejemplo de muchas nociones diferenciables que pueden
generalizarse al contexto de espacios métricos. Referimos al lector a
[2, 13, 15] para un estudio detallado de las propiedades diferenciables
de primer orden que uno puede estudiar en este contexto generalizado.

Por otro lado, una clase importante de variedades son los espacios
modelo M}, a saber, las variedades completas simplemente conexas de
curvatura constante k para cada k € R. Estos espacios estan completa-
mente clasificados: el n-espacio euclidiano cuando k = 0, la n-esfera 6
el n-espacio hiperbélico con la métrica reescalada de manera adecuada
cuando k£ > 0 6 k < 0, respectivamente.

Consideremos ahora la nocién de un tridngulo geodésico Aabc en
X, es decir, la eleccién de tres puntos a,b,c € X y tres geodésicas
minimizantes [ab], [bc], [ca] entre cada par de dichos puntos. Dado un
tridngulo geodésico Aabc en X, un tridngulo de comparacion en M} es
un triangulo geodésico Agabe := Aabé en MY tal que d(a,b) = d(a, b),
d(b,c) = d(b, ) y d(c,a) = d(¢,a).

Con esta terminologia, podemos introducir los espacios de Alexan-
drov.

Definicion 2.1. Un espacio geodésico (X, d) es un espacio de Alexandrov
de curvatura mayor o igual que k, lo cual denotamos como (X,d) €
Alex;, o simplemente X € Alexy, si cada punto x € X tiene una vecindad
U, con la siguiente propiedad: dado un tridangulo geodésico Aabc en U,
y un tridngulo de comparacién Agabe en M7, se satisface que

d(a,p) > d(a,p)

para todo p € [bd] y p € [be] tales que d(b, p) = d(b, p).
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Figura 2. Comparacién de distancias.

Dado un tridngulo geodésico Aabe en X, denotamos por Ziabe el
angulo correspondiente al vértice b en el tridngulo de comparacion
Arabe. En general, es posible definir el dngulo de Alexandrov entre dos
geodésicas minimizantes o y 8 que parten de un mismo punto p € X
como

Z(a, B) = limsup Zra(s)pB(t).
s,t—0
Ademas, si a = [yz] y f = [yz] entonces escribimos Zzyz para denotar
el angulo de Alexandrov Z(a, ).

A partir de la definicién se puede demostrar el siguiente teorema

de comparacién de angulos.

Teorema 2.1. Sea X € Alex;, y x € X. Entonces existe una vecindad
U, de x tal que, si Aabc es un tridngulo geodésico en U,, entonces

Zabe > Zkabc, Lbca > Zkbca, Zcab > chab

Una consecuencia importante de la hipotesis de completez en la teoria
de espacios de Alexandrov es el siguiente teorema de globalizacion.

Teorema 2.2. Sea X € Alex,. Entonces en la definicion y en el
teorema y [2.1 podemos elegir U, = X.

Los ejemplos prototipicos de espacios de Alexandrov con curvatu-
ra mayor o igual que k son precisamente las variedades riemannianas
con curvatura seccional acotada inferiormente por k. Otros ejemplos
sencillos son los poliedros convexos en R? o, mas en general, politopos
convexos en R™; en estos casos, tenemos espacios de Alexandrov con
curvatura no negativa.

Otros ejemplos, que en realidad son construcciones geométricas im-
portantes en la teoria, son el espacio de direcciones y el cono tangente
a un espacio de Alexandrov dado en un punto dado. A saber, si X es
un espacio de Alexandrov y p € X, podemos considerar el conjunto
de geodésicas minimizantes que emanan de p € X, identificar entre si
aquellas que forman angulo de Alexandrov igual a cero, y obtener asi
un espacio métrico con la métrica dada por el angulo de Alexandrov.
La completacion de dicho espacio es lo que se conoce como el espacio de
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direcciones de X en p, denotado por ¥, X. Asi mismo, el cono tangente
a X en p, denotado por T,X, se define como el cono topolégico sobre
¥,(X), es decir,

T,X =%, x [0,00)/{(v,0) ~ (w,0))
dotado de la métrica dada por la ley de cosenos, es decir,
d((a,s), (B,t))* = s* + 1* — 2st cos Z(a, B).

El lector puede pensar en el caso en que X es una variedad riemanniana.
En ese caso, el cono tangente 7, X no es otra cosa que el espacio tangente
a X en p, mientras que el espacio de direcciones ¥, X coincide con la
esfera unitaria en 7, X. En general, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.3. St X € Alex; yp € X, entonces X,X € Alex’ ™ es
compacto y diam(3,X) < 7, mientras que T,X € Alexg.

En el enunciado anterior, la notacion X € Alex; hace referencia a que
X tiene dimension de Hausdorff igual a n. La dimension de Hausdorft
es una nocién de dimension bastante natural en el contexto de espacios
métricos. En el caso particular de los espacios de Alexandrov, se puede
demostrar que la dimensién de Hausdorff siempre es un ntimero entero
o infinita [6]. Este resultado es importante para nosotros, pues enun-
ciaremos el problema de Erdds-Perelman para espacios de Alexandrov
de dimensioén finita.

Por 1ltimo, la medida de Hausdorff nos da una nocién conveniente
de volumen para espacios de Alexandrov, y en general, para espacios
métricos. Esta medida tiene la siguiente propiedad respecto a las fun-
ciones de Lipschitz:

Lema 2.2. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos n-dimensionales
y sea f: X — Y wuna funcion C-Lipschitz (es decir, que satisface la
desigualdad dy (f(x), f(2')) < C-dx(x,2") para cualesquiera x,x’ € X ).
Entonces

voly (f(X)) < C" - volx(X).

Notese que en este lema y en lo subsecuente, siempre que X tenga
dimensién de Hausdorff igual a n, denotamos por volx la medida de
Hausdorff n-dimensional en X.

En este punto ya tenemos todas las definiciones y resultados ne-
cesarios para enunciar y bosquejar la demostracién del problema de
Erdés-Perelman. En lo que resta de la seccién platicamos sobre algunos
resultados relevantes en la teoria de espacios de Alexandrov tinicamente
para ilustrar la geometria de dichos espacios.

El primer resultado que queremos comentar nos dice que los espacios
de Alexandrov de dimension finita pueden estratificarse en variedades
topologicas.
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Teorema 2.4. Sea X € Alex.. Entonces X se puede estratificar en va-
riedades topoldgicas. Esto quiere decir que existe una particion {X;}Y,
de X tal que:

1. Cada X; es una variedad topoldgica

2. n=dimX; >dimX,; > - >dim Xy

3. Para cada k = 1,...,N el conjunto X;” = Ufik X, es cerrado en
X.

La estratificacion en el teorema [2.4] se puede describir como sigue: X
es el conjunto de puntos que tienen una vecindad euclidiana en X; X,
es el conjunto de puntos en X \ X; que tienen una vecindad euclidiana
de dimensién méxima en X \ Xy, y asi sucesivamente.

Por otro lado, uno de los resultados mas profundos en la teoria es el
siguiente teorema de estabilidad de Perelman.

Teorema 2.5. Sean X; € Alex; una sucesion y X € Alex; tales que

GH . )
X, — X. Entonces X; es homeomorfo a X para i suficientemente

grande.

Las demostraciones de los teoremas y son bastante técnicas y
estan basadas en el estudio de ciertas familias de funciones y una version
adecuada de la teoria de Morse [16], [18]. En la seccién 5 damos una idea
breve acerca de estas herramientas avanzadas y también veremos que
es posible generalizar estos resultados a los conjuntos extremos.

Por 1ltimo, mencionamos el siguiente teorema de compacidad en la
topologia de Gromov-Hausdorff [6].

Teorema 2.6 (Compacidad de Gromov). Paran € N, k€ R, D > 0
yv > 0 dados, sea

Alex; (D,v) = {X : X € Alex}, diam(X) < D, vol(X) > v}/isometrias.
Entonces Alex; (D, v) es compacto en la topologia Gromov-Hausdorff.

Un caso particular importante de este resultado es cuando M,; €
Alexi(D,v) es una sucesién de variedades. En ese caso, sabemos que
una subsucesion M;, converge en Gromov-Hausdorff a un limite M €
Alexit (D, v). Por el teorema , M tiene la topologia de una variedad.
En general, si M es el limite de una sucesién de variedades riemannia-
nas con la misma dimension que M, decimos que M es suavizable. Se
sabe que todo espacio de Alexandrov de 2-dimensional es suavizable, al
igual que toda métrica poliedral de curvatura no negativa en varieda-
des 3-dimensionales, pero sigue siendo un problema abierto encontrar
un proceso para suavizar espacios de Alexandrov en general [25].
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3. El problema de Erdos-Perelman

La siguiente definicién se debe a G. Perelman y A. Petrunin [23].

Definicion 3.1. Decimos que p € X es un punto extremo si diam(X,) <
/2.

Los ejemplos prototipicos de puntos extremos son los vértices de po-
litopos convexos en R"™ tales que todos los dngulos entre aristas que
pasan por tales vértices son a lo més 7/2. El lector puede pensar en
los vértices de un cubo o de un tetraedro para tener una imagen mas
concreta.

Otra familia de ejemplos son las orbitas singulares en cocientes de
espacios de Alexandrov de curvatura no negativa por acciones isométri-
cas, discretas y cocompactas (comparar con el corolario .

Ahora podemos enunciar el problema de Erdds-Perelman.

Teorema 3.1. Si X € Alex| entonces X contiene a lo mds 2" puntos
extremos.

Este resultado generaliza el teorema |1.1| en el siguiente sentido: sa-
bemos que todo cuerpo convexo en R™ es un espacio de Alexandrov de
curvatura no negativa, en particular, si P = conv(S) para algin S C R"
con la propiedad de que Zp;p;pr, < 7/2 para todo {p;,pj,pr} C S (co-
mo en la demostracién del teorema entonces P € Alexy y S es el
conjunto de puntos extremos en P. Aplicando el teorema 3.1 obtenemos
la conclusién del teorema [T.11

A continuacion, desarrollamos una demostracién de este resultado
basados en [I7]. Para comenzar, necesitamos el siguiente lema que in-
tuitivamente afirma que si construimos «copias homotéticas» del espa-
cio X con factor 1/2 respecto a dos puntos extremos distintos, estas
tienen interiores disjuntos:

Lema 3.1. Sean p,ps € X puntos extremos. Sean x,y € X tales
que y es el punto medio de una geodésica minimizante [pyx]. Entonces

d(p1,y) < d(p2,y).

Demostracion. Consideremos un triangulo de comparacion Ap,psZ en
R2. Sabemos que ZZpspy < Zxpapy por el teorema y cOmo py es
un punto extremo, se sigue que Zipop; < /2. En particular, si g es
el punto medio de p1Z y r := d(p1,y) entonces ps no puede estar en el
interior del circulo con centro en ¢ y radio r, es decir, d(ps, y) > r. Por la

definicién 2.1} se sigue que d(p2,y) > r, es decir, d(p2,y) > d(p1,y). O

Demostracion del Teorema[3. 1. Consideremos primero el caso en que
X es compacto, de modo que vol(X) < oo. Definimos las celdas de
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Figura 3. P2 no puede estar dentro del circulo de radio r y centro g.

Voronoi asociadas a un conjunto finito de puntos extremos {py,...,pn}
como
Qi ={r e X :d(p;,z) <d(p;,x), j=1,...,N}
El lema [3.1] prueba que el conjunto
P, = {xz € X : x es punto medio de alguna geodésica minimizante [p;y|}

estd contenido en ();. Dado que los espacios de Alexandrov son no
ramificantes (es decir, que si dos geodésicas minimizantes se intersecan
en un intervalo no trivial entonces alguna esté contenida en la otra) [6],
esta bien definida la funcion ¢ : P; — X tal que z es punto medio de la
geodésica minimizante [po(z)]. Ademés, ¢ es suprayectiva dado que X
es geodésico y para cualquier punto y € X podemos encontrar alguna
geodésica minimizante [py] y tomar su punto medio como un elemento
en ¢~ '(y). Mds atn, por comparacién de tridangulos es claro que

d(d(z1), d(z2)) < 2-d(21, 72)
para cualesquiera x1, o € X. Por el lema

1
vol(P;) > 2—nv01(X).

Ahora bien, dado que P; C @Q; y las celdas (); cubren a X, entonces

vol (U Q,) <vol(X) y wvol(Q;) > 2invol(X)

Finalmente, como los conjuntos (); y @); tienen interiores disjuntos siem-
pre que i # j, entonces

vol (U Qi) = ZVOI(Qi)

y concluimos como en la prueba del teorema |1.1]

Para el caso en que X no es compacto, bosquejamos la idea de la
prueba: fijando un punto cualquiera p € X, una consecuencia de la no
compacidad es que existe al menos un rayo que emana de p, es decir,
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una trayectoria de la forma c : [0,00) = X tal que ¢(0) = p y |5 €
una geodésica minimizante para cualesquiera s < t.

Ahora bien, para cada rayo ¢ que emana de p, podemos definir la
funcion de Busemann asociada b, : X — R como

be(g) = lim ¢ —d(g, c(t)).

Una consecuencia de que X € Alexy es que b, es una funcién convexa,
es decir, que para cualquier geodésica minimizante o : [a,b] — X la
composicién b. o o : [a,b] — R es una funcién convexa.

En particular, si definimos f : X — R como

flg) = sup be(q),

donde el supremo se toma sobre todos los rayos ¢ que emanan de p,
entonces f también es convexa. Mas atn, los conjuntos de subnivel
C; := f71((—o0,t]) son convexos (es decir, para cualesquiera z,y € C;
todas las geodésicas minimizantes entre x y y estan contenidas en C}),
compactos (si alguno no fuera compacto, seria posible construir un rayo
dentro de €l, lo cual es absurdo) y satisfacen que X = (J,., C.

Por todo lo anterior, si py,...,py son puntos extremos en X, po-
demos elegir ¢ suficientemente grande tal que C; contiene a todos los
p;. Por las propiedades de C; antes descritas, se tiene que C; € Alexg
es compacto y de dimension a lo mas n. Por lo tanto, gracias al caso
compacto, se sigue que N < 2. O

4. El caso extremo del problema de Erdos-Perelman

Es natural preguntarse cémo son aquellos espacios de Alexandrov en
los que se tiene el maximo numero posible de puntos extremos. Por
ejemplo, para el caso de dimensién 2, podemos pensar en la superficie
de un tetraedro regular; es claro que en el interior de las caras y en el
interior de las aristas siempre existen direcciones con dngulo 7, mientras
que en los vértices podemos considerar las direcciones generadas por
una arista y la bisectriz interna del angulo formado por las otras dos
aristas que pasan por el vértice (en la figura , estas direcciones estan

dadas por 1@ y ﬁi) Estas direcciones tienen dngulo 7/2 y claramente
es el mayor dngulo posible desde P.

Para responder esa pregunta de manera general, debemos hacer pri-
mero un par de comentarios extras sobre los espacios de Alexandrov.

En primer lugar, una de las propiedades mas importantes de la familia
de espacios de Alexandrov es su estabilidad bajo cocientes por ciertas
acciones de grupos. En general, si un grupo I' actiia sobre un espacio
X, escribimos I' ~ X. Tenemos entonces el siguiente resultado [6].
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Figura 4. Direcciones diametralmente opuestas en un vértice de un tetrae-
dro.

Teorema 4.1. Sea X € Alex;, y sea I' ~ X una accion por isometrias
y con drbitas cerradas. Entonces X/T' € Alexy, donde a este cociente lo
dotamos de la métrica

p(L'(p), I'(¢)) = inf{d(p,r) : r € T'(q)}.

Un caso particular de este resultado se tiene al considerar acciones
discretas, isométricas y cocompactas; esto ultimo quiere decir que el
cociente X/I" sea compacto. Dada una accién I' ~ X de este tipo,
decimos que un punto p € X es una drbita singular si I'(p) = {p}.

Con esta terminologia, una consecuencia del problema de Erdds-
Perelman es que podemos acotar el nimero de orbitas singulares de
este tipo de acciones (comparar con el ejemplo [2| después del teorema

51).

Corolario 4.1. Sea I' ~ R™ una accion cocompacta de un grupo dis-
creto de isometrias. Entonces hay a lo mas 2™ orbitas singulares.

En general, decimos que un espacio compacto X € Alex; que tiene
exactamente 2" puntos extremos es una n-caja. En [I7], N. Lebedeva
obtuvo los siguientes resultados sobre n-cajas.

Teorema 4.2. Para cada n-caja existe un grupo I' y una accion discre-

ta, 1sométrica y cocompacta I' ~ R™ tal que dicha n-caja es isométrica
a R"/T.

Mas aun, N. Lebedeva pudo decir cuéles son los posibles grupos I' en
el teorema anterior. Para ello, hay que considerar el grupo de Cozeter
del n-cubo unitario Q™ en R", es decir, el grupo de isometrias en R"
generado por las reflexiones respecto a las caras de Q™. Denotamos
dicho grupo por Cox(Q™). Entonces se tiene lo siguiente:

Teorema 4.3. Sea I' ~ R"™ una subaccion de Cox(Q") ~ R", de tal
manera que cada vértice del cubo unitario es un punto fijo aislado para
algin subgrupo de T'. Entonces R"/T' es una n-caja. Mds ain, toda
n-caja se obtiene de una accion como la anterior o una accion afin-
conjugada a una de las anteriores.
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Resulta que todas las acciones I' ~ R" descritas en el teorema 4.3
se pueden obtener como sigue: sea S un subconjunto de caras de Q" de
modo que cada vértice v € Q" es la unica interseccion de las caras en
S que contienen a v; entonces el conjunto de reflexiones respecto a las
caras en S generan una accién como la deseada.

Mas aun, las acciones afin-conjugadas de las acciones antes descritas
se obtienen considerando métricas en R" que son invariantes bajo las
reflexiones en las caras de S. Mas explicitamente, se deben conside-
rar reescalamientos de la métrica euclidiana en R™ en las direcciones
perpendiculares a las caras contenidas en S.

Esto permite, por ejemplo, dar una clasificacién de n-cajas para va-
lores pequenos de n:

1. Para n = 1, las inicas n-cajas son los intervalos cerrados de todas
las longitudes.

2. Para n = 2 hay dos familias de n-cajas: el cuadrado con la métri-
ca reescalada vertical y horizontalmente de manera independiente
(es decir, todos los rectangulos), de modo que se tiene una fami-
lia 2-dimensional, y el tetraedro unitario con métricas tales que
cada par de aristas opuestas miden lo mismo (poliedros también
conocidos como disfenoides). Esta ultima familia es claramente
3-dimensional.

3. Para n = 3 hay cinco n-cajas (médulo la eleccién de la métrica
afin): el cubo; el cubo doble (que se obtiene pegando dos cubos por
la frontera); el cubo doble por cinco caras (que se obtiene pegando
dos cubos por cinco de sus caras en la frontera); el producto del
cubo doble con el intervalo unitario y, por tltimo, el cociente del
3-toro por la simetria central. Estas familias tienen dimensiones
3,3,3,4y6.

Véase [I7] para més detalles sobre la clasificacién anterior.

5. Conjuntos extremos

En esta seccién platicamos sobre los conjuntos extremos en espacios de
Alexandrov, que generalizan la idea de los puntos extremos. El objetivo
principal es dar una idea de algunas herramientas avanzadas que se
usan en la teoria de espacios de Alexandrov para motivar al lector en el
estudio de esta bonita rama de la geometria métrica. Recomendamos
las referencias [16], 25] para una discusién mas detallada sobre conjuntos
extremos y los resultados presentados en esta seccion.

Para hablar de los conjuntos extremos en un espacio de Alexandrov,
primero es necesario hacer un par de comentarios sobre la familia de
funciones semiconcavas y sus flujos gradiente.
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Mas precisamente, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 5.1. Dado un espacio X € Alex;, decimos que una funcién
f X — R es semiconcava si para cada r € X existe una vecindad
Q, v Az € R tal que f|g, es A\,-concava. Esto ltimo significa que la
funcién flq, es localmente Lipschitz y satisface que

A

bt for(t) -5 -t

es concava para cada geodésica minimizante v en €),.

La razon de que estas funciones tengan especial importancia en es-
te contexto es principalmente que las funciones distancia de la forma
dist,(¢) := d(p,q) son semicéncavas y mucha informaciéon geométrica
estd contenida de forma sucinta en este tipo de funciones. Ademas,
gracias al trabajo de G. Perelman y A. Petrunin [22] 25], es posible
desarrollar una maquinaria de calculo diferencial para funciones se-
miconcavas.

Figura 5. Funcién distancia en una variedad M.

Por ejemplo, para este tipo de funciones se puede definir un campo
vectorial gradiente p — V,f € T,X y un flujo gradiente (p,t)
<I>§c (p) € X como objetos que, en un sentido muy preciso, satisfacen la
siguiente identidad

d
Vof = — oL (p).
pf dt ot f (p)
Podemos ilustrar el significado geométrico de estos campos gradiente
considerando funciones distancia en variedades: si M es una variedad
riemanniana, fijamos ¢ € M y definimos f = dist,, entonces, usando el
lema de Gauss [24], es posible demostrar que

|fo’:17 vaMv

y que el flujo gradiente <I>'} estd dado por geodésicas radiales desde ¢
(véase la figura [p]).

Con tales formalismos, podemos ahora introducir los conjuntos ex-
tremos.
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Definicion 5.2. Decimos que un conjunto cerrado £ C X es un conjunto
extremo si para cualquier funcién semiconcava f : X — R, cualquier
t > 0y cualquier p € E, se tiene que ®%(p) € E.

Como se enfatizé anteriormente, los espacios de Alexandrov son ge-
neralizaciones de las variedades riemannianas. Una manera de precisar
en qué medida un espacio de Alexandrov no es una variedad y que a
la vez nos da informacién geométrica valiosa del espacio es a través
de estos conjuntos extremos. En [25], A. Petrunin da una visién muy
intuitiva de todo esto:

Imagina que quieres mover una caja pesada empujandola
dentro de una habitacién vacia. Si la caja estd en medio de
la habitacién, puedes empujarla en cualquier direccion. Sin
embargo, una vez que la caja se encuentra con una pared,
no puedes empujarla de vuelta al centro; y una vez que se
encuentra con una esquina, no puedes empujarla en ninguna
direccion. Lo mismo sucede si uno intenta mover un punto en
un espacio de Alexandrov siguiendo un flujo gradiente, pero
el papel de las paredes lo juegan los conjuntos extremos.

Figura 6. Los flujos gradientes se limitan en las paredes y se frenan en las
esquinas.

La razén por la que este asunto de los conjuntos extremos viene a
colacion es la siguiente equivalencia [12] 25].

Teorema 5.1. Un conjunto cerrado 2 C X es extremo si y solo si para
cada q € X\ E se satisface lo siguiente: si disty|g tiene un minimo local
enp € E, entonces Lqpr < /2 para todo x € X.

En particular, dado un punto p € X, el conjunto {p} es extremo si y
solo si para cada ¢ € X y cada x € X se tiene que Zgpz < 7/2, lo cual
es equivalente a que diam(X,) < 7/2. En otras palabras, el conjunto
{p} es extremo si y solo si el punto p es extremo (de hecho, cualquier
conjunto finito de puntos en X es extremo si y solo si cada punto es

extremo; comparar con el ejemplo [3|abajo). De esta manera, vemos que
las definiciones [3.1] y [5.2] son consistentes.
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Maés en general, tenemos los siguientes ejemplos de conjuntos extre-
mos [25]:

1. El espacio total X, la frontera X y el conjunto vacio son conjun-
tos extremos.

2. Si I' es un subgrupo cerrado del grupo de isometrias de X, y XT
es el conjunto de puntos fijos por I', entonces la imagen de X' en
X/T" es un conjunto extremo.

3. Si E'y F son conjuntos extremos, entonces ENF, EUF y E\ F
también son extremos.

Dada una funciéon semicéncava f : X — Ry p € X, decimos que
p es un punto critico para f si V,f = o0,, donde o, es el vértice del
cono 1, X. De otro modo, decimos que p es un punto regular para f
y denotamos por X,es(f) al conjunto de puntos regulares para f. Con
esta terminologia, podemos enunciar el lema de Morse para funciones
semiconcavas.

Teorema 5.2. Sea f: Q2 C X — R una funcion semiconcava. Enton-
ces [|X(f) : Xreg(f) = R es localmente un haz fibrado en el siguiente
sentido: para cada p € X,o(f) existe una vecindad Q, C Q y un ho-
meomorfismo h: f~1(f(p)) x f(Q,) = Q, tal que foh(y, f(x)) = f(x)
para todo x € Q,, y € fH(f(p)).

En pocas palabras, las funciones semiconcavas en espacios de Ale-
xandrov se pueden ver localmente como proyecciones sobre R, al menos
cerca de sus puntos regulares.

Una aplicacién de la teoria de conjuntos extremos y el lema de Morse
es el siguiente teorema de la esfera [25]. Este teorema generaliza un
teorema de K. Grove para variedades riemannianas [14].

Teorema 5.3. Sea X € Alex] tal que diam(X) > 7/2 y X no tiene
conguntos extremos. Entonces X es homeomorfo a una esfera.

Se pueden formular versiones del lema de Morse para familias de
funciones mas generales [16], [I8, [19] 20, 25], pero dichas formulaciones
requieren tecnicismos que escapan del objetivo y alcance de este articu-
lo. Las versiones mas generales del lema de Morse son fundamentales
en las demostraciones de los teoremas y [16], [18]. Més ain, V.
Kapovitch demostro una versién del lema de Morse relativa a conjuntos
extremos [16], con lo cual se pueden demostrar los siguientes resultados
que generalizan los teoremas antes mencionados.

Teorema 5.4. Sea X un espacio de Alexandrov y sea E C X un con-
junto extremo. Entonces E se puede estratificar en variedades topoldgi-
cas.
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Esta estratificacién es un refinamiento de la estratificacién en el teo-
rema[2.4] pues se puede demostrar que la cerradura de cada estrato X
en el teorema [2.4] es un conjunto extremo [23].

Teorema 5.5. Sea X; € Alex; una sucesion y X € Alex; tales que
X; o x y sean E; C X; y E C X conjuntos extremos tales que

E; — FE bajo la convergencia X; M X Entonces el par (X;, E;) es
homeomorfo a (X, E) para i suficientemente grande.

Este resultado extiende el teorema de estabilidad de Perelman a los
conjuntos extremos.

Concluimos este trabajo con un resultado de T. Fujioka sobre cotas
uniformes para el tamano de los conjuntos extremos en espacios de
Alexandrov [12].

Teorema 5.6. Dados n, k, D, existe una constante C' = C(n, k, D) tal
que para todo X € Alex; con diamX < D se tiene lo siguiente:

1. El numero de conjuntos extremos en X es a lo mas C.

2. El numero de Betti total de cualquier conjunto extremo en X es a
lo mas C'.

3. La medida de Hausdorff m-dimensional de cualquier conjunto ex-
tremo m-dimensional en X es a lo mds C.

Usando el problema de Erdos-Perelman se puede ver que, si X €
Alexj entonces X tiene a lo més 22" conjuntos extremos 0-dimensionales,
y cada uno tiene nimero de Betti total y medida de Hausdorff 0-
dimensional menor o igual que 2". Por lo tanto, vemos que el teorema
[.6] generaliza el problema de Erdds-Perelman.
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