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1. Introduccion

La escala musical diaténica, cuya introduccion y estudio en occidente
se le atribuye al filésofo y matematico Pitagoras [16], 19] se compone
fundamentalmente de las siete notas musicales que, en los paises occi-
dentales de lengua romance, se les conoce como Do, Re, Mi, Fa, Sol,
La y Si, debido a Guido D’Arezzo, un monje benedictino del siglo XI
[13]; o simplemente con las letras C, D, E, F, G, A y B, en los paises
de habla anglosajona [2, 20].

En la actualidad, como ocurre con muchos temas que se dan como
hechos dados, es muy dificil encontrar a alguien que dé una explicacién
clara de, por ejemplo, por qué son siete las notas musicales y no otro
numero. Al respecto, el amable lector puede consultar todas la referen-
cias de este articulo, asi como la bibliografia de cada uno de ellos, o
realizar una simple busqueda en Google, en cualquier idioma, y pue-
de comprobar la abrumadora cantidad de respuestas y posturas, todas
ellas diferentes, de personas més o menos expertas o eruditas, llamense
musicos tedricos, musicos intérpretes, matematicos y fisicos, asi como
de musicos-matematicos y matemadaticos-musicos, dejando igualmente
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azorado o anonadado al interesado y practicamente con la misma pre-
gunta sin responder. |I|

La teoria detras de la musica tiene un origen ancestral que se pier-
de en los albores de la civilizacion humana y, por muy diversas cau-
sas, dificilmente han persistido las verdaderas razones de sus principios
(véase [T, p. 29]).

Una de las circunstancias que en nuestros tiempos ha orillado a este
desconocimiento de las «razones originales» de las cosas es la creciente
complejidad y velocidad en los cambios de nuestro conocimiento en to-
das las disciplinas. La presion pragmatica-utilitaria de nuestros tiempos
nos obliga a adoptar algunas cosas como hechos dados, sin posibilidad,
por falta de tiempo, de profundizar mas en las razones originales de las
cosas. Esto ocurre en todos los campos del conocimiento y la musica
no es la excepcion.

Un panorama sobre la evolucion de las escalas musicales, como las
conocemos en occidente, se puede bosquejar a partir del articulo [3] y
sus referencias. Al respecto, solo mencionaremos que, en relaciéon con
la cultura occidental, la escala diatonica es una referencia fundamental
y que la cantidad de propuestas, tedricas y practicas, en este sentido es
muy numerosa y se encuentran involucrados grandes personajes, tanto
de la musica como de las matemaéticas, incluyendo a Pitagoras, Descar-
tes, Leibniz, Euler, Renau, Bach, entre otros muchos [I}, 13}, 16, 2} 20].
De todas estas propuestas, la que actualmente es el referente estandar
en la musica occidental, por razones de tipo practico, es la denominada
escala temperada.

Asi las cosas, siendo la escala diatonica el punto de partida para otras
(véase Vida pitagorica, 120 [10]), conviene procurar entender cémo es
que se construye y de donde surgen sus notas. A este respecto, en la
literatura sobre teoria matematica de la musica, existen excelentes tra-
bajos de vanguardia que proponen emplear estructuras matematicas
modernas a fin de analizar, estudiar, caracterizar y reconstruir objetos
musicales tales como la triada consonante, la escala diaténica, el mo-
do Jénico (lonian Mode), asi como la dicotomia entre consonancia y
disonancia, entre otros. En toda esta literatura especializada, se con-
sidera a los tonos como elementos dentro de un sistema tonal que se
puede describir mediante un meta-lenguaje sintactico. Trabajos, en es-
te sentido, se pueden encontrar en colectivos de colaboracion como el
de Guerino Mazzola y colaboradores, entre los que destaca el trabajo
de Thomas Noll (véase, por ejemplo, [I4] y [15]). En el mismo sentido,
también destacan los trabajos de David Lewin, desarrollados a partir
de los estudios y propuestas formales de Hugo Riemann (véase, por

1Solo como un ejemplo, ver el sitio: https://es.quora.com/Por-qué-no-podemos-crear-una-
octava-nota-en-la-musica-Por-qué-solo-hay-7-Puede-la-ciencia-crear-la-octava-nota
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ejemplo, [11] y [12]). Muchos de los trabajos de la literatura especiali-
zada también hacen referencia a la construccién de la escala diaténica a
partir de lo que se conoce como el «circulo de quintas» y el empalme de
tetracordios, entre otras propuestas, todas ellas ampliamente conocidas
y aceptadas entre los académicos y estudiosos de nuestra época.
Aunque los autores de este trabajo reconocen el muy pertinente y
valioso trabajo disponible en la literatura especializada, creen que puede
ser interesante para el piblico en general, sobre todo para el publico
no especializado, revisar brevemente alguna propuesta alternativa que
no requiera mas que de conocimientos de aritmética y algebra béasica.
En este sentido, los autores estan convencidos de que los escritos del
francés Antoine Fabre D’Olivet, siendo un erudito orientalista, musico y
tedrico de la musica, que vivio a finales del siglo XVIII e inicios del XIX,
podrian brindar un enfoque diferente y enriquecedor a todo el trabajo
ya existente que es, por demas, ampliamente difundido y aceptado.
En lo que resta de este articulo, en la secciéon [2, se hace una muy corta
contextualizacion de los escritos del autor de referencia, Fabre D’Olivet;
en la seccién [3] se presenta una breve descripcién de los conceptos y
términos basicos referentes a las escalas musicales; en la seccion [ se
explica el desarrollo formal para la construccion de una escala musical
diaténica, a partir de una exégesis de los escritos de Fabre D’Olivet
[7, 5, 6]; en la seccién , se demuestra como la estructura de la escala
diatonica da origen a una buena parte de la terminologia musical actual;
finalmente, en la seccién [0, presentamos nuestras conclusiones.

2. Fabre D’Olivet y su biisqueda de los principios
olvidados de la misica

Fabre D’Olivet fue un erudito suigéneris que vivié a finales del siglo
XVIII y principios del siglo XIX. Siendo un dedicado estudioso de la
cultura y lengua de los pueblos originarios de Europa, Medio Oriente y
Oriente, asi como original compositor y musico practicante, pudo teori-
zar sobre los principios de la misica con una postura abierta y univer-
salista, empatica con visiones de mundo alternativas, a fin de encontrar
soluciones préacticas a problemas concretos. Ya desde su época, su genio
fue muchas veces incomprendido, debido a los prejuicios imperantes. In-
cluso, fue perseguido y hostigado injustamente, fundamentalmente por
motivos politicos, por el mismisimo emperador Napoleén Bonaparte [4].
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Al respecto de la autocomplacencia del materialismo positivista de su
época, D’Olivet sefialé en uno de sus multiples escritos ([7, p. 16])f]

Creen conocer el mundo y no se conocen a si mismos;
balanza en mano, pesan a Saturno y sus satélites y no
pueden calcular la vida de un mosquito; construyen sis-
temas sobre el flujo y reflujo de las mareas del océano
y desconocen como sube la savia en la planta; estable-
cen una mecanica del Universo y no perciben las leyes
providenciales que los sostienen a si mismos.

Ya entrando en materia, al respecto de la falta de conocimiento sobre
las «razones originales» que sustentaban a la musica, en lo general, y a
la escala diatonica, en lo particular, el propio D’Olivet comenta en sus
escritos sobre la situacién que él pudo atestiguar en su época ([7], p.
40)f

Cuando los eruditos modernos leen, en las obras de la
Antigiliedad, las extravagantes alabanzas a la musica y
las maravillas que se le atribuyen, no pueden concebirlas;
y como no ven nada, ni en el estudio ni en la practica de
un arte, por demas frivolo a sus ojos, que justifique esas
alabanzas o confirme esos milagros, tratan a los autores
de videntes o los acusan de impostores, sin reflexionar
que esos escritores, a los que se atreven a insultar asi,
eran los hombres mas juiciosos, sabios, cultos y virtuosos
de su época. Los propios musicos, avergonzados por su
incapacidad para explicar mediante una musica moderna
que creen haber alcanzado el ultimo grado de perfeccion,
los asombrosos efectos atribuidos a la musica antigua op-
tan por culpar de sus efectos unas veces a la nobleza del
arte, otras a la fuerza de la poesia que iba unida a ella,
otras a lo que imaginan como rusticidad de los pueblos
antiguos.

Y, en otra oportunidad, también refiere (|7, pp. 64-65]){]

2Traduccién de los autores para el texto que aparece en la introduccién de The Secret Lore of
Music, de Joscelyn Godwin, citando una carta de Fabre D’Olivet, publicada en el libro Notions
sur le sens de Uouie ([4], Lettre II, p. 31).

3Traduccién de los autores para el texto que aparece en The Secret Lore of Music de Godwin,
dentro del capitulo intitulado «The Ideas of the Ancients on Music», que corresponde a un manus-
crito publicado originalmente por D’Olivet, en la France Musicale, con fecha 25 de septiembre de
1842, y que fue reproducido en La musique expliquée comme science et comme art, con el titulo
«Idées des anciens sur la musique» ([8, p. 2]).

4Traduccién de los autores para el texto que aparece en The Secret Lore of Music de Godwin,
dentro del capitulo intitulado «Why the Principles of Music have Remained Unknown», que co-
rresponde a un manuscrito publicado originalmente por D’Olivet, en la France Musicale, con fecha
1 de enero de 1843, y que fue reproducido en La musique expliquée comme science et comme art,
con el titulo «Pourquoi les principes de la musique sont restés inconnus» (|8, pp. 28-29]).
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Es imposible imaginar cuantos esfuerzos inttiles y negati-
vos han hecho los hombres, desde la extincién de las luces
y el cierre de los santuarios de los antiguos, para redes-
cubrir los principios olvidados de la miusica; cuantos sis-
temas opuestos han surgido, entrado en conflicto y caido
a su vez. Habria que haber leido todo lo que se ha escrito
sobre este tema, desde Casiodoro y Boecio hasta nuestros
dias, para formarse una idea clara de ello.

El juicioso Tartini, después de haber hecho un valioso
estudio de esas obras, afirma que no encontré nada que
le iluminara, ni siquiera sobre la progresién diaténica de
la que supone, y con razén, que los Antiguos ocultaron
deliberadamente el principio constitutivo. «Es muy cier-
to», dice, «que la falta de un conocimiento perfecto del
género diatonico siempre ha impedido e impedira a los
eruditos llegar a la fuente de la armonia...».

Los que piensan que este conocimiento consiste simple-
mente en el estudio de la escala musical estan en un error;
pero su error es involuntario, porque jcémo se puede es-
perar penetrar en el fundamento de esta escala? Cierta-
mente no por medio de los libros de los expertos. No hay
ni uno solo que trate sélidamente este razonamiento pri-
mordial, ni siquiera entre los que nos han llegado de los
griegos.

Asi las cosas, D’Olivet fue uno de esos espiritus incomprendidos que,
en algunos aspectos, se habia adelantado muchos anos a su tiempo. En
este articulo se presenta una exégesis de algunos fragmentos suyos, en
relacion con la construccion de la escala diaténica, que escribid con base
en sus profundos conocimientos sobre los pueblos y culturas originarios
de Europa, Oriente y Medio Oriente. Pero, antes de entrar en materia,
conviene repasar algunos conceptos basicos sobre el sonido y la musica.

3. Conceptos basicos

Es sabido que la musica era considerada entre los sabios de la an-
tigiledad como parte del corpus del conocimiento, en estrecha relacion
con las matematicas. Por ejemplo, entre los sabios latinos, en la época
de la caida del imperio romano y justo antes del medioevo, Boecio ha-
blaba del concepto quadrivium o «las cuatro vias» hacia la sabiduria:
la musica, la aritmética, la geometria y la astronomia [19]. Fue solo
como resultado de la constante especializacion de la ciencia occidental
moderna que el estudio de la musica fue eventualmente separado del
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de las matematicas y considerada tan solo como un arte, minimizando
asi su caracter de ciencia. Entonces, el lector no debe sorprenderse, si
antes de construir la escala diaténica, tengamos que revisar, aunque sea
muy brevemente, algunos conceptos que actualmente se encuentran en
los campos de la fisica y las matematicas.

Comenzaremos diciendo que los sonidos no son otra cosa mas que la
percepcion que tenemos, a través del oido, de las vibraciones mecénicas
transmitidas por el aire. Las vibraciones implican un nimero determi-
nado de compresiones y expansiones por segundo del gas del aire. Una
expansion y una compresion completan un ciclo, asi que el niimero de
ciclos por segundo de las vibraciones del aire es lo que se conoce como
frecuencia de la vibracién y se mide en Hertz o Hz (con Hz=ciclos/s).
En el caso de los sonidos, mientras mayor sea la frecuencia, mas «alto» o
agudo escuchamos el tono del sonido. Por el contrario, mientras menor
sea la frecuencia, més «bajo» o grave serd el tono del sonido. Enton-
ces el «tono» esta intimamente relacionado con la frecuencia del sonido
escuchado y, por lo tanto, con su «altura». Asi, los sonidos agudos co-
rresponden a tonos altos, mientras que los sonidos graves corresponden
a tonos bajos.

La expresién «tono» se deriva de la palabra griega 7évos (tonos) que
hace referencia a una cuerda tensada y, por extensién, al sonido que
se produce al hacerla vibrar. El sonido producido por una cuerda ten-
sada se compone de una frecuencia fundamental, o tono fundamental,
mas multiplos enteros de esta misma frecuencia que se conocen como
armonicos.

Por ejemplo, los primeros 7 arménicos de una frecuencia fundamental
de 128 Hz son 256 Hz, 512 Hz, 1024 Hz, 2048 Hz, 4096 Hz, 8192 Hz
y 16,384 Hz. De hecho, el conjunto de una frecuencia fundamental y
sus armoénicos es lo que determina el «timbre» o perfil espectral de un
instrumento musical.

La frecuencia fundamental que se produce depende de la tensién
de la cuerda y de su masa pero, una vez fijos estos parametros, el
sonido producido siempre es el mismo. Los sabios antiguosﬂ observaron
que, si una de estas cuerdas tensadas era segmentada, digamos con
un dedo, a la mitad de su longitud original y se le hacia vibrar, el
sonido producido correspondia a un tono con el doble de «altura», es
decir, en términos modernos, un sonido con una frecuencia del doble
de la frecuencia fundamental original. Mas precisamente, observaron
que la «altura» del tono producido por una cuerda se encuentra en una
relacion de proporcién inversa respecto de la longitud de esta. Asi, por

5En este articulo, cuando hacemos referencia a los sabios antiguos, nos referimos a los sabios
de las culturas originarias, donde se estudiaron y desarrollaron los principios de la teoria musical,
no necesariamente a Pitdgoras o los griegos. Se sabe que el norte de Africa, en el Medio Oriente y
en Oriente, estos principios se conocian desde tiempos inmemoriales.
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ejemplo, al segmentar la cuerda en una proporcién de 1:2 (al pasar de
su longitud original a la mitad), el tono producido duplica la «altura»
del tono original.

Antes de continuar, es necesario mencionar brevemente ciertos tecni-
cismos, sobre los que mas adelante presentaremos su justificacion for-
mal, pero que por ahora es necesario conocer para no generar lagunas
conceptuales. Nos referimos a los intervalos de frecuencia que en la
musica se conocen como octavas, cuartas y quintas.

Se dice que el intervalo entre un tono y otro es de una octava si el tono
mas alto duplica la frecuencia del tono mas bajo, es decir, si guardan
la proporcién entre frecuencias de 2:1. Se verd mas adelante que el
nombre de octava responde al ordenamiento de las notas en las escalas
musicales, en donde entre una nota musical y la siguiente nota musical
con el mismo nombre, por ejemplo entre dos notas Do consecutivas,
existen exactamente ocho notas musicales (incluyendo la nota inicial)
y donde, entre la nota Do més alta y la nota Do por debajo, existe
precisamente una relacion de frecuencias de 2:1.

Por su parte, se dice que entre dos notas existe un intervalo de una
cuarta si entre una nota musical y otra existen exactamente cuatro
notas (incluyendo la nota inicial). Por ejemplo, entre una nota La y la
siguiente nota Re. En este caso, entre la nota Re y la nota La debajo
de ella, existe precisamente una relacion de frecuencias de 4:3.

Finalmente, se dice que entre dos notas existe un intervalo de una
quinta si entre una nota musical y otra existen exactamente cinco no-
tas (incluyendo la nota inicial). Por ejemplo, entre una nota La y la
siguiente nota Mi. En este caso, entre la nota Mi y la nota La debajo
de ella, existe precisamente una relacion de frecuencias de 3:2.

Para continuar, después de esta breve digresién técnica, vale la pena
comentar que, si bien es cierto que no existe ningin documento escri-
to por la propia mano de Pitagoras, si existe evidencia documental,
proveniente de diversos autores griegos y latinos de la época clésica,
identificados con las escuelas del pitagorismo y del neoplatonismo, que
hacen referencias a estudios y tratados sobre las nociones musicales, asi
como su relacion con Pitagoras. Por ejemplo, Jamblico, en su Vida Pi-
tagorica, haciendo referencia al episodio donde Pitagoras pasaba frente
a un taller de herreria y, al escuchar los constantes martilleos sobre el
yunque, el referido sabio (Vida pitagorica, 115 [10]):

En ellos reconocia la consonancia de la octava, de la quin-
ta y de la cuarta y veia el intermedio de la cuarta y de la
quinta como una disonancia entre si pero, por lo demés,
completaba el gran intervalo que habia entre ellos.
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Asi, a partir de esto, Jamblico atribuyé a Pitdgoras, a veces un tanto
erréneamenteﬁ la realizacién de experimentos y la obtencion de algunas
relaciones, con cuerdas tensadas con diferentes pesos, afirmando que
(Vida pitagorica, 118 [10]):

Y el sistema de la octava se establecié en dos sentidos:
bien por la conjuncion de la quinta y la cuarta, dado que
la proporcion 2:1 es el producto de 3/2 y 4/3, tal como
en 12:8:6, o bien, a la inversa, como una conjuncién de
la cuarta y la quinta, dado que la proporcion de 2:1 es
el producto 4/3 y 3/2, tal como 12:9:6 y en tal orden es
una octava.

Y, finalmente, Jamblico refiere que ( Vida pitagorica, 119-121 [10]):

Complet6 [Pitdgoras] los tramos intermedios, en la escala
diatonica, con sones analogos. De este modo subordiné el
octacordio a los nimeros concordes: la proporcion 2:1,
3:3, 4:3 y la diferencia entre las tltimas, 9 a 8.

Encontré de este modo el paso, por cierta necesidad
fisica, de lo mas grave a los mas agudo en esta escala
diatonica. En efecto, por este mismo sistema diaténico ex-
plico claramente a su vez el sistema cromético y armdnico
[...] De este modo, pues, se dice que encontré [Pitdgoras]
la musica y, una vez que la sistematizo, la confié a sus
discipulos con vistas a conseguir todo lo mas bello.

Con esto queda demostrado que, en la antigiiedad, sabian que el senti-
do auditivo percibia con claridad la diferencia entre los tonos producidos
al segmentar la cuerda con diferentes proporciones y, particularmente,
que existian ciertos efectos convenientes con algunas proporciones es-
pecificas, sobre todo entre algunos ntimeros enteros, por ejemplo, las
proporciones 3:4 (al segmentar la cuerda a 3 cuartos de su longitud) o
2:3 (al segmentar la cuerda a 2 tercios de su longitud).

Se percataron de que era posible trasladar el tono de referencia de
una melodia, hacia arriba o hacia abajo, si la frecuencia del tono de
referencia final se obtenia mediante la iteraciéon consecutiva de la pro-
porcién 2:1 o 1:2 (al dividir consecutivamente cada segmento resultante
por la mitad o, complementariamente, al duplicar la longitud de los seg-
mentos en cada turno). También, notaron que, respecto de un tono de
referencia, la melodia aparecia especialmente cuando se combinaban
tonos producidos por la cuerda segmentada en proporciones 3:4 y 2:3.

6Jamblico hace referencia a experimentos realizados con cuerdas tensadas con diferentes pesos,
pero es claro que hay un error al atribuir una dependencia lineal entre la frecuencia producida y
el peso que genera la tensién. La relacién lineal, aunque inversa, solo aplica entre la longitud de la
cuerda y la frecuencia que produce, siempre que la tensién de una cuerda se mantenga constante.
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En este punto vale la pena resaltar que, por ejemplo, una composi-
cion que unicamente empleara combinaciones de los tonos 128 Hz, 256
Hz, 512 Hz, 1024 Hz, 2048 Hz, 4096 Hz, 8192 Hz y 16,384 Hz resultaria
en una composicion monoténica que no produciria un efecto sonoro
melddico. Y esto es asi, porque todas estas frecuencias son sonidos con
una diferencia de grado mas no de tipo, es decir, en esencia se trata
de tonos que pueden ser representados por una misma nota. Es como
si quisiéramos crear una melodia exclusivamente con tonos correspon-
dientes a una misma nota musical, por ejemplo, con puras notas Do.
Resultaria en una secuencia de notas Do, pero no una melodia como
tall

En otras palabras, desde el punto de vista de la composicion melddi-
ca, observaron que los tonos con relaciones de «altura» con proporciones
1:2 corresponden esencialmente a traslados del mismo tono fundamen-
tal. Por ejemplo, podemos decir que las frecuencias 880 Hz, 1760 Hz,
3520 Hz, etc.E| que son escalamientos en potencias de 2 de la frecuen-
cia fundamental de 440 Hz y, por lo tanto, constituyen traslaciones en
«altura», de un mismo tono de referencia o tono fundamental. Es de-
cir que, en términos practicos, todas estas frecuencias corresponden a
tonos que se identifican con una misma nota y, por tanto, son tonos
homénimos Pl

La operacion de segmentar n veces consecutivas una cuerda de lon-
gitud [, en proporciones de 1:2, puede expresarse formalmente como
(1/2)™1, mientras que las frecuencias correspondientes, partiendo de la
frecuencia o tono fundamental f, serfan expresadas por 2" f. Por lo tan-
to, todos los sonidos cuyas frecuencias guardan, entre ellos, una relacion
de magnitud en términos de una potencia de dos (2"), corresponden
esencialmente al mismo tono fundamental, siendo homoénimos desde el
punto de vista de la composicion musical.

Asi, el oido humano reconoce una composicién melddica cuando se
combinan sonidos que guardan ciertas proporciones de altura respecto
de un sonido de referencia y, sobre todo, cuando estas proporciones
son las relaciones 3:4 y 2:3. Entonces, toda composicién musical es
relativa mas que absoluta, porque nuestro oido reconoce una melodia
en términos de los cambios de frecuencia respecto a una frecuencia de
referencia y conforme a ciertas proporciones.

“Como veremos, Fabre D’Olivet explica esto con mucha claridad en su Ezposé succint du
systéme musical ([B, p. 33]).

8 Aqui solo debemos tener en cuenta que el intervalo audible de una persona promedio va de
los 20 Hz a los 20KHz (20,000 Hz).

9En este caso, tomando como referencia la actual escala temperada, los sonidos con las fre-
cuencias 440 Hz, 880 Hz, 1760 Hz, 3520 Hz se identifican, todos ellos, con la nota La y, por tanto,
son tonos homoénimos.
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Figura 1. La tetraktys de los pitagéricos.

Por otro lado, los sabios antiguos estudiaron y descubrieron algunas
relaciones aritméticas interesantes entre los primeros 4 niimeros natura-
les: 1, 2, 3 y 4. No solo eso, también les asociaron un sistema simbélico
y filoséfico, que solo mencionaremos aqui muy brevemente debido a las
limitaciones y el alcance de esta breve exposicién que se circunscribe al
dmbito de las ciencias exactas[l]

Solo diremos que los ntimeros enteros 1, 2, 3 y 4 se encuentran rela-
cionados de forma grafica por lo que en la escuela pitagoérica se conocid
como la tetraktys, es decir el arreglo piramidal mostrado en la figura
[ En esencia, cada nivel de la pirdmide representa, de alguna mane-
ra, la evolucion aritmética de los cuatro primeros numeros naturales,
a saber: el uno como unidad original; el dos como el agregado de la
unidad consigo misma, en un conjunto binario; el tres como el conjun-
to ternario que se produce al agregar uno al binario y, finalmente, el
cuaternario, el conjunto de cuatro que resulta de agregar uno al ter-
nario o la duplicacién del binario. Una propiedad interesante de estos
primeros cuatro nimeros es que al sumarlos entre si (la unidad, mas el
binario, més el ternario, mas el cuaternario) resultan en el nimero 10
(14+2+ 344 =10), la decena que, de alguna forma, corresponde a la
unidad en el siguiente orden de magnitudjﬂ

Cabe resaltar que este conjunto de 4 nimeros primordiales (1, 2, 3 y
4), permiten expresar ciertas relaciones de interés para la composicién
musical. Para empezar, en relacién con las proporciones de una cuerda
tensada con un cierto tono fundamental, resulta que los dos primeros
nimeros guardan una proporcion de 1:2. Pero ya vimos que los tonos
producidos por una cuerda de longitud [ y esta misma segmentada por
la mitad, es decir con una longitud de /2, son esencialmente un mismo
tono fundamental, es decir que son tonos homénimos. Adicionalmente,
en términos aritméticos, el 1 y el 2 representan principios generado-
res complementarios, ya que el 1 permite generar nimeros impares,

100s interesados pueden remitirse al libro Music and the Occult, de Joscelyn Godwin [9],
asi como a sus referencias, para profundizar en algunos aspectos filoséficos, tanto estéticos como
metafisicos, de la escuela del pitagorismo en relacién con la musica.

11El ntimero 10 es, esencialmente, el 1 escalado.
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mediante su adiciéon a cualquier niimero par; mientras que el nimero
2 posibilita la generaciéon de numeros pares, al multiplicar cualquier
nimero entero por este. Es decir, que mientras que el niimero 1 repre-
senta la caracteristica en potencia de la no paridad, el 2 representa lo
propio para la condicién de la paridad.E

Luego, tenemos la relacién que guarda el 2 con el 3, es decir la propor-
cién 2:3, y la relacion que guarda el 3 con el 4, es decir la proporcion 3:4;
proporciones que, referidas a nuestra cuerda tensada, ya sabemos que
producen tonos que permiten la conformacion de una melodia. Por lo
tanto, el nimero 3 y el niimero 4 posibilitan la realizacion de cualquier
creacién melddica, en tanto el nimero 3 es el primer nimero impar
producido a partir de los principios generadores 1 y 2, mientras que
el 4 es el primer nimero par producido como resultado de la primera
duplicacién del ntimero 2.

Asi, los sabios antiguos, reconocieron en los ntimeros 3 y 4 a las
primeras producciones aritméticas (o nimeros), como resultado de los
principios generadores 1 y el 2, asi como su completa correspondencia
con ellos; en tanto que el 3 es de naturaleza impar mientras que el
cuatro es de naturaleza par.ﬁ Con ello, tuvieron a bien considerar a
los ntimeros 1, 2, 3 y 4 como los pilares constructivos de sus creaciones
melédicas, fundamentalmente mediante las proporciones 3:4 y 2:3, dado
que la proporcién 2:4 es idéntica a la proporcién 1:2 y ya sabemos que
esta proporcion solo sirve para trasladar un tono hacia frecuencias que
corresponden a tonos homénimos del mismo.

Entonces, aceptando al niimero 3 y al nimero 4 como sus elemen-
tos constructivos diferenciadores, los sabios antiguos consideraron como
producciones aritméticas embleméticas a la suma y la multiplicacion en-
tre ellos, es decir al nimero 7 (344 = 7) y al nimero 12 (3 x 4 = 12);
el primero de naturaleza impar y el segundo de naturaleza par. En
particular, como mas adelante lo demostraremos, comprobaron que el
nimero 7 aparecia de manera natural durante la construccion de la
escala diatonica.

Llegados a este punto, con lo expuesto hasta ahora, estamos listos
para proceder con la construccion de la escala diatonica, con base en
las proporciones fundamentales 3:4 y 2:3, tomando como marco de re-
ferencia las instrucciones y orientaciones que aparecen en los escritos
de Fabre de D’Olivet.

12 Al respecto, ver lo que argumenta Fabre D’Olivet en su Ezposé succint du systéme musical
([5} p. 33]), junto con nuestra traduccién comentada por la nota

13Plotino, en su tratado Sobre el Uno, citando a Diégenes Laercio, recuerda que «De la Diada
indefinida y del Uno provienen las formas y los nimeros» (Enéada V, 4 [17]).
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4. Propuesta para la descripcion y construccion for-
mal de una escala diaténica a partir de una
exégesis de los escritos de Fabre D’Olivet

Una breve, aunque muy sustantiva y concisa, referencia al problema de
fondo abordado en este trabajo se encuentra en el libro sobre Teoria
de Numeros, de Manfred Schroeder. Schroeder bosqueja muy bien el
problema que implica encontrar la coincidencia exacta de lo que en
musica se conoce como los intervalos de octavas y de quintas, plantean-
do la problematica de fondo con la pregunta ; Cuantas quintas exactas
constituyen un ntimero entero de octavas? Schroeder reconoce que no
es posible encontrar una equivalencia exacta, pero es posible encontrar
soluciones aproximadas si se realizan ciertos «ajustes» (|18, pp. 26-28]).
La construccion de la escala diatonica también se enfrenta, de alguna
manera, con este mismo problema. Los autores de este articulo conside-
ran que los escritos del tedrico musical francés Fabre D’Olivet propor-
cionan algunas referencias y orientaciones, que pueden contribuir a la
clarificacion del tema que nos ocupa, a partir de un cierto ejercicio de
exégesis para desarrollar las instrucciones e indicaciones que aparecen,
implicitas o explicitas, en sus escritos sobre teoria musical.

Entonces, para desarrollar la descripcion y construccién formal de la
escala musical diaténica, aqui se han tomado como punto de partida,
estrictamente en lo relativo a la teoria musical, los escritos de D’Olivet
que aparecen en el libro intitulado The Secret Lore of Musicm de Jos-
celyn Godwin [7]. Los autores consideran que las ideas expuestas por
D’Olivet son interesantes en tanto que explican, de manera natural y
en completa consistencia con la etimologia del concepto «diatonico»,
los intervalos de la escala musical que nos ocupa: la escala musical
diatonica.

1En el libro The Secret Lore of Music, Joscelyn Godwin, presenta esencialmente su traduccién
al inglés del libro péstumo de Fabre D’Olivet intitulado La musique expliquée comme science et
comme art et considérée dans ses rapports analogiques avec les mystéres religieux, la mythologie
ancienne et ’histoire de la Terre, tomando como base la edicién en francés de Jean Pinasseau,
publicada en Paris en 1928. Esta edicién es la mas completa, en tanto incluye capitulos adicionales,
que el propio Pinasseau encontré, enriqueciendo la edicién de René Philipon, publicada en Paris en
1896 [8]. Hasta donde saben los autores del presente articulo, la dltima publicacién de La musique
expliquée comme science et comme art es la que corresponde a la edicién de David Gattegno [6],
en francés, con base en la edicién de Pinasseau de 1928. Los autores toman como referencia la
edicién en inglés de Joscelyn Godwin, por tratarse de una publicacién més asequible, pero los
interesados pueden remitirse a la edicién de Gattegno para estudiar el texto francés en su edicién
mas completa.
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En concreto, en este trabajo, se presenta la exégesis de algunos frag-
mentos de los escritos de D’Olivet. En el primer fragmento, D’Olivet
menciona muy brevemente la idea general ([7, pp. 98-99]){]

Los principios fundamentales Si y Fa, al desarrollarse en
sentido inverso, ya sea por cuartas o por quintas, es decir,
procediendo en fracciones de 3/4 o de 2/3, producen dos
conjuntos de tonos idénticos [aunque en orden diferente].
Es esta identidad la que constituye el septenario musi-
cal y la que hace que estas notas se llamen diaténicas,
para distinguirlas de todos los demés tonos que pueden
surgir mas adelante de los dos principios fundamentales,
pero que ya no son afines, al salir del orden diaténico
para entrar en el croméatico y el enarmoénico. El septe-
nario diatonico de la musica, nacido de la unién de los
dos principios [...] El primero [el tono fundamental Si
tiene un movimiento ascendente por cuartas, el segundo
[el tono fundamental Fa] un movimiento descendente por
quintas [...] Aqui bosquejaré una representacién de este
movimiento después de haber hecho algunas observacio-
nes preliminares.

La primera, es que una cuerda medida por fracciones
de cuartos, para dar las cuartas Si, Mi, La, Re, Sol, Do,
Fa, no puede ser, al mismo tiempo, medida por fracciones
de tercios, para dar las quintas Fa, Do, Sol, Re, La, Mi,
Si; por lo tanto, se necesitan dos cuerdas para representar
los dos principios Si y Fa.

La segunda observacién es que estas dos cuerdas, su-
poniendo que sean iguales en todo lo demds, seran de-
siguales en longitud, ya que Fa necesita una distancia
mayor para llegar a Si, procediendo por quintas, que la
que necesita Si para llegar a Fa, por medio de cuartas.

En el segundo fragmento, D’Olivet hace referencia a un ejemplo
numérico ([7, pp. 105-106]){

[...] pasemos al desarrollo diaténico en la musica. Este
desarrollo funciona por la contraposicién [alineamiento y

15Traduccién de los autores para el texto que aparece en The Secret Lore of Music de Godwin,
dentro del capitulo intitulado «Survey of Sacred Music» y corresponde a un manuscrito publicado
originalmente por D’Olivet, en la France Musicale, con fecha 9 de junio de 1850.

16Traduccién de los autores para el texto que aparece en The Secret Lore of Music de Godwin,
dentro del capitulo intitulado «Survey of Celestial Music» y corresponde a un manuscrito publicado
originalmente por D’Olivet, en la France Musicale, con fecha 16 de junio de 1850.
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transposicién| de las cuerdas fundamentales que dan los
dos tonos primordiales Si y FaE

Si Mi La Re Sol Do Fa
4096 3072 2304 | 1728 | 1296 972 729
Fa Do Sol Re La Mi Si
5832 3888 2592 1728 1152 762 512

Encontramos en la contraposicién de estas dos cuerdas
las relaciones existentes entre todos los intervalos diaténi-
cos y la identidad de los tonos queda irresistiblemente
probada por la coincidencia establecida en el tono Re,
que es el tono medio de las dos cuerdas |...] Si ahora tras-
ladamos las cuerdas Si y Fa a sus octavas superiores, mo-
viéndolas siempre por la progresion contraria apropiada,
obtendremos inmediatamente la serie de tonos diatoni-
cos, siguiendo el ordenamiento que les da la Naturaleza.

[...] Estos tonos, como estamos convencidos, deben su
identidad a los desdoblamientos opuestos de los dos prin-
cipios, asi como su ordenamiento a la reconciliacién de
estos mismos principios. Sus relaciones estan establecidas
por proporciones matematicas de rigurosa exactitud, de
las que no se puede alterar nada sin que todo se confun-
da. Podemos, pues, aceptarlas con toda certeza y hacer
de ellas la base imperturbable de nuestro sistema.

Como se puede comprobar, en los dos fragmentos anteriores, D’Olivet
proporciona ciertas instrucciones y orientaciones, que permiten desarro-
llar con mas detalle lo que él mismo bosquejoé en su manuscrito intitu-
lado «Exposé succint du systeme musical» ([, pp. 32—34])E a saber:

Cualquier sonido que se escuche puede concebirse como
una unidad. Cada sonido comprende a todos los sonidos.
Pero la cuerda que lo genera puede dividirse en partes
y, en cuanto se divide, produce otros sonidos que son
afines al sonido generador, pero cuya afinidad es armoni-
ca o inarmoénica. Para que los sonidos producidos sean
armonicos, la divisién de la cuerda debe realizarse segtin
proporciones geométricas. El cuaternario pitagérico 1, 2,
3, 4, ofrece las unicas proporciones admisibles en musica.
Estas proporciones son notables porque funcionan segiin

7En la versién en inglés de Godwin, en la secuencia para la cuerda del tono Fa (F), aparece
728 como valor para la nota Mi (E), pero se trata de un error pues debe ser 762, tal y como aparece
en nuestra version del texto.

I8Traduccién de los autores para el texto original de D’Olivet que se encuentra en el libro
La vraie magonnerie et la céleste culture, con introduccién y notas de Ledn Cellier. La versién
en inglés aparece en The Secret Lore of Music de Godwin, en el capitulo intitulado «A Brief
Exposition of the Musical System», paginas 167-170.
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una progresion aritmética y geométrica. Cualquier otra
progresion que no sea la contenida o producida por el
cuaternario 1, 2, 3, 4, solo resulta en sonidos inarmoni-
cos, falsos y heterogéneos.

Una cuerda, concebida como unidad, produce un soni-
do con un tono cualquiera que adquiere propiedades y un
nombre [de notal solo por la relacién que tiene con otros
tonos. Es necesario que un tono sea considerado como
un productor o un producto. Ahora bien, un tono solo
puede producir otros tonos por la division que se hace de
la cuerda que lo produce y, al mismo tiempo, solo pue-
de producirse por la division que se hace de la cuerda
generadora a la que pertenece.

Entonces, tomemos una cuerda como productora y co-
mencemos a someterla a la progresion del cuaternario 1,
2, 3, 4. Llamemos a esta cuerda Si. Dividida de 1 en 2,
dard su propia octava y no se apartara de su nota. Asi no
habremos hecho nada por el sistema musical, ya que Si
no difiere de Si. Y aunque subiéramos este Si o lo bajara-
mos, de octava en octava, no produciria ninguna melodia.
Esto demuestra que los dos principios fundamentales, 1y
2, no pueden actuar desde su propia esencia. Solo pueden
actuar desde su caracteristica. Ahora la caracteristica de
1 es la no paridad y la caracteristica de 2 es la paridad.
El 3, al ser el primer ntimero [a partir del 1 y del 2], pre-
senta por tanto la caracteristica del 1 y, en consecuencia,
el 4 presenta la caracteristica del 2, del que es su poten-
cia. Pero si una cuerda se divide en 3, no esta permitido
que sea dividida en 4; porque la paridad y la no paridad
son incompatibles. Por lo tanto, necesitamos dos cuer-
das, una que representara al principio 1, que dividiremos
en 3, y la otra que representard el principio 2, que di-
vidiremos en 4. Pero, jqué cuerdas son las que debemos
someter a tales divisiones? Son necesariamente las cuer-
das que se reproducen reciprocamente a si mismas y que
producen reciprocamente a todos los demaés tonos, sin sa-
lir del septenario musical dado por la naturaleza. Ahora,
las dos cuerdas que cumplen con estas condiciones son las
cuerdas Fa y Si. Estas cuerdas forman, entre ellas, un in-
tervalo irracional e inconmensurable. Son opuestas, entre
si, como lo son los niimeros pares y los impares. Dejemos
que la cuerda Fa sea dividida en 3 y que represente al

93



94 GERARDO A. LAGUNA S. Y RICARDO BARRON F.

principio fundamental 1. Asi dividida, esta cuerda pro-
duce su quinta Do, avanzando de 2/3 en 2/3. Dejemos
que la cuerda Si, dividida en 4, que representa al prin-
cipio fundamental 2. Esta cuerda, asi dividida, produce
su quinta Mi, avanzando de 3/4 en 3/4. Para la cuerda
Fa, continuando la progresion mediante 2/3 se desarro-
lla, de quinta en quinta, la secuencia Fa, Do, Sol, Re, La,
Mi, Si. Para la cuerda Si, continuando con la progresion
mediante 3/4, se desarrolla, de cuarta en cuarta, la se-
cuencia Si, Mi, La, Re, Sol, Do, Fa. Asi, estas dos cuerdas
se reproducen mutuamente mediante un avance en sen-
tido opuesto y, al reproducirse mutuamente, dan lugar
al nacimiento de todos los tonos de la escala. Hay que
tener en cuenta que el tono en el que coinciden las dos
cuerdas es Re. [...] Si en la cuerda Fa continuamos con
la progresion [después del séptimo tono|, mediante 2/3,
se llega a un [tono] sostenido y, por tanto, se destruye asi
misma por la accién de la cuerda Si, de la cual el [tono]
sostenido es directamente su producto y principio laten-
te. [...] Estas nociones musicales son suficientes para la
teorfa [del sistema musical].

Para proceder con nuestra exégesis de estos textos, empezaremos por
explicar que el concepto «diaténico» se deriva de las palabras griegas
drae (dia, «a través de»), Tovos (tonos, «cuerda tensadar) e tkos (ikos,
«relativo a»), es decir que una interpretaciéon de la palabra diaténico
podria ser expresado por «lo relativo a la transposicion de cuerdas», lo
que implica la contraposicién (alineamiento) de al menos 2 cuerdas, asi
como la combinacién de los tonos producidos por ellas.

Dicho lo anterior, la idea detras de la construcciéon de una escala
diaténica consiste en alinear, transponer y combinar los tonos produ-
cidos por dos cuerdas segmentadas, en forma iterada e independiente,
una mediante la aplicacion exclusiva de la relacién fundamental 3:4 y la
otra mediante la aplicacion exclusiva de la relacién fundamental 2:3. A
la cuerda que vamos a segmentar en forma iterativa con la proporcién
3:4 la vamos a denotar como la cuerda C', mientras que la cuerda que
vamos a segmentar en forma iterativa con la proporcién 2:3 la vamos a
denotar como la cuerda Q).

Dijimos que necesitamos los tonos producidos al segmentar las cuer-
das con sus respectivas proporciones en forma iterativa. De acuerdo
pero, especificamente, jde qué cuerdas estamos hablando? Para empe-
zar, necesitamos una referencia comun, es decir un tono fundamental,
producido por una cuerda de longitud [ con ciertas caracteristicas de
masa y tension. Si contamos con dos cuerdas idénticas, de longitud [ y
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mismas caracteristicas de masa y tension, entonces solo nos resta iden-
tificar al punto inicial de segmentacién para cada una de las cuerdas, a
saber, Cy, para la cuerda C, y (o, para la cuerda (), de tal forma que
podamos proceder con las segmentaciones consecutivas, en cada una de
ellas, a partir de dichos puntos. Debemos garantizar que, al segmentar
a C con la proporcién 3:4 y a () con la proporcién 2:3, se llegue en
ambas cuerdas a una misma longitud de segmentacién (para producir
un mismo tono, es decir, la nota Re coincidente que senala D’Olivet)
después de un cierto nimero de iteraciones.

En este punto, una pregunta crucial es ;exactamente después de
cuantas iteraciones? Fabre D’Olivet muestra, en su ejemplo numéri-
co, que esto ocurre en la tercera segmentacion, cuando se alcanza la
cuarta nota en cada una de las cuerdas, es decir la nota central de cada
uno de los dos septenarios (como Fabre D’Olivet llama a las tuplas de
7 tonos o notas).

Aqui es donde aparece, con mucha claridad, el 7 como un nimero
prototipico. Resulta que el nimero 7 es muy conveniente porque, sien-
do un nimero impar, permite que las dos secuencias de segmentaciones
puedan compartir un punto en comin, precisamente el del centro (el
que corresponderia al cuarto tono de cada cuerda) en el que ambas
cuerdas producen exactamente el mismo tono (un sonido con la misma
frecuencia) y, mas importante aun, porque en la propuesta bosqueja-
da por D’Olivet se observa que en cada una de las cuerdas, después
de la sexta segmentacién consecutiva, se termina produciendo (precisa-
mente en el lugar del séptimo tono) un sonido que guarda relacién en
octavas con la frecuencia fundamental de la cuerda contraria. Es decir,
que la cuerda C', después de 6 segmentaciones consecutivas, a partir de
la longitud Cj, resulta en una longitud cuyo sonido corresponde a un
tono (el séptimo en esta progresién) cuya frecuencia es, precisamente, la
de la frecuencia fundamental que produce la longitud )y multiplicada
por una potencia de 2 (la frecuencia correspondiente a Cy multiplicada
sucesivamente por 2, un cierto nimero de veces). De forma complemen-
taria, la cuerda @), después de 6 segmentaciones consecutivas, a partir
de la longitud g, resulta en una longitud cuyo sonido corresponde a
un tono (el séptimo en esta progresion) cuya frecuencia es la del tono
fundamental de la longitud Cy multiplicada por una potencia de 2.

En pocas palabras, las cuerdas C'y @), partiendo de los tonos funda-
mentales sustancialmente diferentes y correspondientes a las longitudes
de los puntos Cy y Qo, después de seis segmentaciones consecutivas,
mediante las proporciones que les conciernen a cada una (3:4, para C,
y 2:3, para (0), terminan produciendo un tono homénimo de la frecuen-
cia fundamental contraria, a saber, la cuerda C' termina produciendo
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— (3
| C; = (°/4)C
34 — 3 >
| Cy=(%/4)C2
_ (3
G = ( / 4)60
Figura 2. Aplicacién de la proporcién 3:4 para segmentar iterativamente la
cuerda C.
Qo =lg

A

Q:3 = (2/3)Q~2
Q= (2/3)Q0

Figura 3. Aplicacién de la proporcién 2:3 para segmentar iterativamente la
cuerda Q.

—

un tono homoénimo del tono fundamental de @) y la cuerda () termina
produciendo un tono homoénimo del tono fundamental de C.

Por lo tanto, si a cada cuerda la segmentamos 6 veces, en forma con-
secutiva para obtener un total de 7 tonos, tomando en cuenta que a
los puntos iniciales de cada cuerda (a saber, Cy y Q) les correspon-
den los tonos fundamentales de cada una de ellas, podemos confirmar
facilmente que solo tenemos que iterar tres veces la segmentacién para
alcanzar sus puntos medios.

Ahora solo nos resta precisar lo que significa iterar la segmentacion
de una cuerda de forma consecutiva. Por ejemplo, en la figura 2] se
muestra la segmentacion consecutiva para la cuerda C, después de tres
iteraciones, con la proporcion de 3:4; mientas que, en la figura |3| se
muestra la segmentacion consecutiva para la cuerda @), después de tres
iteraciones, con la proporcion de 2:3. La idea es que, partiendo de una
longitud inicial dada, ya sea Cy o )y , se proceda con la segmentacién
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mediante la multiplicacién de la longitud por el cociente que correspon-
de a la proporcion de interés. Por ejemplo, para la cuerda C, el punto
de segmentacién Cy serfa C; = (3/4)Cy, es decir tres cuartas partes
de la longitud inicial de la cuerda C'. El siguiente punto de segmenta-
cion, Cy, corresponderia a tres cuartas partes del segmento Cf, es decir
Cy = (3/4)C1 = (3/4) x (3/4)Cy = (3/4)*Cy y, asi, sucesivamente. Para
la cuerda @, el punto de segmentacién Q) seria Q1 = (2/3)Qo, es decir
dos terceras partes de la longitud inicial de la cuerda ). El siguiente
punto de segmentacion, ()9, corresponderia a dos terceras partes del
segmento @y, es decir @y = (2/3)Q1 = (2/3) x (2/3)Qo = (2/3)°Qo v,
asi, sucesivamente.

Entonces, si se requiere que en la tercera segmentacion de ambas
cuerdas C'y @), partiendo respectivamente de los puntos iniciales Cy y
Qo, se llegue a una misma longitud que produzca un mismo tono, esto
lo podemos expresar algebraicamente como sigue:

(e (2 »

@_@_ {@F_@)S 2)
@ & LE) J

Es decir, que la longitud inicial de la cuerda C', debe ser el equivalente
a tres segmentaciones consecutivas de la longitud inicial de () mediante
una proporcién de 8:9. Y aqui es donde aparece, por primera vez en
nuestro desarrollo, otra de las relaciones fundamentales de la escala
diaténica, la que involucra a los nimeros 8 y 9.

Ahora, si hacemos que el punto inicial de la cuerda ) defina a la
longitud de referencia, es decir Qg = [, entonces, a partir de la expresién
, tenemos que el punto inicial para la cuerda C' es

- (B)a- ()1 g

Después, para producir los tonos restantes de cada una de las cuer-
das, podemos proceder con 6 segmentaciones consecutivas en cada una
de ellas, a fin de contar con 7 tonos en cada cuerda, quedando garanti-
zado que el cuarto tono en cada una de ellas sera exactamente el mismo,
es decir que C3 = ()3. En los cuadros [1| y [2| se presentan las longitu-
des resultantes, después de cada una de las iteraciones del proceso de
segmentacion, para ambas cuerdas.

La primera cosa que debemos notar es que, en efecto, las longitudes
de los segmentos correspondientes a los puntos centrales, (3 y C3 son
las mismas. Es decir, que el tono producido por ambas progresiones de
segmentacion, a la mitad del camino, es exactamente el mismo. Con esto

de donde
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Punto Longitud Longitud Longitud
(notacién explicita) | (expresién simplificada) | (como fraccién)
Qo ! ! 1.0001
Q1 21 21 0.6661
Q2 (2] 4 0.4441
Qs [2)% 21 0.2961
Q4 Bk 16 0.1971
Qs [2]%1 29 0.1311
Qs [2]% X2, 0.0871

Cuadro 1. Puntos de segmentacién consecutiva para la cuerda a () me-
diante la proporcién de 2:3.

Punto Longitud Longitud Longitud
(notacién explicita) | (expresién simplificada) | (como fraccién)
Co [81% 512, 0.7021
C1 3181 128 0.5261
Ca [21%[81% 32 0.3951
Cs ENEN 21 0.2961
Cy BN 2 0.2221
Cs EHER b 0.1661
Ce [21°181% b 0.1251

Cuadro 2. Puntos de segmentacién consecutiva para la cuerda a C' me-
diante la proporcién de 3:4.

hemos avanzado significativamente, en favor de lograr el alineamiento y
la transposicion de ambas cuerdas, ya que, precisamente, emplearemos
a este tono comun como el punto de empalme o «de amarre» entre las
dos cuerdas y sus correspondientes tonos.

La segunda cosa que debemos resaltar es que al punto Cg, teniendo
una longitud de (1/8)l, le corresponde un sonido con una frecuencia que
equivale a un tono homénimo de la frecuencia fundamental generada
en el punto Qo, en tanto que Cg = (1/8)1 = (1/2)31 = (1/2)3Qy. De for-
ma complementaria, al punto Qg, teniendo una longitud de (64/729)l,
le corresponde un sonido con una frecuencia que equivale a un tono
homoénimo de la frecuencia fundamental generada en el punto Cj, en
tanto que Qg = (64/729)1 = (1/2)3(512/729)] = (1/2)3>Cy. Asi, compro-
bamos que la cuerda C, partiendo del tono fundamental asociado a la
longitud del punto Cy, después de seis segmentaciones consecutivas con
la proporcion 3:4, termina produciendo un sonido con una frecuencia
que corresponde a un tono homénimo de la frecuencia fundamental de
la cuerda (Q; mientras que la cuerda (), partiendo del tono fundamental
asociado a la longitud del punto )y, después de seis segmentaciones
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consecutivas con la proporcion 2:3, termina produciendo un sonido con
una frecuencia que corresponde a un tono homénimo de la frecuencia
fundamental de la cuerda C'.

En los cuadros [I] y 2| dentro de las columnas con las expresiones
simplificadas para las longitudes de cada segmento, es muy importan-
te remarcar que las proporciones 3:4 y 2:3 expresan progresiones con
comportamientos contrarios aunque, de alguna forma, complementa-
rios. Concretamente, la progresion de los cocientes para la cuerda C,
que se segmenta mediante la aplicacién consecutiva de la proporcién
3:4, muestra una tendencia a expresar la longitud alcanzada de forma
cada vez mas simple; es decir, que el cociente pasa de expresarse con
nimeros enteros relativamente grandes a expresarse con nimeros ente-
ros cada vez mas pequenos. Asi, se trata de una progresion que tiende
a disminuir la magnitud de los nimeros involucrados en el cociente
que expresa a la longitud de segmentacion y, con ello, a simplificar la
representacion de la proporcion final resultante, ya que esta queda en
términos de enteros cada vez mas cercanos a los nimeros de la tetraktys.

Por su parte, la progresion de los cocientes para la cuerda @), que
se segmenta mediante la aplicaciéon consecutiva de la proporcion 2:3,
muestra una tendencia a expresar la longitud alcanzada de forma cada
vez mas elaborada; es decir, que el cociente pasa de expresarse con
nimeros enteros pequenos a expresarse con numeros enteros cada vez
mas grandes. Es decir, se trata de una progresion que tiende a aumentar
la magnitud de los niimeros involucrados en el cociente que expresa a
la longitud de segmentacién y, con ello, a dificultar la reduccién de la
proporcion final resultante, ya que esta queda en términos de enteros
cada vez mas alejados de los nimeros de la tetraktys.

Asi las cosas, después de haber completado seis seccionamientos con-
secutivos en las cuerdas a C' y (), en cada una de ellas contamos con 7
longitudes y la producciéon de los 7 tonos correspondientes, de los cua-
les los tonos centrales son exactamente un mismo sonido, mientras que
los séptimos tonos corresponden a tonos homénimos de la frecuencia
fundamental de la cuerda contraria.

Ahora ya estamos listos para pasar a la iltima etapa en la construc-
cién de la escala diaténica, es decir, la concerniente a la combinacién
y el traslado de los tonos de las dos cuerdas. De lo que se trata es de
alinear ambas cuerdas, recurriendo al punto de seccionamiento central
como un punto de interseccion, para combinar ambas secuencias de to-
nos y, con ello, obtener una nueva secuencia de tonos que integre y
armonice los dos principios que las producen por separado y que, en
principio, son fundamentalmente contrarios, ya que la proporcién 3:4
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Punto Longitud Longitud
(expresada como cociente) | (expresada como fraccién)
Qo [ 1.000!
Co 221 0.7021
O 21 0.6661
Ch =81 0.526(
Q2 3l 0.4441
Cy 2] 0.395(
Qs y Cs >l 0.2961
Cy 2] 0.2221
Q4 21 0.1971
Cs &l 0.1661
Qs 221 0.1311
Ce 5l 0.1251
Qs S5l 0.0871

Cuadro 3. Alineamiento, transposicién y combinacién de los tonos (longi-
tudes) de las cuerdas C'y Q.

avanza hacia cocientes cada vez mas simples, mientras que la propor-
cién 2:3 avanza hacia cocientes cada vez mas elaborados, como ya se
vio parrafos arriba.

El proceso de alineamiento, transposicion, combinacion y traslado lo
vamos a realizar en dos pasos. El primer paso, simplemente consiste en
combinar los puntos C; con los puntos @);, teniendo claro que los puntos
C3 y Q3 quedan empalmados, por tratarse de un mismo tono (misma
frecuencia) y un mismo punto de seccionamiento (misma longitud), y
respetando la posicion relativa de los demas puntos, expresandolos a
todos en términos de la longitud de referencia. El resultado se presenta
en el cuadro [l

Antes de continuar con el segundo paso, debemos remarcar que los
séptimos tonos de cada cuerda (denotados por el indice 6) «desertan» de
la naturaleza de su propia cuerda generadora, al alcanzar una frecuencia
que corresponde a un tono homénimo de la frecuencia fundamental de
la cuerda opuesta. Concretamente, en la cuerda () aparece un tono
homénimo de la frecuencia fundamental de la cuerda C', precisamente
en la sexta segmentacion de (), en (Jg, mediante la proporcién 2:3,
alcanzando una frecuencia que guarda una relacién en octavas respecto
de la frecuencia de Cj y que se expresa como 22 fcg, en términos de la
frecuencia, o como (1/2)3Cp, en términos de la longitud. Esto implica
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que al séptimo tono de la cuerda (@) le corresponde un sonido con un
valor de frecuencia que es igual a la frecuencia fundamental de la cuerda
C, correspondiente al punto Cy, multiplicada tres veces por 2.

En forma complementaria, en la cuerda C' aparece un tono homoénimo
de la frecuencia fundamental de la cuerda (), justamente en la sexta
segmentacion de C, en Cy, mediante la proporcién 3:4, alcanzando una
frecuencia que guarda una relacién en octavas respecto de la frecuencia
de Qo y que se expresa por 22 fog, en términos de la frecuencia, o como
(1/2)3Qy, en términos de la longitud. Esto implica que al séptimo tono
de la cuerda C le corresponde un valor de frecuencia que es igual a
la frecuencia fundamental de la cuerda (), corresponde al punto g,
multiplicada tres veces por 2.

Por lo antes mencionado, el espectro sonoro de las cuerdas alineadas,
transpuestas y combinadas, representado en el cuadro [3, comprende
un intervalo que alcanza hasta la tercera octava de cada una de las
frecuencias fundamentales involucradas.

Por ahora, nos enfocaremos en el espectro sonoro que corresponde
al intervalo de frecuencias dentro de una sola octava. Por razones de
simetria, tomaremos el intervalo de la octava central, localizada entre
los tonos Cy y Cy, precisamente alrededor de los puntos de interseccién
Csy Qs.

Para concluir con la construccion de nuestra escala diatonica, comple-
taremos el septenario de tonos dentro de la octava central y, para ello,
recurriremos al traslado de los tonos que quedan fuera de ella, median-
te un conveniente mapeo, hacia su interior. Este mapeo lo realizaremos
respetando la esencia de cada uno de los tonos externos, mediante la
conveniente generacién de tonos homénimos (guardando una relacién
en octavas con los tonos originales) mediante la aplicacién de la propor-
cion 1:2; es decir, mediante un escalamiento de la respectiva longitud
por un factor de (1/2)" o 2", segiin sea el caso. Este proceso se muestra
en el cuadro 4

En el cuadro[d] se puede apreciar, con mucha claridad, que aparecen
cuatro tonos nuevos al interior del intervalo de la octava central, como
resultado del mapeo de los tonos externos a ella. Con ello, se completa el
intervalo de interés: el total de tonos del septenario de la escala diatoni-
ca. Estos son precisamente los tonos que corresponden, como veremos
mas adelante, a las 7 notas musicales. Ahora, se pueden completar los
intervalos de la octava superior y la octava inferior, mediante el mapeo
de los tonos que hagan falta, desde la octava central y recurriendo al
traslado que convenga con ayuda de los factores de escalamiento (1/2)™
o 2™
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Punto Longitud Longitud
(como cociente) | (como fraccién)

Qo l 1.000!

Co 312 0.7021

O 21 0.6661

C 51 0.5261

Q2 5l 0.4441

Cy = 2Q, 2 0.3951
1Cy = 4Qs =) 0.3511
101 =2C;5 2] 0.3331
Qs y Cs >l 0.2961
101 =20Qs el 0.2631
1Qo =2Cs 4 0.2501
Cy =10, 21 0.2221
Q. 21 0.1971

Cs 2l 0.1661

Qs 221 0.1311

Cs £l 0.1251

Qs o5l 0.0871

Cuadro 4. Traslado de los tonos externos a la octava central y su y mapeo
al interior de esta.

5. Influencia de la estructura de la escala diatonica
en el lenguaje especializado de la musica

Para concluir, vamos a comentar el ordenamiento y las relaciones en-
tre los tonos de la escala diatonica. Para ello, nos enfocaremos en el
intervalo de la octava central del cuadro [d, que ahora presentamos en
el cuadro [5 con informacién adicional. El cociente que se reporta en la
ultima columna es una medida de la «distancia», en frecuencia, entre
dos notas adyacentes de la escala. Obsérvese como las distancias en fre-
cuencia entre cada nota solo presenta dos posibles valores: 9/8 = 1.125
0 256/243 = 1.053. En el primer caso, el cociente 9/8 , es decir el factor
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Tono Punto Longitud Longitud Meétrica de distancia tonal

(como cociente) | (como fraccién) (al siguiente tono)

0 Co 22 0.3951 ST =2 =1125

1 | 1Co=4Qs 255, 0.3511 25026 — 258 = 1.053

2 | 1Q1=2Cs 21 0.3331 2x2T = 8 =1.125

3 Q3y Cs =l 0.2961 Sx28 — 9 =1.125

4 | $C1=2Qs5 41 0.2631 Saxt = 258 = 1.053

5 | 1Qo=2Cs 11 0.2501 2 =2=1125

6 Cy 21 0.2221 2x8l -9 =1125

Cuadro 5. Tonos y puntos de la escala diaténica en la octava central de
nuestra construccion.

1.125, denota una distancia en frecuencia que, dentro de la jerga mu-
sical, se conoce como distancia de «un tono». Por su parte, el cociente
256/243 denota una distancia en frecuencia minima, mediante el factor
1.053 que, aunque relativamente pequena, es perfectamente identifica-
da por el oido humano. A esta ultima distancia tonal se le denomina
distancia de «un semitono».

Por ejemplo, entre el tono 0 y el tono 1 existe una distancia en fre-
cuencia de 1.125, mientras que la distancia en frecuencia entre el tono
1 yel 2esde 1.053. Es decir, que entre el tono 0 y el tono 1 existe un
tono completo de separacion, mientras que entre el tono 1 y el 2 tan
solo existe un semitono.

En favor de una mayor claridad expositiva de lo que se va a comentar
a continuacién, en el cuadro [6] se presenta la informacién de los 7 tonos
de la escala diatonica correspondientes al intervalo de la octava central,
maés el primer tono (el tono 0) de la siguiente octava. Nétese que el tono
correspondiente al punto )4 es homoénimo del correspondiente al punto
(5, ya que guardan entre ellos una relacién de exactamente una octava,
pues (32/81)l = 2 x (16/81)l, razén por la que ambos tonos son afines
y se denotan con el mismo numeral (ambos se identifican con el «tono
0»). Por lo tanto, podemos decir que, después de la nota 6, aparece
de nueva cuenta la nota 0, mostrando una periodicidad que se puede
representar perfectamente con la operacion matematica de médulo 7.

Por otro lado, asi como el cociente de las frecuencias de dos tonos
adyacentes (o, equivalentemente, al inverso del cociente de las longi-
tudes de las cuerdas que los producen) permite definir una métrica de
«distancia», en la jerga de los musicos se llama intervalo a la «distancia»
entre dos notas y se especifica en término del niimero de notas inter-
medias. A esto también se le denomina como «grados» de la escala.
Asi, por ejemplo, en el cuadro [6] del primer tono 0, que corresponde
al punto Cs, al segundo tono 0, que corresponde al punto ()4, existen
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Tono Punto Longitud Longitud Meétrica de distancia tonal

(como cociente) | (como fraccién) (al siguiente tono)

0 Co 22 0.3951 ST =2 =1125

1 | 1Co=4Qs 255, 0.3511 25026 — 258 = 1.053

2 | 1Q1=2Cs 21 0.3331 2x2T = 8 =1.125

3 Q3y Cs =l 0.2961 Sx28 — 9 =1.125

4 | $C1=2Qs5 41 0.2631 Saxt = 258 = 1.053

5 | 1Qo=2Cs 11 0.2501 2 =2=1125

6 Cy 21 0.2221 2x8l -9 =1125

0 Qu 18] 0.1971 [Pendiente de calcular]

Cuadro 6. Tonos y puntos de la escala diatdnica extendida.

exactamente 8 notas o grados, sin importar que la separacion entre ca-
da uno de los tonos intermedios pueda ser de un tono completo o de
un semitono. Es asi como un intervalo de 8 grados corresponde exac-
tamente a una octava y, como sabemos, es justo en este intervalo en
el que se duplica la frecuencia del tono de referencia. Esta es la razon
por la que, al hablar de una octava como intervalo, implicitamente se
hace alusién a la duplicacién de la frecuencia del tono de referencia vy,
en automatico, al traslado en «altura» de la escala musical.

Ahora, estamos en condiciones de explicar la razén de fondo por la
que denotamos con la letra () a la cuerda que segmentamos mediante
la proporcién 2:3, al igual que a todos sus puntos de segmentacion.
Esto es porque esta cuerda se asocia con los intervalos en «quintas» y
de alli la ‘Q’. En el cuadro [6, podemos comprobar que en el intervalo
que conforman dos puntos (); consecutivos, por ejemplo, en el intervalo
entre (Y3 y ()4, existen exactamente cinco notas o grados entre ellas.
Por lo tanto, esta es la razén por la que a la proporcién 2:3 se le asocia
con el intervalo de las «quintas».

De manera correspondiente, denotamos con la letra C' a la cuerda que
segmentamos mediante la proporcion 3:4, al igual que todos sus puntos
de segmentacion. Esto es porque esta cuerda se asocia con los intervalos
en «cuartas» y de alli la ‘C’. En el cuadro[6] podemos comprobar que en
el intervalo que conforman dos puntos C; consecutivos, por ejemplo, en
el intervalo entre Cy y (3, existen exactamente cuatro notas o grados
entre ellas. Esta es también la razon por lo que la proporcién 3:4 se le
asocia con el intervalo de las «cuartas».

Asi, la escala diaténica combina los efectos de la cuerda que genera
las notas de las cuartas con los efectos de la cuerda que genera las notas
de las quintas, materializando con ello un septenario tonal dentro de
una cierta octava.
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Nota Punto Longitud Longitud Distancia tonal | Distancia tonal
(como cociente) | (como fraccién) | (como factor) [en «tonos»]

La Co 2] 0.3951 1.125 1 tono
A)

Si | 3C0 =4Qs 258 0.3511 1.053 1 semitono
(B)

Do | 1Q1=2Cs 21 0.3331 1.125 1 tono
©

Re Q3 y Cs =l 0.2961 1.125 1 tono
D)

Mi | $C1=2Qs o=l 0.263! 1.053 1 semitono
(E)

Fa | 7Qo=2Cs 1l 0.2501 1.125 1 tono
F)

Sol Cy 2] 0.2221 1.125 1 tono
(S)

Cuadro 7. Los tonos de la escala diaténica, su correspondencia con los
nombres de las notas musicales y su distancia tonal a la siguiente nota.

Para terminar, en el cuadro |7} se presenta la asignacién de nombres
para las notas que se ha adoptado en la cultura occidental moderna
y su relacion con los tonos de la escala diaténica. Esto a fin de poder
identificar con claridad a cada una de las notas y, sobre todo, para de-
finir, sin ambigiiedad, a los tonos de referencia en la ejecucién de una
composicion melddica. La regla de correspondencia es la siguiente: en
el intervalo entre la nota denominada como Fa (o F) y la nota deno-
minada como Si (o B) deben existir exactamente tres tonos completos.
Aunque, en principio, esto es completamente arbitrario, los musicos
modernos lo han acordado asi, por convenir a cierta estética y armonia,
de conformidad con los gustos y criterios de nuestra época y cultura.

En este punto vale la pena recordar que, a fin de cuentas, la posicién
relativa de la nota de referencia (por ejemplo, la nota Do), respecto de
la progresion de tonos y semitonos de la escala diatonica, es una eleccién
un tanto arbitraria. En realidad, existen, al menos, siete posibles escalas
diaténicas, en donde el tono de referencia puede ser cualquiera dentro
de la progresiéon de tonos y semitonos de la escala diaténica. De hecho,
la disposicién de los semitonos le da a cada escala su caracter, su efecto
auditivo y, de alli, sus diferentes denominaciones en los textos antiguos.

Ya solo nos resta comentar brevemente una propiedad, por demas
interesante, de la escala diaténica. Sabemos que para su construccién,
a partir de las cuerdas C' y @), hemos alineado, transpuesto y combi-
nado los tonos de dos progresiones con caracteristicas que, en cierto
sentido, se desarrollan en sentido opuesto. En apariencia, con esto se
logra un equilibrio y una relaciéon armonica, al quedar neutralizados dos
principios contrarios, y se alcanza, por asi decirlo, a una condiciéon de
«estabilidad del sistemax».
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La estabilidad del sistema musical diaténico tiene que ver con cierto
«ajuste automatico» de esta escala. Resulta que, siendo esta escala la
materializacion de un sistema musical y sonoro caracterizado por inter-
valos de octavas, cada ocho «pasos» (notas o grados) se debe alcanzar
exactamente el doble de la frecuencia del punto de partida. Es muy
claro el ajuste implicito del sistema diaténico, ya que considera exac-
tamente 5 pasos de con tonos completos y dos pasos con semitonos. De
no ser asi, el sistema nunca llegaria a la siguiente octava y perderia su
caracteristica de periodicidad tonal con modulo 7.

Consideremos por un momento lo que sucederia con una frecuencia
que se incrementara con 7 pasos de tonos completos:

9\ 7
fm2 = (g) le = 228fz1

Como vemos, al final de los 7 pasos, no se duplica la frecuencia inicial

en forma exacta. Pero si, en vez de 7 pasos completos, se aplican 5

incrementos con tonos completos y dos semitonos, resulta que la dupli-

cacion se realiza en forma perfecta. Para el caso de la escala diatonica,

esto se puede expresar de la siguiente forma:

9\° /256>

Esto significa que, de alguna forma, los 2 pasos con semitonos no
son mas que dos pequenos «ajustes», a fin de garantizar la periodici-
dad con modulo 7 del sistema musical diaténico. Lo sorprendente es
que estos dos «ajustes» surgieron, al menos en apariencia, de forma
completamente natural durante el proceso de construccion de la escala
diatonica, después del proceso de alineamiento, transposicién y combi-
nacion de los tonos producidos por las cuerdas generadoras C'y Q.

6. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado la descripcién y construccion formal
de una escala musical diatonica, a partir de una exégesis de los escritos
y teorizaciones de Antoine Fabre D’Olivet, en lo relativo a los principios
de la musica entre los pueblos antiguos. La exposicién se desarrollo en
forma gradual y progresiva, a fin de mostrar la derivacién y la justifica-
cién, tanto algebraica como aritmética, de las relaciones y proporciones
empleadas, asi como el ntimero y la disposicion de los elementos cons-
tructivos de la escala diatdnica. Los autores esperan, con sinceridad,
que este modesto trabajo permita acercar al publico interesado hacia
las posibles razones originales detras de esta ancestral escala musical o,
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por lo menos, para entender un poco mejor las razones formales detras
de cierta terminologia y tecnicismos empleados en la musica.
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