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1. Introduccién

Respecto al nimero e cabe decir que historicamente es uno de los niime-
ros con mayor notabilidad de las matematicas. El primero que adopto la
notacién que hoy dia es aceptada fue el suizo Leonhard Euler (Basilea,
1707 — San Petersburgo, 1783) en un manuscrito que, aunque estaba
fechado al parecer entre 1727 y 1728 segin algunas fuentes, se publico
péstumamente en su Opera posthuma (1862), de ahi que consideren
que este nimero que es la base de los logaritmos naturales se le conoz-
ca también como nimero de Euler (véase [14, p. 152]). Sin embargo,
dicha constante ya era conocida desde tiempos del escocés y descu-
bridor de los logaritmos John Napier (Edimburgo, 1550 — ibid. 1617),
por lo que también recibe en ciertos ambitos el nombre de constante
de Napier. La constante como tal fue descubierta en 1683 por el suizo
Jakob Bernoulli (Basilea, 1655 — ibid. 1705) cuando dedicé sus estudios
al interés compuesto (véase [11, p. 166]). La definicién clasica de dicho
numero y que se puede encontrar en multitud de referencias es

1 n
e = lim (1 + —) . (1)
n—o0 n

Notese que también se puede definir dicho nimero a través del si-

guiente limite
1\"tz
e = lim (1 + —) . (2)
n

n—00

Pero ... jcémo podemos hacer dicha afirmacién de manera tan lige-
ra? Fijemos por ejemplo n = 10000 y veamos la diferencia entre dichos
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limites. En el primer caso

10000
1+ —— = 2.71814592 - -
( + 10000)

y en el segundo

1 10000+3
<1 + ) = 2.718281831 - - - .

10000

Ambos limites se «aproximan» al valor real de e. El primero es exacto
hasta el tercer decimal, mientras que el segundo lo es hasta el séptimo.
Dicho resultado nos hace apresurarnos a pensar que quizas el segun-
do limite supusiera una mejor aproximacion al valor exacto de dicha
constante con respecto al resultado clasico del primero.

Se sabe que para cualquier valor de n > 1, entonces

(1+3)
e>(1+-—] .
n

En este caso, vamos a presentar una serie de demostraciones que
prueban la siguiente desigualdad

1
1\""2
e<<1+—> .
n

Para demostrarla, plantearemos varios caminos, el primero mediante
la utilizacién de expresiones en series de potencias de Taylor, segui-
remos explorando la utilizacién de dos desigualdades, primero la de
Hermite-Hadamard y después la de Cauchy-Bunyakovski-Schwarz, y fi-
nalmente analizaremos una cuarta via mediante el uso de herramientas
del andlisis matematico.

2. Demostracion por desarrollo en serie de
potencias de Taylor

Si se considera el desarrollo en serie de potencias de Taylor de la funcién
In(1 + x) alrededor del punto z = 0 se tiene la siguiente serie alterna

x> 2 2t a2
h(l+2)=2—-—4+———"F+——-+, —-1l<z<l
(1+2) 2 3 4 5 -
En la expresién anterior, reemplazamos x por +, y multiplicamos

n
ambos miembros por n, resultando

| 1+ ! 1 ! + L L + L
n 2n  3n?  4n3  Hnd
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n

Sustituyendo n por 2n y por —2n respectivamente en la expresion an-
terior se llega a las siguientes dos series:

2n1 1+ ! 1 ! + ! ! + L
nln - — - — JE
on dn. 12n%2  32n3  80nt ’

ontn (1— 2 P IIE SNE S
— n - — - —
" o An 1202 " 3203 T 80n?

Sumando ambas series obtenidas en el 1iltimo paso resulta

1 1 11
o (14— ) -m(1-—)] =2+~
”(n( +2n) n< 2n)> Tz T aom "

Teniendo en cuenta las propiedades de los logaritmos entonces

o (2P o L L
n fy _ “ e
L 6n2 " 400

Dividiendo en la tultima expresion ambos miembros por dos, y te-
niendo en cuenta las propiedades de los logaritmos, se llega a

| o2n+1\" 14 1 n 1 n
n = -
on—1 12n?2  80n*

En este punto, se sustituye n por n+ %, llegandose a la siguiente serie

1n<2n+2)"+5_1+ R S
2n 12(n+3)? so(n+d)"

1\""2
ln(1+—) > 1,
n
1\"tz
e<<1~|——> . ]
n

3. Demostracion mediante la desigualdad de
Hermite-Hadamard

Por lo tanto

luego

Los franceses Charles Hermite (Dieuze, 1822 — Parfs, 1901) y su discipu-
lo Jacques Hadamard (Versalles, 1865 — Paris, 1963) llegaron en 1893
a un resultado fundamental en forma de desigualdad (véase [7]). Entre
los resultados més notables obtenidos por ambos autores, el primero de-
mostré la trascendencia del nimero e en 1882 (véase [12]), y el segundo
comparte el privilegio de haber demostrado el teorema de los nimeros
primos junto (aunque de manera independiente) al belga Charles-Jean
de la Vallée Poussin (Lovaina, 1866 — Bruselas, 1962) en 1896 (véase
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[13]). Dicha desigualdad juega un papel fundamental en la teoria de
convezidad (de funciones). Veamos el resultado alcanzado por Hermi-
te y Hadamard a continuacién (véanse [3] y [4]). Previamente resulta
importante conocer formalmente el concepto de convexidad en una fun-
cion.

Figura 1. Charles Hermite (c. 1887) y Jacques Hadamard (c. 1935).

Definicién 3.1. Sea V C R. Una funcién G : V — R definida en un in-
tervalo (o en cualquier subconjunto convexo de algin espacio vectorial),
se dice que es convexa si se cumple

G(¢m+(1=Qma) < CGm) + (1= Gms),  (3)

para cualesquiera my,mg € V' y ¢ € [0,1]. En resumen, una funcién es
convexa si y solo si su epigrafo, esto es, el conjunto de puntos situados
en o sobre el grafo, es un conjunto convexo.

Teorema 3.2 (Desigualdad de Hermite-Hadamard). Si una funcion
G(z) es diferenciable en el intervalo [a,b] y su derivada es una funcion
creciente en (a,b), entonces para cualquier my, my € [a,b] tales que
my # mag, se cumple la siguiente desigualdad

g (ml +m2) ey . mjg(x) dp < ST G0)

2 2

Demostracion. Sea G(x) una funcién convexa en el intervalo [mq, ma].
Considerando ¢ = 1 en la expresién para x,y € [mq, my], se tiene

HEOECET) 5

2 - 2
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Considerando © = (my + (1 = ()ma e y = (1 — {)my + (mz en la
expresion , se obtiene

26 (™57 ) <6 (Gt (1= Q) +6 (0= -+ ). 0

Integrando la desigualdad de la expresion @ con respecto a ( sobre
[0, 1], resulta

1
2G (W) < /G(Cm1+(1—<;)m2) d¢ +

/g 1— m1+Cm2) m2 m1/g

Para demostrar la segunda parte de la desigualdad de la expresion
, se utiliza la definicién de convexidad para ¢ € [0, 1], resultando

G (¢mi+ (1= Oma) < CGma) + (1= ) Glma),

G ((1=Qmi+¢ma) < (1= ¢)Glm) +CGlma),

Sumando las dos ultimas desigualdades, se obtiene
G (i + (1= Qma) +G (1= Omy + Cma) < Glamy) +G(ma). (7)

Integrando la desigualdad de la expresion con respecto a ( en el
intervalo [0, 1], se tiene

/g(Cm1+(1—C)m2)dC+/Q((1—C)m1+Cm2>dQS

0
1

< (9(m:) — Glms)) [ dc.

0

Por lo tanto, se cumple que
o
_ dz < : m
T — /Q(aj) r < G(my) + G(ms)

Consideremos la funcién f(z) = 2 en el intervalo [n,n+1] (figura .

Se puede observar que la derivada f/(z) = —m% es una funcién creciente
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Figura 2.

en el intervalo (n,n+1). Entonces se cample la desigualdad de Hermite-
Hadamardﬂ. Aplicando dicha desigualdad a la funcién cuando x; = n
y x9 = n + 1 resulta

n+1

n+n+1 1
d
f( 5 )<n+1_n/f(x) x,
2 1
In{1+—
2n—|—1<n(+n)7
1 1
T <1n(1+—>,
7”L—|—§ n

1\"*2
1<1n(1+—> ,
n

lo que concluye en

4. Demostracion mediante la desigualdad de
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

En 1821, el francés Augustin Cauchy (Paris, 1789 — Sceaux, 1857) pu-
blic6 un trabajo en el que aparecia por primera vez la desigualdad

1Si en la demostracién de dicha desigualdad se tiene que
G(¢m1+ (1= Oma) < CGma) + (1= ) G(ma),

para algin (o y G es continua, entonces ocurre en un entorno de (p, por lo que al integrar la
desigualdad resulta entonces estricta.
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Figura 3. Augustin Louis Cauchy (c. 1857), Viktor Yakovlevich Bunya-
kovsky (1888) y Hermann Schwarz (c. 1890).

en cuestion en forma de sumas. Cauchy debe ser considerado como el
matematico que formalizé el célculo infinitesimal, ayuddndose de los
conceptos aritméticos sobre el campo (o cuerpo) de los niimeros reales
para otorgar el rigor que necesitaban los fundamentos del andlisis, hasta
entonces apoyados en una intuicion geométrica que quedara en segundo
plano con los trabajos del francés. Ademas posee el privilegio de haber
sido uno de los matematicos mas prolificos, inicamente superado por
el suizo Leonhard Euler, el hungaro Paul Erdés (Budapest, 1913 — Var-
sovia, 1996) y el inglés Arthur Cayley (Richmond, 1821 — Cambridge,
1895).

En 1859, el ruso Viktor Bunyakovsky (Bar, 1804 — San Petersburgo,
1889) cuyo director de tesis habia sido el propio Cauchy, redefinié la
desigualdad del francés en forma de integrales, demostrandola para el
caso de un espacio de dimensién infinita. Aparte de sus responsabilida-
des como docente de la Academia Naval de San Petersburgo de 1828 a
1860, y de la Universidad de dicha ciudad de 1846 a 1880, Bunyakovsky
dedicé sus esfuerzos a investigar en campos donde realizé importantes
contribuciones como en teoria de ntimeros o teoria de probabilidades.

En 1888, el alemén Herman Schwarz (Hermsdorf, 1843 — Berlin, 1921)
publicaba su segundo trabajo. Schwarz que paradéjicamente no habia
estudiado en Berlin matematicas sino quimica, se dejé persuadir por
Ernst Kummer (Zary, 1810 — Berlin, 1893) y Karl Weierstrass (Enni-
gerloh, 1815 — Berlin, 1897) para que se centrara en la primera disci-
plina, ofreciéndose ambos a dirigir su tesis doctoral. Se doctoré poco
después en 1864 y comenzé a partir de ese momento una prolifica carre-
ra. Sus trabajos se centraron fundamentalmente en andlisis complejo,
geometria diferencial y el cdlculo de variaciones entre otros. Desarroll6
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un caso especial de la famosa desigualdad redefinida por el ruso Bunya-
kovsky que veremos més adelante. Dicha desigualdad es ampliamente
utilizada en matematicas en campos tan diversos como el analisis, la
geometria o la teoria de la probabilidad.

Teorema 4.1 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Supdn-
ganse dos funciones f(x) y g(x) integrables en un intervalo |a,b]. Se
cumple

2 b b

/b f@g@ydr | < [ (@) do- [ (o)) de

a a

Demostracion. Considérese la funcién h(A) : R — R dada por la expre-
sién cuadrética h(\) = aX? + A + ¢ con A € Ry a # 0. Completando
cuadrados, resulta

b 2_1)2—4ac
2a '

h(A)za()\Jr— o

Supéngase que h()\) > 0 para todo A € R, en particular para A\ = —2

2a’
entonces ; 2y
—4ac
hl—— ) =— > 0.
< 2a) 4a

Por tanto, si A(A) > 0 para todo A € R, entonces

b? — 4ac
— >0
4a T
luego
b2 — dac < 0.

Sea la funcién h(\) : R — R dada por la expresién
b

p) = [ (A (@) - g()) dz,
/( )

a

claramente h()\) estd bien definida y ademds h(A) > 0 para todo A € R.
Notemos que

b

pN) = [ (A (@) = g()) dw =
/( )

a

b b

= /b<f(x)>2dx N —2 /f(x)g(x)dx )\+/<g(x))2da::

a a a

= a)\? — 20\ + c.
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Como se debe cumplir (deducido anteriormente) que b* — 4ac < 0,
entonces

2 b

= / f@)goyde | 4 [ (#a)) d- / (9(2)) "z <0

a

luego
b 2 b , b )
t| [r@oan) <a [ (r@) do- [ (gt0)) d,
y finalmente
b 2 ) b ,
[waar) < [(1@)ar [ (s) a0
Consideremos en este caso las funciones f(x) = /z y g(z) = \/LE

ambas integrables en un intervalo [a,b] (con a,b > 0) sobre un espacio
vectorial euclidiano (véase [I p. 166]). En particular, considérense en
general que dichos extremos son a = ny b =n+1conn € Z*
arbitrario. Dichas funciones son linealmente independientes por lo que
su producto escalar resulta

b

(f,g9) = /f(x)g(x) dxz > 0.

a

(- )=

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz a las dos
funciones f(z) y g(z) definidas, el miembro izquierdo de la desigualdad
resulta

Ademas se cumple que
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Veamos ahora el miembro derecho de la desigualdad

n+1 n+1
1 22|t n+1
xdx - —dr = — - In :c ,
T 2
n n

( —|—2n+1 n2) (n—i—l)
—— ) -In ,
2 n
1
n+2
ln(1+ ) .
n

Por lo tanto, se cumple que
1\"z
< (1 + —) . [
n

5. Demostracion mediante herramientas analiticas

Definimos la funcién F(n) para n > 0 mediante la ecuacién

1 n+F(n)
(1 + —) =e.
n

Resolviendo dicha ecuacién para F(n) resulta que

1

F(n) = W —n. (8)

Veamos en primer lugar que la funcién F(n) es monétonamente cre-

)
ciente. Es decir, para todo n > 1, F'(n) > 0. La derivada de dicha
funcion resulta

F(n) = ! ~1. 9)

2
(n(1+1)) n2(1+1)
Para demostrar que F'(n) > 0, consideremos las siguientes funciones

f(x) =1In(1 + x),




1
CUATRO DEMOSTRACIONES DE e < (14 1)"*2 19

n
La diferencia de las derivadas primeras de las dos funciones anteriores

resulta
r+2—-2v1+=x
g(@) — J'(x) = o
2(1+ x)~

Como (z + 2) > 24/1 4 z para todo x > 0, entonces
g'(x) — f'(x) >0,

y por lo tanto
In(l+2z) <

x
Vitaz
Sustituyendo x = % en la desigualdad anterior y elevando al cuadrado

ambos miembros se llega a
1

n? (14 1) (n (14 %))2

De la expresién ([9) y la desigualdad anterior, resulta que F'(n) > 0.

Por lo tanto, la funcién de la expresion resulta estrictamente cre-
ciente. Para demostrar que dicha funcion estd acotada superiormente,
veamos el limite

> 1.

) 1 , 1—n1n(1+l)
lim — N = lim : n

Sustituyendo la serie de potencias

| 1+1 1 1 . 1 1 1 Lo 1
n — _ - - e = = = J—
n n  2n?  3n3 n  2n? nd )’

se tiene que

Como la funcién F(n) es estrictamente creciente, y lim F(n) =
n—oo

entonces se puede concluir que F(n) < %, y por lo tanto

1 n+F(n) 1 n+%
e:(1+—) <(1+—) . O]
n n

D=
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