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Resumen

En este trabajo se presentan las nociones bésicas relaciona-
das con las funciones multivaluadas. Como una aplicacién se
da una prueba de cémo construir una funciéon de Peano, esto
es, una funciéon continua y suprayectiva del intervalo unitario
I en I?. En general, en la literatura se construye tal funcién
como limite uniforme de una sucesién de funciones continuas.
Aqui la construimos de forma diferente, ya que se obtiene como
la interseccién de una sucesién anidada de imagenes de ciertas
funciones multivaluadas.

1. Introduccién

Este trabajo lo hemos dividido en tres secciones.
En la primera, damos una introduccién del propésito principal.

En la segunda, exponemos algunos resultados sobre funciones multi-
valuadas, en particular sobre las que son semicontinuas superiormente.
De hecho, probamos un resultado que se conoce como Teorema Gene-
ral de Funciones. Este teorema es muy importante pues nos brinda un
modo de construir funciones continuas y suprayectivas entre espacios
métricos y compactos.

101



102 JUAN CARLOS MACiAS ROMERO

En la tercera, utilizamos la teoria antes desarrollada para presentar
unas aplicaciones de las funciones multivaluadas. Damos la prueba de
c6mo construir una funcién continua del intervalo unitario [0, 1] sobre
el cuadrado [0, 1]2 . En general, en la literatura se construye tal funcién
como limite uniforme de una sucesién de funciones continuas. Aqui lo
hacemos de forma diferente pues aplicamos el Teorema General de Fun-
ciones. Al final incluimos unos ejercicios sobre esta seccion.

La tematica de este trabajo se enmarca dentro de la parte de la
Topologia que se denomina Teoria de los continuos. También utilizare-
mos un poco de la teoria de los hiperespacios de continuos. Esta teoria
tuvo sus inicios al principio del siglo XX con el trabajo de Hausdorff
y Vietoris y durante los anos veinte y treinta, la escuela polaca de
topologia desarroll6 gran parte de la estructura fundamental de los
hiperespacios de continuos.

Mencionemos algunas nociones basicas sobre estas teorias.

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. En Topo-
logia, se llaman hiperespacios los espacios constituidos por una clase
especifica de subconjuntos de un espacio dado. Los hiperespacios mas
estudiados de un continuo X son:

2¥ ={AC X : Aescerradoy A # @},

C(X)={A€2": Aes conexo}.
A estos espacios se les da una métrica definida de la manera siguien-
te:
Dados € > 0y A € 2% definimos:
N(e,A)={x € X : existe a € A tal que d(a,z) < e}
donde d es la métrica de X.
La métrica de Hausdorff para 2% se define entonces por:
H(A,B)=inf{e>0:ACN(,B) yBCN(c,A)}.

Las nociones no definidas en lo que sigue pueden consultarse en [1],
2]y [3].

2. Funciones semicontinuas superiormente

Definicién 2.1. Sean X y Y espacios métricos y compactos. A una
funcién:
F: X —2Y

se le llama una funcion multivaluada de X en Y.
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Definicién 2.2. Sean X y Y espacios métricos y F' una funcion de X
en 2¥. Decimos que F' es semicontinua superiormente en un punto p de
X, si para cada conjunto abierto U de Y tal que F' (p) C U, existe un
conjunto abierto V' de X tal que p € V' 'y F (x) C U para cada z € V.
Decimos que F' es semicontinua supertormente si lo es en cada punto
del espacio.

X

Veamos un ejemplo sencillo de una funciéon semicontinua superior-
mente.

Ejemplo. Sea f: R — R definida como sigue:

f(x):{1 si x <0

2 st x>0

Definamos F': R — 2% para cada z € R, por:
F(z) =10, f ()]

Sea p € R. Afirmamos que F' es semicontinua superiormente en p.

Sip < 0entonces F' (p) = [0, f (p)] = [0, 1], luego si U es un conjunto
abierto en R tal que [0, 1] C U existe, por ejemplo, el conjunto abierto
V = (2p,0) en R tal que p € (2p,0) y F (z) = [0,1] C U para cada
rxeV.

Si p > 0 entonces F' (p) = [0,2]. Asi, si U es un conjunto abierto en
R tal que [0, 2] C U entonces podemos tomar, por ejemplo, el conjunto
abierto V = (p—e,p+¢),cone > 0. Notequep € Vy F(z)=[0,2] C
U para cada x € V.

Si p = 0 entonces, F (0) = [0,2] y si U es un conjunto abierto en R
tal que F'(0) C U entonces podemos tomar, por ejemplo, el conjunto
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abierto V = (—e,+¢). Es claro que 0 € V. Ademas, para puntos x €
(—&,0) C V, se tiene que F' (z) = [0,1] C [0,2] C U, mientras que para
x € [0,e) C V, se tiene que F' (x) =[0,2] C U.

Por lo tanto, F' es semicontinua superiormente en R.

Unos resultados bésicos acerca de funciones semicontinuas superior-
mente son los siguientes.

Proposicién 2.3. Sean X y Y espacios métricos. Entonces una fun-
cion F: X — 2V es semicontinua superiormente si y solo si el con-
Junto:

{reX :F(x)nC # o}

es cerrado en X para cada conjunto cerrado C' en'Y .

Demostracion: Sean C' un conjunto cerrado en Y y
Ac={z e X : F(x)NnC # &}.

Probemos que X \ A es un conjunto abierto en X.

Sea z € X \ A, entonces F (x) N C = @. Observe que X \ C' es un
abierto en X y supongamos que F' (z) C X\C. Como F es semicontinua
superiormente existe un conjunto abierto V' en X tal que:

reVyF(z)cX\C,
para cada z € V. De donde, V' C X \ A. Asi, X \ A es un abierto en

X. Por lo tanto, A es un conjunto cerrado en X.

Ahora, supongamos que para cada conjunto cerrado C' en Y, Ac es
cerrado en X y probemos que F' es semicontinua superiormente.

Sean p € X y U un conjunto abierto en Y tales que F (p) C U.
Como X \ U es un conjunto cerrado en Y, entonces Ax\y es cerrado en
X. Esto es, X \ B es un abierto en X.

Dado que F'(p) C U entonces F (p) N (X \U) = &, por lo que
p € X\ B. Ademds, si x € X \ B entonces:

Fz)n(X\U) =@,

luego, F'(x) C U. Por lo tanto, F' es semicontinua superiormente en p
para cada p € X. O

Proposicion 2.4. Sean X y Y espacios métricos y f una funcion
suprayectiva de X en'Y tales que f~' (y) es un cerrado para caday € Y.
Definase F': Y — 2% por:
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para cada y €Y. Entonces [ es cerrada st y solo si F' es semicontinua
superiormente. En particular, una funcion continua y suprayectiva f
de X en un espacio métrico Y, es cerrada si y solo si f~1:Y — 2%
es semicontinua superiormente.

Demostracion: Supongamos que f es cerrada y sean p € Y y U un
conjunto abierto en X tales que F'(p) C U. Como X \ U es un conjunto
cerrado en X entonces f (X \ U) es un cerrado en Y. Sea:

V=Y\f(X\U),

Es claro que V' es un abierto en Y.

Afirmamos que p € V. Supongamos lo contrario, es decir, p €
f(X\U). Entonces existe z € X \ U tal que p = f(z), de donde,
z € f~1(p) = F (p). Luego, z € U, lo cual contradice la eleccién de z.

Afirmamos, también, que F (z) C U para cada z € V. Supongamos

que no es asi, es decir, que existe z € V tal que F (z) ¢ U. Luego,
existe z € F' (z) tal que z € X \ U. De donde:

f(z) e fF(X\U).

Por otra parte, como z € F () = f~! (), entonces f (2) = x. Asi v €
f (X \ U), pero esto es imposible ya que x € V. De esta manera, F' (z) C
U. Con todo lo anterior, F' es semicontinua superiormente.

Ahora, supongamos que F' es semicontinua superiormente y que C
es un conjunto cerrado en X. Probemos que f (C) es cerrado en Y.

Por la Proposicién 2.3, el conjunto:
C={yeY:F(y)nC +a}

es cerrado en Y.

Veamos que: X
C=f(C).

Siy € C entonces F (y) N C # @. Ahora si x € F (y) N C entonces
r € F(y) = f1(y), luego f(x) =y y, como x € C, entonces f (z) €
f(C). Asi, y € f(O).

Ahora, si y € f(C) entonces existe z € C tal que f(z) = y, luego
z€ f~'(y) = F(y). Porlo que z € F (y) N C. De aqui, y € C. Por lo
tanto, f (C) es cerrado en Y.

La segunda parte de la proposicién se tiene ya que si Y es un es-
pacio métrico entonces todos los puntos son cerrados en Y y, por la
continuidad de f, sus preimagenes son cerrados en X, luego se usa la
primera parte. O
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Teorema 2.5. Sean X y Y espacios métricos compactosy f: X — Y
una funcion suprayectiva. Entonces f es continua si y Ssolo si
1Y — 2% es semicontinua superiormente.

Demostracion: Por la Proposicion 2.4, se tiene que si f es una funcion
continua entonces f~': Y — 2% es semicontinua superiormente, ya
que f es cerrada por la compacidad de X y Y.

Ahora supongamos que f~!:Y — 2% es semicontinua superior-
mente y veamos que f es continua. Para esto, supongamos que {z,} -
es una sucesién de puntos en X que converge a un punto x € X y que
{f (xn)},2, converge a un punto p € X con p # f (x).

Como X es métrico, existen conjuntos abiertos ajenos U y W de X
tales que:

reWy ftp)cU.

Dado que f~! es semicontinua superiormente, existe un abierto V' en
Y tal que:
peVy [T (z)CU,

para cada x € V.
Por otra parte, existe N € N tal que f (z,) € V paran > N, luego:

7 (@) U,

para n > N. Asi, z, € U para n > N, pero esto contradice que la
sucesién {z,} -, converge a x. O

Lema 2.6. Sean X y Y espacios métricos compactos y F': X — 2V
una funcion semicontinua superiormente tales que, para cada x € X,

F(z) = {y.} -

Definamos f: X — Y por f(x) = yz, para cada v € X. Entonces f
es continua.

Demostracién: Sea U un conjunto abierto en Y. Veamos que f~!(U)
es abierto en X. Para esto, sea p € f~' (U). Entonces f (p) = y, €
U, asi F'(p) C U. Como F es semicontinua superiormente existe un
conjunto abierto V' en X tal que:

peVyF(z)CU,

para cada z € V.
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Veamos que:

Vcftu).
Si z € V entonces F (2) = {y.} C U, es decir, y, € U y asi f(z) € U.
Luego z € f~1 (U), por lo tanto, f es continua. |

Definicién 2.7. Sean X y Y espacios métricos y {F;}.°, una sucesién
de funciones de X en 2¥. Decimos que {F;};-, es una sucesidn decre-
ciente de funciones si para cada x € X, {F;(x)},°, es una sucesién
decreciente (como conjuntos, es decir, F; () D F; 1 (z) para cada i).

Definicién 2.8. Si {F;};°, es una sucesién decreciente de funciones de
X en 2¥ entonces F., denota la funcién multivaluada definida, para
cada x € X, por:

Fao(w) = () Fi (@)

El resultado siguiente nos sera 1til para probar algunas propiedades
que cumple Fl.

Proposicién 2.9. Sean {X;}.°, una sucesion decreciente de espacios
métricos compactos y U un conjunto abierto en X tales que

.
1=1

Entonces existe un entero N tal que U D X;, para cada i > N. En
[e.e]
particular, si cada X; # @ entonces (| X; # .

=1

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces para cada i, se tiene
que:

Por otra parte; si n < m entonces X,, C X, luego X, \U C X, \U.
Por tanto, C,, C C,. Por lo que la interseccion de los elementos de
cualquier subcoleccién finita de {C;: i € N} es no vacia. De esta mane-
ra:

{OZ 1 GN}

es una coleccién de conjuntos cerrados en X; con la propiedad de la
interseccion finita. Entonces por la compacidad de X; se tiene que:

ﬁa¢g
i=1
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Por otra parte, se tiene que:

o0

N =NEN) = (ﬂ)@) \U =2,

=1

(o] oo
pues U D () X;. Lo cual contradice que (| C; # @. Por lo tanto, se
i=1 i=1
[e.¢]
cumple la primera parte de la proposicién. El hecho de que (| X; # @ si
i=1
cada X; # @, se tiene pues {X;};, es una familia no vacia de cerrados
con la propiedad de la interseccién finita. O

Una primer propiedad que tiene F, esta dada por el lema que sigue:

Lema 2.10. Sean X yY espacios métricos y {F;};°, una sucesion de-
creciente de funciones semicontinuas superiormente de X en 2¥. En-
tonces Foy va de X en 2Y y es semicontinua superiormente.

Demostracion: Por la Proposicién 2.9, F, (x) # & para cada x € X,
de donde, F' estd bien definida.

Para ver que F, es semicontinua superiormente, tomemos p € X y
U un conjunto abierto en Y tales que F,, (p) C U. Por la Proposicién
2.9, existe un entero N tal que U D F; (z) para cada ¢ > N. En particu-
lar, Fiy (p) C U. Como Fy es semicontinua superiormente en p, existe
un subconjunto abierto V de X tal que p € V' y Fy () C U para cada
x € V. Dado que:

Foo () = ﬂF (z) C Fy ()

para cada x € V, entonces F, (z) C U para cada € V. Por lo tanto,
F es semicontinua superiormente. O

Definicién 2.11. Sean X y Y espacios métricos y F: X — 2¥. Dec-
imos que la funciéon F' cubre a Y si:

UF@=Yy

zeX

Lema 2.12. Sean X y Y espacios métricos compactos y {F;},-, una
sucesion decreciente de funciones semicontinuas superiormente de X
en 2Y. Si F; cubre a 'Y para cada i, entonces Fy, cubre a 'Y .
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Demostracion: Sea q € Y. Por hipotesis tenemos que, para cada i,
existe z; € X tal que ¢ € F; (z;). Por la compacidad de X existe una
subsucesién {z;, },-, de {z;};- tal que {;, },-, converge a algin punto
peX.

Ahora, mostremos que:

qEﬁFi(p)zFoo(p).

Para esto, supongamos que q ¢ F, (p). Entonces tomando el con-
junto abierto U =Y — {q} en Y se tiene que:

F.(p) CU.

Luego, por la Proposicién 2.9, existe un entero N tal que Fy (p) C U.
Como Fly es semicontinua superiormente en p existe un subconjunto
abierto V' de X tal que p € V y para cada x € V:

Por otra parte, ya que {z;, }20:1 converge apy p € V entonces existe
ix, para algin k, tal que iy, > N y x;, € V, luego, por (*), se tiene que:

Fy (z,) U (**)

Como i, > N, se tiene que Fy (z;,) D F;, (z;,) yyaqueq € F;,_(x;,)
entonces ¢ € Fi (x;,). Luego, por (**), se tiene que ¢ € U. Lo cual
es imposible puesto que U = Y — {q}, entonces ¢ € F (p) v, asi,

g€ | Fx (). Por lo tanto F,, cubre a Y. O
rzeX

El resultado que sigue se conoce como Teorema General de Fun-
ciones y es muy importante pues nos brinda un modo de construir
funciones continuas y suprayectivas.

Teorema 2.13. Sean X y Y espacios métricos compactos y {F;}.2,
una sucesion decreciente de funciones semicontinuas superiormente de
X en 2" tales que cada F; cubre a'Y y, para cada x € X :

lim diam [F; (z)] = 0.

1—00

Entonces existe una funcion continua y suprayectiva de X en 'Y .
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Demostracion: Sea f: X — Y definida, para cada x € X, por:

f (z) = tnico punto en ﬁ F;(z) = Fy (x)

=1

Veamos que f esta bien definida.

Por la Proposicién 2.9, F, () # &, luego supongamos que existen
py qen F tales que p # q. Entonces p y ¢ estan en F; (z) para cada
i, asi d (p, q) > 0. Pero diam F; (x) > d(p, q) para cada i entonces:

lim diam [F} (x)] > 0.

1— 00

Esto contradice la hipotesis. Por lo tanto, f esta bien definida.
Ahora veamos que f es continua.

Por el Lema 2.10, F, es semicontinua superiormente y por el Lema
2.6 y el hecho de que si x € X entonces:

Foo(z) ={yz} v f(7) = ¥

Se sigue que f es continua.
Finalmente probemos que f es suprayectiva.
Sea y € Y. Como:

U Fe(@) =Y

zeX
entonces y € Fi, (x), para algin z € X. Para este z, f (z) es el nico
punto en Fi, (x), luego y = f (z). Asi, f es suprayectiva. Por lo tanto,
hemos probado la existencia de una funcién, f, continua y suprayectiva
de X en?Y. 0

3. Aplicaciones

En esta seccién, utilizaremos la teoria antes desarrollada para pre-
sentar unas aplicaciones de las funciones multivaluadas. En general, en
los libros de topologia, estos resultados se demuestran sin utilizar esta
teoria o se dejan como ejercicios, sin embargo, el uso de estas funciones
nos brinda la oportunidad de probarlos de una forma mas elegante.

n

Lema 3.1. Sea Y = |J A; con n < oo, donde cada A; es un es-
i=1

pacio métrico compacto no vacio y A; N Aj1 # D para cada 1 =

1,2,...,n—1. Entonces existe una funcion semicontinua superiormente
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F: [0,1] — 2Y tal que F cubre a Y y para cada t € [0,1], se tiene
que:
F(t)=A4;,0F(t)=A;UA;11 para algin 1.

Demostracion: Definamos F': [0,1] — 2 de la manera siguiente.

Primero tomemos t4, ..., t, € [0, 1] tales que:

0<ty <tg, - <th1<t,=1,

entonces: )
Ay sitel0,t)
AU A, sit=1t
Ay sit € (ty,t)

AQUAg Sit:tQ

Ay sit e (tg_1,ty)
Ak U Ak—i—l sit= tk

An—l U An sit= tn—l
An sit e (tn—la tn]

\

Veamos que F' es semicontinua superiormente.

Sit =0, sea U un abierto en Y tal que A; = F (0) C U. Notemos
que:

V - [O, tl)

es un abierto en [0, 1] tal que 0 € [0,¢1) y F'(t) = A; C U para cada
t €0,t1).
Sit =t y U esun abierto en Y tal que Ay U Ay = F(t;) C U

entonces:
t1 t t
V- _17 1+ 1o
2 2

es un abierto en [0, 1] tal que t; € V. Luego, si x € (%,tl) entonces:

y si x € (t1, B32) entonces:

F(x):AQCAlLJAQCU.
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En general, sit € (tx_1,%), con 1 < k < n, se tiene que F (t) = Ay,
y si U es un abierto en Y tal que Ay = F (t) C U entonces:
V = (tp_1,tx)
es un abierto en [0, 1] tal que:
teVyF(x)=A,CU

para cada x € V. Sit =, con 1 < k < n, entonces F' (t) = Ax U Ag1q
y si U es un abierto en Y tal que Ay U Ay = F (tx) C U entonces:

tpe—1 + th Tr + thyr
V=
()

es un abierto en [0, 1] tal que t;, € V. Luego, siz € (w, tk) entonces:

F(:E):AkCU

Hlpg1

ysix € (tk, b 5 ) entonces:

F(ﬂf) = Ak+1 C Ak UAk;+1 cU.

Finalmente para t =t, = 1, sea U un conjunto abierto en Y tal que
A, = F (t,) C U entonces el conjunto abierto:

V= (tn—la ]-]

en [0,1] es tal que:
F(x)=A,CcU
para cada © € (t,_1, 1].

Por lo tanto, F' es semicontinua superiormente en cada punto del
[0, 1]. Para terminar, probaremos que F' cubre a Y.

Para esto note que:
[0, ].] - [O, tl) U {tl} U (tl,tQ) U {tg} u...u (tn—h 1],

luego, si:

ye | JF@)

entonces:
yGAioyeAiUAiH
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para algin 7, de aqui se tiene que, en cualquier caso:
n
i=1

Ahora, si y € Y entonces y € A; para algun i. Asi, y € f(t) para
t € (ti_1,t;) o para t = t;, en cualquier caso:

ye | JF(a).
De esta manera, F' cubre a Y. O

Como una aplicacién muy interesante de las funciones multivaluadas
tenemos el resultado que sigue, el cual nos asegura la existencia de una
curva de Peano, esto es una curva que llena el cuadrado.

Teorema 3.2. Fuxiste una funcion continua suprayectiva:
f: [071] - [071] X [071] :
Demostracion: Dividamos [0, 1] x [0,1] en cuatro cuadrados cerrados

congruentes, digamos Ap, Ag, A3, Ay tales que A; v A1, 1 = 1,2,3,
tengan una arista en comun.

A A,
A, A,

Definamos F: [0, 1] — 20001 como sigue:

£y (0) = A

(1) = A

Fi($) = AUAL, para i =1,2,3.
B = A, site (Fh1),i=1,.4
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ATA,
AA.

—t—tt
0 4 24 34 |

No es dificil ver que Fj es semicontinua superiormente en [0, 1].

Ahora, dividamos cada A; en cuatro cuadrados cerrados congru-
entes, digamos A, 1, A; 2, Ai3, A; 4, tales que cada A; ; y A, j41 con 1 <
1 <4y 1< j5 <3 tengan una arista en comun.

A, AL A A,
A, Asl Ay A,
A, A, A Ay
A, Ayl Ay A

Definamos F5 sobre [O, ﬂ como sigue:

Fy (0) = Az’,l
Iy (%) = AjaUAs,
I (1]_6) = A UAyj, para j = 1,2,3.
. i1 : 3
F (t) = Al,j, sit e (]1_6’ %) ,g=1,..4.
A11 A 14 ‘A‘Zl P22
AlZ AD }24 23
I : : :4/:16 8/;16 12/;16 i
0 A43 42 STHIES <2
A, 41 G [ A
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Anélogamente, se define F3 sobre [}1, %L [%, ﬂ y [%, 1} .
Otra vez, F, es semicontinua superiormente en [0, 1] . Ademas:

0,1 x[0,1] = | F(2)

z€[0,1]
y, para cada x € [0, 1], se tiene que:

F1 ($) D F2 (I)

diam F (z) < 1y diam F; (z) <

N =

Si continuamos definiendo F;, de manera semejante para cadan € N,
habremos construido una sucesién de funciones F),: [0, 1] — 2[0:1x[0:1]
tales que:

i) F, es semicontinua superiormente para cada n € N,
ii) F,(z) D F,41 (z) paracada z € [0,1] y n € N,
iii) [0,1] x [0, 1] = Uzepoa1Fy (x) para cadan € Ny

iv) lim diam [F, (z)] = 0 para cada n € N.

Entonces por el Teorema General de Funciones tenemos que existe
una funcién continua y suprayectiva de [0,1] en [0, 1] x [0, 1]. O

En el ejercicio 1 se tiene otra aplicacion de las funciones multiva-
luadas.

4. Ejercicios

1. Demostrar que Todo espacio métrico y compacto Y, es una imda-
gen continua y suprayectiva del conjunto de Cantor.

Sugerencia: La construccion de tal funcién se lleva a cabo definien-
do ciertas funciones multivaluadas del conjunto de Cantor en el
hiperespacio de Y, de manera similar a las construidas en el teo-
rema 3.2, con lo que se logra tener las condiciones para aplicar el
Teorema General de Funciones.
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2. Describa el tercer paso de la construccién de la curva en la prue-
ba del teorema 3.2. Es decir, defina la funcién Fj: [0,1] —
20:0x[01 " de manera semejante a F, de la prueba del teorema
3.2, tal que:

i) F3 es semicontinua superiormente,
ii) Fy(x) D F3(x) para cada = € [0, 1],

iii) [0,1] x [0,1] = Ugepo,nFs () ¥y

iv) diam F;(z) < 1.

e ilustre con un dibujo, el tercer paso de la construccion de la
curva de Peano.
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