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Resumen

En este trabajo se presentan las nociones básicas relaciona-
das con las funciones multivaluadas. Como una aplicación se
da una prueba de cómo construir una función de Peano, esto
es, una función continua y suprayectiva del intervalo unitario
I en I2. En general, en la literatura se construye tal función
como ĺımite uniforme de una sucesión de funciones continuas.
Aqúı la construimos de forma diferente, ya que se obtiene como
la intersección de una sucesión anidada de imágenes de ciertas
funciones multivaluadas.

1. Introducción

Este trabajo lo hemos dividido en tres secciones.

En la primera, damos una introducción del propósito principal.

En la segunda, exponemos algunos resultados sobre funciones multi-
valuadas, en particular sobre las que son semicontinuas superiormente.
De hecho, probamos un resultado que se conoce como Teorema Gene-
ral de Funciones. Este teorema es muy importante pues nos brinda un
modo de construir funciones continuas y suprayectivas entre espacios
métricos y compactos.
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En la tercera, utilizamos la teoŕıa antes desarrollada para presentar
unas aplicaciones de las funciones multivaluadas. Damos la prueba de
cómo construir una función continua del intervalo unitario [0, 1] sobre
el cuadrado [0, 1]2 . En general, en la literatura se construye tal función
como ĺımite uniforme de una sucesión de funciones continuas. Aqúı lo
hacemos de forma diferente pues aplicamos el Teorema General de Fun-
ciones. Al final incluimos unos ejercicios sobre esta sección.

La temática de este trabajo se enmarca dentro de la parte de la
Topoloǵıa que se denomina Teoŕıa de los continuos. También utilizare-
mos un poco de la teoŕıa de los hiperespacios de continuos. Esta teoŕıa
tuvo sus inicios al principio del siglo XX con el trabajo de Hausdorff
y Vietoris y durante los años veinte y treinta, la escuela polaca de
topoloǵıa desarrolló gran parte de la estructura fundamental de los
hiperespacios de continuos.

Mencionemos algunas nociones básicas sobre estas teoŕıas.

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. En Topo-
loǵıa, se llaman hiperespacios los espacios constituidos por una clase
espećıfica de subconjuntos de un espacio dado. Los hiperespacios más
estudiados de un continuo X son:

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y A 6= ∅} ,

y
C (X) =

{
A ∈ 2X : A es conexo

}
.

A estos espacios se les da una métrica definida de la manera siguien-
te:

Dados ε > 0 y A ∈ 2X definimos:

N (ε, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d (a, x) < ε}
donde d es la métrica de X.

La métrica de Hausdorff para 2X se define entonces por:

H (A, B) = ı́nf {ε > 0 : A ⊂ N (ε, B) y B ⊂ N (ε, A)} .

Las nociones no definidas en lo que sigue pueden consultarse en [1],
[2] y [3].

2. Funciones semicontinuas superiormente

Definición 2.1. Sean X y Y espacios métricos y compactos. A una
función:

F : X −→ 2Y

se le llama una función multivaluada de X en Y .
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Definición 2.2. Sean X y Y espacios métricos y F una función de X
en 2Y . Decimos que F es semicontinua superiormente en un punto p de
X, si para cada conjunto abierto U de Y tal que F (p) ⊂ U , existe un
conjunto abierto V de X tal que p ∈ V y F (x) ⊂ U para cada x ∈ V .
Decimos que F es semicontinua superiormente si lo es en cada punto
del espacio.

Veamos un ejemplo sencillo de una función semicontinua superior-
mente.

Ejemplo. Sea f : R → R definida como sigue:

f (x) =

{
1 si x < 0

2 si x ≥ 0

Definamos F : R −→ 2R, para cada x ∈ R, por:

F (x) = [0, f (x)]

Sea p ∈ R. Afirmamos que F es semicontinua superiormente en p.

Si p < 0 entonces F (p) = [0, f (p)] = [0, 1], luego si U es un conjunto
abierto en R tal que [0, 1] ⊂ U existe, por ejemplo, el conjunto abierto
V = (2p, 0) en R tal que p ∈ (2p, 0) y F (x) = [0, 1] ⊂ U para cada
x ∈ V .

Si p > 0 entonces F (p) = [0, 2]. Aśı, si U es un conjunto abierto en
R tal que [0, 2] ⊂ U entonces podemos tomar, por ejemplo, el conjunto
abierto V = (p− ε, p + ε), con ε > 0. Note que p ∈ V y F (x) = [0, 2] ⊂
U para cada x ∈ V .

Si p = 0 entonces, F (0) = [0, 2] y si U es un conjunto abierto en R
tal que F (0) ⊂ U entonces podemos tomar, por ejemplo, el conjunto



104 Juan Carlos Maćıas Romero

abierto V = (−ε, +ε) . Es claro que 0 ∈ V . Además, para puntos x ∈
(−ε, 0) ⊂ V , se tiene que F (x) = [0, 1] ⊂ [0, 2] ⊂ U , mientras que para
x ∈ [0, ε) ⊂ V , se tiene que F (x) = [0, 2] ⊂ U.

Por lo tanto, F es semicontinua superiormente en R.

Unos resultados básicos acerca de funciones semicontinuas superior-
mente son los siguientes.

Proposición 2.3. Sean X y Y espacios métricos. Entonces una fun-
ción F : X −→ 2Y es semicontinua superiormente si y sólo si el con-
junto:

{x ∈ X : F (x) ∩ C 6= ∅}
es cerrado en X para cada conjunto cerrado C en Y .

Demostración: Sean C un conjunto cerrado en Y y

AC = {x ∈ X : F (x) ∩ C 6= ∅} .

Probemos que X \ A es un conjunto abierto en X.

Sea x ∈ X \ A, entonces F (x) ∩ C = ∅. Observe que X \ C es un
abierto en X y supongamos que F (x) ⊂X\C. Como F es semicontinua
superiormente existe un conjunto abierto V en X tal que:

x ∈ V y F (z) ⊂ X \ C,

para cada z ∈ V . De donde, V ⊂ X \ A. Aśı, X \ A es un abierto en
X. Por lo tanto, A es un conjunto cerrado en X.

Ahora, supongamos que para cada conjunto cerrado C en Y , AC es
cerrado en X y probemos que F es semicontinua superiormente.

Sean p ∈ X y U un conjunto abierto en Y tales que F (p) ⊂ U .
Como X \U es un conjunto cerrado en Y , entonces AX\U es cerrado en
X. Esto es, X \B es un abierto en X.

Dado que F (p) ⊂ U entonces F (p) ∩ (X \ U) = ∅, por lo que
p ∈ X \B. Además, si x ∈ X \B entonces:

F (x) ∩ (X \ U) = ∅,

luego, F (x) ⊂ U. Por lo tanto, F es semicontinua superiormente en p
para cada p ∈ X. ut

Proposición 2.4. Sean X y Y espacios métricos y f una función
suprayectiva de X en Y tales que f−1 (y) es un cerrado para cada y ∈ Y .
Def́ınase F : Y −→ 2X por:

F (y) = f−1 (y)
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para cada y ∈ Y . Entonces f es cerrada si y sólo si F es semicontinua
superiormente. En particular, una función continua y suprayectiva f
de X en un espacio métrico Y , es cerrada si y sólo si f−1 : Y −→ 2X

es semicontinua superiormente.

Demostración: Supongamos que f es cerrada y sean p ∈ Y y U un
conjunto abierto en X tales que F (p) ⊂ U . Como X \U es un conjunto
cerrado en X entonces f (X \ U) es un cerrado en Y . Sea:

V = Y \ f (X \ U) ,

Es claro que V es un abierto en Y .

Afirmamos que p ∈ V . Supongamos lo contrario, es decir, p ∈
f (X \ U). Entonces existe z ∈ X \ U tal que p = f (z), de donde,
z ∈ f−1 (p) = F (p). Luego, z ∈ U , lo cual contradice la elección de z.

Afirmamos, también, que F (x) ⊂ U para cada x ∈ V . Supongamos
que no es aśı, es decir, que existe x ∈ V tal que F (x) * U . Luego,
existe z ∈ F (x) tal que z ∈ X \ U . De donde:

f (z) ∈ f (X \ U) .

Por otra parte, como z ∈ F (x) = f−1 (x) , entonces f (z) = x. Aśı x ∈
f (X \ U), pero esto es imposible ya que x ∈ V. De esta manera, F (x) ⊂
U . Con todo lo anterior, F es semicontinua superiormente.

Ahora, supongamos que F es semicontinua superiormente y que C
es un conjunto cerrado en X. Probemos que f (C) es cerrado en Y .

Por la Proposición 2.3, el conjunto:

Ĉ = {y ∈ Y : F (y) ∩ C 6= ∅}

es cerrado en Y .

Veamos que:
Ĉ = f (C) .

Si y ∈ Ĉ entonces F (y) ∩ C 6= ∅. Ahora si x ∈ F (y) ∩ C entonces
x ∈ F (y) = f−1 (y), luego f (x) = y y, como x ∈ C, entonces f (x) ∈
f (C). Aśı, y ∈ f (C).

Ahora, si y ∈ f (C) entonces existe z ∈ C tal que f (z) = y, luego
z ∈ f−1 (y) = F (y). Por lo que z ∈ F (y) ∩ C. De aqúı, y ∈ Ĉ. Por lo
tanto, f (C) es cerrado en Y .

La segunda parte de la proposición se tiene ya que si Y es un es-
pacio métrico entonces todos los puntos son cerrados en Y y, por la
continuidad de f, sus preimágenes son cerrados en X, luego se usa la
primera parte. ut
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Teorema 2.5. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X −→ Y
una función suprayectiva. Entonces f es continua si y sólo si
f−1 : Y −→ 2X es semicontinua superiormente.

Demostración: Por la Proposición 2.4, se tiene que si f es una función
continua entonces f−1 : Y −→ 2X es semicontinua superiormente, ya
que f es cerrada por la compacidad de X y Y .

Ahora supongamos que f−1 : Y −→ 2X es semicontinua superior-
mente y veamos que f es continua. Para esto, supongamos que {xn}∞n=1

es una sucesión de puntos en X que converge a un punto x ∈ X y que
{f (xn)}∞n=1 converge a un punto p ∈ X con p 6= f (x) .

Como X es métrico, existen conjuntos abiertos ajenos U y W de X
tales que:

x ∈ W y f−1 (p) ⊂ U.

Dado que f−1 es semicontinua superiormente, existe un abierto V en
Y tal que:

p ∈ V y f−1 (x) ⊂ U,

para cada x ∈ V .

Por otra parte, existe N ∈ N tal que f (xn) ∈ V para n ≥ N , luego:

f−1 (f (xn)) ⊂ U,

para n ≥ N . Aśı, xn ∈ U para n ≥ N , pero esto contradice que la
sucesión {xn}∞n=1 converge a x. ut

Lema 2.6. Sean X y Y espacios métricos compactos y F : X −→ 2Y

una función semicontinua superiormente tales que, para cada x ∈ X,

F (x) = {yx} .

Definamos f : X −→ Y por f (x) = yx, para cada x ∈ X. Entonces f
es continua.

Demostración: Sea U un conjunto abierto en Y . Veamos que f−1 (U)
es abierto en X. Para esto, sea p ∈ f−1 (U). Entonces f (p) = yp ∈
U , aśı F (p) ⊂ U . Como F es semicontinua superiormente existe un
conjunto abierto V en X tal que:

p ∈ V y F (z) ⊂ U,

para cada z ∈ V .
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Veamos que:
V ⊂ f−1 (U) .

Si z ∈ V entonces F (z) = {yz} ⊂ U , es decir, yz ∈ U y aśı f (z) ∈ U .
Luego z ∈ f−1 (U), por lo tanto, f es continua. ut

Definición 2.7. Sean X y Y espacios métricos y {Fi}∞i=1 una sucesión
de funciones de X en 2Y . Decimos que {Fi}∞i=1 es una sucesión decre-
ciente de funciones si para cada x ∈ X, {Fi (x)}∞i=1 es una sucesión
decreciente (como conjuntos, es decir, Fi (x) ⊃ Fi+1 (x) para cada i).

Definición 2.8. Si {Fi}∞i=1 es una sucesión decreciente de funciones de
X en 2Y entonces F∞ denota la función multivaluada definida, para
cada x ∈ X, por:

F∞ (x) =
∞⋂
i=1

Fi (x)

El resultado siguiente nos será útil para probar algunas propiedades
que cumple F∞.

Proposición 2.9. Sean {Xi}∞i=1 una sucesión decreciente de espacios
métricos compactos y U un conjunto abierto en X1 tales que

U ⊃
∞⋂
i=1

Xi.

Entonces existe un entero N tal que U ⊃ Xi, para cada i ≥ N . En

particular, si cada Xi 6= ∅ entonces
∞⋂
i=1

Xi 6= ∅.

Demostración: Supongamos lo contrario. Entonces para cada i, se tiene
que:

Ci = Xi�U 6= ∅.

Por otra parte; si n < m entonces Xm ⊂ Xn, luego Xm�U ⊂ Xn�U .
Por tanto, Cm ⊂ Cn. Por lo que la intersección de los elementos de
cualquier subcolección finita de {Ci : i ∈ N} es no vaćıa. De esta mane-
ra:

{Ci : i ∈ N}
es una colección de conjuntos cerrados en X1 con la propiedad de la
intersección finita. Entonces por la compacidad de X1 se tiene que:

∞⋂
i=1

Ci 6= ∅.
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Por otra parte, se tiene que:

∞⋂
i=1

Ci =
∞⋂
i=1

(Xi�U) =

(
∞⋂
i=1

Xi

)
�U = ∅ ,

pues U ⊃
∞⋂
i=1

Xi. Lo cual contradice que
∞⋂
i=1

Ci 6= ∅. Por lo tanto, se

cumple la primera parte de la proposición. El hecho de que
∞⋂
i=1

Xi 6= ∅ si

cada Xi 6= ∅, se tiene pues {Xi}∞i=1 es una familia no vaćıa de cerrados
con la propiedad de la intersección finita. ut

Una primer propiedad que tiene F∞ está dada por el lema que sigue:

Lema 2.10. Sean X y Y espacios métricos y {Fi}∞i=1 una sucesión de-
creciente de funciones semicontinuas superiormente de X en 2Y . En-
tonces F∞ va de X en 2Y y es semicontinua superiormente.

Demostración: Por la Proposición 2.9, F∞ (x) 6= ∅ para cada x ∈ X,
de donde, F está bien definida.

Para ver que F∞ es semicontinua superiormente, tomemos p ∈ X y
U un conjunto abierto en Y tales que F∞ (p) ⊂ U . Por la Proposición
2.9, existe un entero N tal que U ⊃ Fi (x) para cada i ≥ N . En particu-
lar, FN (p) ⊂ U . Como FN es semicontinua superiormente en p, existe
un subconjunto abierto V de X tal que p ∈ V y FN (x) ⊂ U para cada
x ∈ V . Dado que:

F∞ (x) =
∞⋂
i=1

Fi (x) ⊂ FN (x)

para cada x ∈ V, entonces F∞ (x) ⊂ U para cada x ∈ V . Por lo tanto,
F∞ es semicontinua superiormente. ut

Definición 2.11. Sean X y Y espacios métricos y F : X −→ 2Y . Dec-
imos que la función F cubre a Y si:⋃

x∈X

F (x) = Y

Lema 2.12. Sean X y Y espacios métricos compactos y {Fi}∞i=1 una
sucesión decreciente de funciones semicontinuas superiormente de X
en 2Y . Si Fi cubre a Y para cada i, entonces F∞ cubre a Y .
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Demostración: Sea q ∈ Y . Por hipótesis tenemos que, para cada i,
existe xi ∈ X tal que q ∈ Fi (xi). Por la compacidad de X existe una
subsucesión {xik}

∞
k=1 de {xi}∞i=1tal que {xik}

∞
k=1 converge a algún punto

p ∈ X.

Ahora, mostremos que:

q ∈
∞⋂
i=1

Fi (p) = F∞ (p) .

Para esto, supongamos que q /∈ F∞ (p). Entonces tomando el con-
junto abierto U = Y − {q} en Y se tiene que:

F∞ (p) ⊂ U.

Luego, por la Proposición 2.9, existe un entero N tal que FN (p) ⊂ U .
Como FN es semicontinua superiormente en p existe un subconjunto
abierto V de X tal que p ∈ V y para cada x ∈ V :

FN (x) ⊂ U (*)

Por otra parte, ya que {xik}
∞
k=1 converge a p y p ∈ V entonces existe

ik, para algún k, tal que ik ≥ N y xik ∈ V , luego, por (*), se tiene que:

FN (xik) ⊂ U (**)

Como ik ≥ N , se tiene que FN (xik) ⊃ Fik (xik) y ya que q ∈ Fik (xik)
entonces q ∈ FN (xik). Luego, por (**), se tiene que q ∈ U . Lo cual
es imposible puesto que U = Y − {q}, entonces q ∈ F∞ (p) y, aśı,
q ∈

⋃
x∈X

F∞ (x). Por lo tanto F∞ cubre a Y . ut

El resultado que sigue se conoce como Teorema General de Fun-
ciones y es muy importante pues nos brinda un modo de construir
funciones continuas y suprayectivas.

Teorema 2.13. Sean X y Y espacios métricos compactos y {Fi}∞i=1

una sucesión decreciente de funciones semicontinuas superiormente de
X en 2Y tales que cada Fi cubre a Y y, para cada x ∈ X:

ĺım
i→∞

diam [Fi (x)] = 0.

Entonces existe una función continua y suprayectiva de X en Y .
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Demostración: Sea f : X −→ Y definida, para cada x ∈ X, por:

f (x) = único punto en
∞⋂
i=1

Fi (x) = F∞ (x)

Veamos que f está bien definida.

Por la Proposición 2.9, F∞ (x) 6= ∅, luego supongamos que existen
p y q en F∞ tales que p 6= q. Entonces p y q están en Fi (x) para cada
i, aśı d (p, q) > 0. Pero diám Fi (x) > d (p, q) para cada i entonces:

ĺım
i→∞

diam [Fi (x)] > 0 .

Esto contradice la hipótesis. Por lo tanto, f está bien definida.

Ahora veamos que f es continua.

Por el Lema 2.10, F∞ es semicontinua superiormente y por el Lema
2.6 y el hecho de que si x ∈ X entonces:

F∞ (x) = {yx} y f (x) = yx.

Se sigue que f es continua.

Finalmente probemos que f es suprayectiva.

Sea y ∈ Y . Como: ⋃
x∈X

F∞ (x) = Y

entonces y ∈ F∞ (x) , para algún x ∈ X. Para este x, f (x) es el único
punto en F∞ (x), luego y = f (x) . Aśı, f es suprayectiva. Por lo tanto,
hemos probado la existencia de una función, f, continua y suprayectiva
de X en Y . ut

3. Aplicaciones

En esta sección, utilizaremos la teoŕıa antes desarrollada para pre-
sentar unas aplicaciones de las funciones multivaluadas. En general, en
los libros de topoloǵıa, estos resultados se demuestran sin utilizar esta
teoŕıa o se dejan como ejercicios, sin embargo, el uso de estas funciones
nos brinda la oportunidad de probarlos de una forma más elegante.

Lema 3.1. Sea Y =
n⋃

i=1

Ai con n < ∞, donde cada Ai es un es-

pacio métrico compacto no vaćıo y Ai ∩ Ai+1 6= ∅ para cada i =
1, 2, . . . , n−1. Entonces existe una función semicontinua superiormente
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F : [0, 1] −→ 2Y tal que F cubre a Y y para cada t ∈ [0, 1], se tiene
que:

F (t) = Ai o F (t) = Ai ∪ Ai+1 para algún i .

Demostración: Definamos F : [0, 1] −→ 2Y de la manera siguiente.

Primero tomemos t1, ..., tn ∈ [0, 1] tales que:

0 < t1 < t2, · · · < tn−1 < tn = 1,

entonces:

F (t) =



A1 si t ∈ [0, t1)

A1 ∪ A2 si t = t1

A2 si t ∈ (t1, t2)

A2 ∪ A3 si t = t2
...

...

Ak si t ∈ (tk−1, tk)

Ak ∪ Ak+1 si t = tk
...

...

An−1 ∪ An si t = tn−1

An si t ∈ (tn−1, tn]

Veamos que F es semicontinua superiormente.

Si t = 0, sea U un abierto en Y tal que A1 = F (0) ⊂ U . Notemos
que:

V = [0, t1)

es un abierto en [0, 1] tal que 0 ∈ [0, t1) y F (t) = A1 ⊂ U para cada
t ∈ [0, t1).

Si t = t1 y U es un abierto en Y tal que A1 ∪ A2 = F (t1) ⊂ U
entonces:

V =

(
t1
2

,
t1 + t2

2

)
es un abierto en [0, 1] tal que t1 ∈ V . Luego, si x ∈

(
t1
2
, t1
)

entonces:

F (x) = A1 ⊂ U.

y si x ∈
(
t1,

t1+t2
2

)
entonces:

F (x) = A2 ⊂ A1 ∪ A2 ⊂ U.
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En general, si t ∈ (tk−1, tk) , con 1 < k < n, se tiene que F (t) = Ak,
y si U es un abierto en Y tal que Ak = F (t) ⊂ U entonces:

V = (tk−1, tk)

es un abierto en [0, 1] tal que:

t ∈ V y F (x) = Ak ⊂ U

para cada x ∈ V . Si t = tk, con 1 < k < n, entonces F (t) = Ak ∪Ak+1

y si U es un abierto en Y tal que Ak ∪ Ak+1 = F (tk) ⊂ U entonces:

V =

(
tk−1 + tk

2
,
tk + tk+1

2

)
es un abierto en [0, 1] tal que tk ∈ V . Luego, si x ∈

( tk−1+tk
2

, tk
)

entonces:

F (x) = Ak ⊂ U

y si x ∈
(
tk,

tk+tk+1

2

)
entonces:

F (x) = Ak+1 ⊂ Ak ∪ Ak+1 ⊂ U.

Finalmente para t = tn = 1, sea U un conjunto abierto en Y tal que
An = F (tn) ⊂ U entonces el conjunto abierto:

V = (tn−1, 1]

en [0, 1] es tal que:

F (x) = An ⊂ U

para cada x ∈ (tn−1, 1].

Por lo tanto, F es semicontinua superiormente en cada punto del
[0, 1]. Para terminar, probaremos que F cubre a Y .

Para esto note que:

[0, 1] = [0, t1) ∪ {t1} ∪ (t1, t2) ∪ {t2} ∪ ... ∪ (tn−1, 1],

luego, si:

y ∈
⋃
x∈X

F (x)

entonces:

y ∈ Ai o y ∈ Ai ∪ Ai+1
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para algún i, de aqúı se tiene que, en cualquier caso:

y ∈
n⋃

i=1

Ai = Y.

Ahora, si y ∈ Y entonces y ∈ Ai para algún i. Aśı, y ∈ f (t) para
t ∈ (ti−1, ti) o para t = ti, en cualquier caso:

y ∈
⋃
x∈X

F (x) .

De esta manera, F cubre a Y . ut

Como una aplicación muy interesante de las funciones multivaluadas
tenemos el resultado que sigue, el cual nos asegura la existencia de una
curva de Peano, esto es una curva que llena el cuadrado.

Teorema 3.2. Existe una función continua suprayectiva:

f : [0, 1] −→ [0, 1]× [0, 1] .

Demostración: Dividamos [0, 1] × [0, 1] en cuatro cuadrados cerrados
congruentes, digamos A1, A2, A3, A4 tales que Ai y Ai+1, i = 1, 2, 3,
tengan una arista en común.

Definamos F1 : [0, 1] −→ 2[0,1]×[0,1] como sigue:

F1 (0) = A1

F1 (1) = A4

F1

(
i
4

)
= Ai ∪ Ai+1, para i = 1, 2, 3.

F1 (t) = Ai, si t ∈
(

i−1
4

, i
4

)
, i = 1, ..,4.
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No es dif́ıcil ver que F1 es semicontinua superiormente en [0, 1].

Ahora, dividamos cada Ai en cuatro cuadrados cerrados congru-
entes, digamos Ai,1, Ai,2, Ai,3, Ai,4, tales que cada Ai,j y Ai,j+1 con 1 ≤
i ≤ 4 y 1 ≤ j ≤ 3 tengan una arista en común.

Definamos F2 sobre
[
0, 1

4

]
como sigue:

F2 (0) = Ai,1

F2

(
1
4

)
= A1,4 ∪ A2,1

F2

(
j
16

)
= A1,j ∪ A1,j+1, para j = 1, 2, 3.

F2 (t) = A1,j, si t ∈
(

j−1
16

, j
16

)
, j = 1, ..,4.
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Análogamente, se define F2 sobre
[

1
4
, 2

4

]
,
[

2
4
, 3

4

]
y
[

3
4
, 1
]
.

Otra vez, F2 es semicontinua superiormente en [0, 1] . Además:

[0, 1]× [0, 1] =
⋃

x∈[0,1]

F2 (x)

y, para cada x ∈ [0, 1], se tiene que:

F1 (x) ⊃ F2 (x)

y

diam F1 (x) ≤ 1 y diam F2 (x) ≤ 1

2
.

Si continuamos definiendo Fn de manera semejante para cada n ∈ N,
habremos constrúıdo una sucesión de funciones Fn : [0, 1] −→ 2[0,1]×[0,1]

tales que:

i) Fn es semicontinua superiormente para cada n ∈ N,

ii) Fn (x) ⊃ Fn+1 (x) para cada x ∈ [0, 1] y n ∈ N,

iii) [0, 1]× [0, 1] = ∪x∈[0,1]Fn (x) para cada n ∈ N y

iv) ĺım
n−→∞

diam [Fn (x)] = 0 para cada n ∈ N.

Entonces por el Teorema General de Funciones tenemos que existe
una función continua y suprayectiva de [0, 1] en [0, 1]× [0, 1]. ut

En el ejercicio 1 se tiene otra aplicación de las funciones multiva-
luadas.

4. Ejercicios

1. Demostrar que Todo espacio métrico y compacto Y , es una imá-
gen continua y suprayectiva del conjunto de Cantor.

Sugerencia: La construcción de tal función se lleva a cabo definien-
do ciertas funciones multivaluadas del conjunto de Cantor en el
hiperespacio de Y, de manera similar a las constrúıdas en el teo-
rema 3.2, con lo que se logra tener las condiciones para aplicar el
Teorema General de Funciones.
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2. Describa el tercer paso de la construcción de la curva en la prue-
ba del teorema 3.2. Es decir, defina la función F3 : [0, 1] −→
2[0,1]×[0,1], de manera semejante a F2 de la prueba del teorema
3.2, tal que:

i) F3 es semicontinua superiormente,

ii) F2 (x) ⊃ F3 (x) para cada x ∈ [0, 1],

iii) [0, 1]× [0, 1] = ∪x∈[0,1]F3 (x) y

iv) diám F3 (x) ≤ 1
4
.

e ilustre con un dibujo, el tercer paso de la construcción de la
curva de Peano.
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