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1. Introducción

Los problemas de clasificación aparecen en diversos problemas cotidia-
nos, por ejemplo, si pensamos en la asociación de tenistas profesionales
(ATP), aunque no todos los jugadores llegan a jugar entre śı en los
torneos del año, se busca tener una clasificación o ranking. Imaginemos
que Murray le gana a todos; Djokovic le ha ganado a Raonic, Raonic le
gana a Federer y Federer recuerda sus viejos tiempos ganándole a Djo-
kovic. ¿Por qué Murray tiene que ser el número uno? Podemos modelar
esta situación con una digráfica1 como se muestra en la figura 1.

Figura 1.

1Dado un conjunto V no vaćıo, podemos modelar a una relación entre los elementos de V

con flechas que inician en un elemento u y terminan en un elemento v cuando u esté relacionado
con v. A este objeto se le conoce como digráfica. Formalmente una digráfica D está formada por

un conjunto V de elementos llamados vértices y un conjunto A de parejas ordenadas de vértices

(u, v) ∈ A a los que llamamos flechas (u está relacionado con v si (u, v) ∈ A).
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Pensemos en una digráfica en la que los vértices son los jugadores,
y como los jugadores juegan diversos partidos en el año para competir
en los torneos inscritos en la ATP, habrá una flecha de un jugador A a
otro B si A ha obtenido más victorias sobre B. Si analizamos la gráfica
dirigida de la figura 1, lo que nos impide ordenar a los cuatro jugadores
en una clasificación que muestre quién es el mejor jugador, es el ciclo
dirigido formado por Djokovic, Federer y Raonic. Si quitaramos alguna
de las tres flechas de ese triángulo dirigido, por ejemplo, la del partido
entre Federer y Djokovic, los jugadores quedaŕıan totalmente ordenados
con el orden Murray, Djokovic, Raonic y Federer. Entonces, buscar una
clasificación de los jugadores que refleje mejor los resultados del año es
análogo a quitar algunas flechas de D, idealmente pocas, para encontrar
una subdigráfica S de D que sea aćıclica2. Notemos que si encontramos
una subdigráfica aćıclica S de tamaño máximo3 de D, podemos pensar
que los vértices de D están ordenados v1, v2, . . . , vn de forma que si
(vi, vj) ∈ A(S) entonces i < j y si (vi, vj) ∈ A(D)\A(S) entonces j ≤ i
(figura 2).

Figura 2. A la derecha se muestra la digráfica D que describe las victorias
de los jugadores, donde cada jugador está representado por la primera o
primeras letras de su nombre. A la izquierda, la subdigráfica aćıclica S de
D creada al quitar la flecha (F,Dj). Abajo de estas se observa el orden de
los vértices que surge de S, la flecha de regreso es la marcada en ĺıneas

punteadas.

Una forma ingenua de encontrar tal digráfica S, es ordenar a los
vértices de todas las formas posibles y quitar las aristas que evitan que

2 Una digráfica S es aćıclica si no tiene ciclos dirigidos o equivalentemente si sus vértices se
pueden ordenar de forma que cada que uv es una flecha de S implique que u está antes que v en

el orden de los vértices.
3Con el máximo número de aristas posible.
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la gráfica sea aćıclica. Sin embargo, este método se vuelve menos viable
entre más jugadores tengamos, simplemente con diez jugadores hay más
de tres millones de formas de ordenarlos.

En este trabajo escribiremos sobre los conjuntos de flechas de re-
troalimentación de una digráfica y los llamaremos FAS por sus
siglas en ingles: feedback arc set. Un subconjunto S ⊆ A(D) es un FAS
si D\S es una digráfica aćıclica. El problema de encontrar un FAS mı́ni-
mo surgió en los años 60 a partir de un problema análogo, el problema
de vértices de retroalimentación (Feedback Vertex Set) FVS, en el que
se desea encontrar una digráfica aćıclica a partir de la eliminación de
vértices. El FVS se originó en el área de combinatoria [18], en parti-
cular, en el diseño de circuitos [11]. El FAS mı́nimo fue planteado por
primera vez por Ruyon y generó gran interés en diversas áreas como la
de investigación de operaciones cuando Tucker [23], en 1960, dio una
formulación del problema para programación entera. En 1972, apareció
como uno de los 21 problemas de Karp [17] NP-completos 4.

En las siguientes secciones hablaremos de las equivalencias entre las
distintas definiciones para el FAS mı́nimo; expondremos algunos resul-
tados y conjeturas interesantes de este invariante; finalmente, dado que
desde sus oŕıgenes el problema del FAS mı́nimo ha tenido diferentes
aplicaciones, en la última sección de este trabajo describiremos dos de
ellas: los dibujos de digráficas jerárquicas, y la comparación de sistemas
de traducción en el campo de la lingǘıstica computacional.

2. Definiciones equivalentes del FAS mı́nimo y una
conjetura famosa

Tomaremos como definición básica de un FAS a un conjunto S de flechas
de D que al borrarlo de D produce una digráfica aćıclica. Un FAS
mı́nimo (MFAS) es un FAS de cardinalidad mı́nima, esta cardinalidad
será denotada como τ1(D).

Existen distintas definiciones equivalentes para el FAS que están
basadas en las siguientes definiciones. Si D es una digráfica y π =
v1, v2, . . . , vn es un orden de sus vértices, entonces (vi, vj) en A(D) es
una flecha de regreso de π si i > j (véase la figura 3). Se dice que π
es τ−óptimo si el número de flechas de regreso es el menor entre todos
los órdenes de vértices de D. En el siguiente teorema se demuestra que
hay una equivalencia entre el orden τ−óptimo, el FAS mı́nimo y la
cardinalidad de la máxima subdigráfica aćıclica de D.

4Intuitivamente un problema es NP completo si es un problema que no se puede resolver en un
tiempo razonable con el poder de cálculo que se tiene hasta el momento, aunque es fácil verificar si

un objeto es una solución del mismo. Para encontrar una definición formal del problema referimos
al lector al caṕıtulo 18 de Bang-Jensen [3].
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Figura 3. Los vértices de la digráfica de la izquierda pueden ser ordenados de
diferentes maneras. Se muestran dos formas, donde la de abajo es τ−óptima.
Las flechas de regreso se muestran en ĺıneas punteadas.

Teorema 2.1. Sea D una digráfica y S ⊆ A(D), entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a. S es un FAS de tamaño mı́nimo.
b. D\S es una subdigráfica aćıclica de D de tamaño máximo.
c. Existe un orden π de V (D) que es τ−óptimo tal que S es el con-

junto de flechas de regreso de π.

Demostración. Sea S un FAS de tamaño mı́nimo. Supongamos, por
contradicción, que existe D′ subdigráfica aćıclica de D con más fle-
chas que D\S, es decir, |A(D\S)| < |A(D′)|. Podemos escribir D′ =
D\S ′ con S ′ ⊆ A(D). Notemos que S ′ es un FAS y que |A(D\S)| <
|A(D\S ′)|, pero esto implica que |S ′| < |S|, lo cual no es posible por-
que S es un FAS de tamaño mı́nimo. Y por lo tanto, sea S es un FAS
de tamaño mı́nimo, D\S es una subdigráfica aćıclica de D de tamaño
máximo.

Por otra parte, si D\S una subdigráfica aćıclica de D de tamaño
máximo. Como D\S es aćıclica existe π un orden v1, v2, . . . , vn de los
vértices de D, tal que si (vi, vj) ∈ A(D\S), entonces i ≤ j. Sea P el
conjunto de flechas de regreso de π en D, entonces P ⊆ S. Por otro
lado, notemos que D\P es aćıclica porque P son las flechas de regreso
de π. Si existe s ∈ S\P , entonces tenemos que |S| > |P |, lo que implica
que |A(D\S)| < |A(D\P )|, lo que no es posible porque D\S es una
subdigráfica aćıclica de D con el máximo número de flechas. De esta
manera, S ⊆ P y por lo anterior P = S. Por lo tanto S es el conjunto de
flechas de regreso de π. Ahora mostraremos que S es τ−óptimo, es decir,
el conjunto de flechas de regreso de π es el de menor tamaño entre todos
los órdenes de los vértices de V (D). Supongamos, por contradicción que
existe π′ un orden de V (D) donde su conjunto de flechas de regreso,
S ′, tiene menor tamaño que el de π (|S ′| < |S|). Esto significa que
D\S ′ es una subdigráfica aćıclica y además, |A(D\S ′)| > |A(D\S)|, lo
que contradice que D\S es una subdigráfica aćıclica de D de tamaño
máximo. Por lo tanto, |S| ≤ |S ′| y S es τ−óptimo .
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Por último sea π un orden de V (D) τ−óptimo con S el conjunto
de flechas de regreso de π, demostraremos que S es un FAS mı́nimo.
Como S es el conjunto de flechas de regreso de π, eso implica que D\S
es aćıclica y por lo tanto S es un FAS de D. Para demostrar que es
mı́nimo, supongamos por contradicción, que existe S ′ un FAS de menor
tamaño que S. Esto implica que D\S ′ es una subdigráfica aćıclica, por
lo tanto existe un orden π′ de los vértices de D , v1, v2 . . . , vn y como
ya demostramos que a implica c, π′ es un orden de los vértices de D
en el que S ′ es el conjunto de flechas de regreso de π′, lo que implica
que S no es τ−óptimo, lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto, las
afirmaciones a, b y c son equivalentes.

Una de las famosas conjeturas en digráficas relacionadas con el FAS
mı́nimo fué propuesta por Chudnovsky, Seymour y Sullivan en 2008
[8]. Dicha conjetura está definida para gráficas orientadas5 y relaciona
la cardinalidad de un FAS mı́nimo, τ1(D), con la cantidad de aristas
ausentes de la gráfica subyacente de D6, denotadas como m(D)7.

Conjetura 2.1. Si una gráfica orientada D no tiene ciclos dirigidos
de longitud 3, entonces τ1(D) ≤ 1

2
m(D).

Estos mismos autores probaron la conjetura para dos casos:

1. Cuando se puede hacer una partición de V (D) en dos subconjuntos
Y y Z tal que D〈Y 〉8 y D〈Z〉 sean torneos9.

2. Cuando se pueden arreglar los vértices de D en un ćırculo tal que
si u, v, w en V (D) están ordenados según las manecillas del reloj
y (u,w) está en A(D), entonces (u, v) y (v, w) también están en
A(D).

Aunque la conjetura sigue abierta, pudieron probar que si una gráfica
orientada D no tiene ciclos dirigidos de longitud 3, entonces τ1(D) ≤
m(D). Expondremos la demostración de este resultado utilizando los
siguientes lemas y definiciones. Sea P2(D) el conjunto de las trayec-
torias inducidas10 de longitud dos en D. Dado un vértice v ∈ V (D)
definimos los siguientes subconjuntos de P2(D): Av está formado por

5Una gráfica orientada es una digráfica en la que (u, v) ∈ A(D) implica que (v, u) /∈ A(D) para
cualesquiera u, v ∈ V (D).

6La gráfica subyacente de una digráfica D, D, es la gráfica que se obtiene de D reemplazando

cada flecha por una arista, es decir, cambiando las parejas ordenadas por parejas no ordenadas.
7Para una digráfica D, el número de aristas ausentes de su gráfica subyacente, m(D), es el

número de parejas (no ordenadas) que no son aristas de la gráfica subyacente de D.
8 D〈X〉 es la digráfica con vértices X y las flechas son exactamente las que exist́ıan en D entre

los vértices de X.
9Un torneo es una digráfica que tiene exactamente una flecha por cada par de vértices.
10 u, v, w es una trayectoria inducida de D de longitud dos si (u, v), (v, w) ∈ A(D) pero

(u,w), (w, u) /∈ A(D)
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las que comienzan en v y Bv por las que tienen a v como vértice in-
termedio. Denotemos por f(v) y g(v) a las cardinalidades de Av y Bv,
respectivamente.

Lema 2.1. Sea D una digráfica, entonces∑
v∈V (D)

f(v) =
∑

v∈V (D)

g(v).

Demostración. Podemos construir dos particiones diferentes del con-
junto P2(D). En la primera P2(D) la podemos ver como la unión dis-
junta de clases Av para cada v ∈ V (D). Pero también podemos partir
a P2(D) con las clases Bv, v ∈ V (D). Entonces el lema se sigue de que∑

v∈V (D)

f(v) = |P2(D)| =
∑

v∈V (D)

g(v).

Lema 2.2. Sea D una digráfica, existe un vértice v tal que f(v) ≤ g(v).

Demostración. Supongamos por contradicción que para todo vértice v
en V (D), f(v) > g(v), esto implicaŕıa que

∑
v∈V (D) f(v) >

∑
v∈V (D) g(v)

lo cual, por el lema anterior, es una contradicción.

Teorema 2.2. Si una gráfica orientada D no tiene ciclos dirigidos de
longitud 3, entonces τ1(D) ≤ m(D).

Demostración. Se probará por inducción sobre n, el número de vértices
de D. Para n 6 2 es claro que se cumple el resultado, pues τ1(D) = 0 y
m(D) ≥ 0. Por el lema anterior, existe un vértice v tal que f(v) ≤ g(v).
Ahora, dividiremos a los vértices de D en las siguientes subdigráficas
D2 = D〈N+(v)〉, D1 = D〈V (D) \N+[v]〉 y {v}11 , como en la figura 4.
Mostraremos que por cada flecha que pertenece al FAS mı́nimo, existe
al menos una arista que no pertenece a D.

Recordemos que g(v) es el número de trayectorias inducidas de lon-
gitud 2 que tienen v como vértice intermedio. Observemos que toda
pareja que no es flecha de D1 tampoco es arista de D, lo mismo sucede
con D2 y finalmente, por cada trayectoria inducida p = a, v, b en D,
(a, b) no es una flecha de D ya que p es inducida. Entonces,

m(D) ≥ m(D1) +m(D2) + g(v).

Por otro lado, tenemos que por la hipótesis de inducción τ1(D1) ≤
m(D1) y τ1(D2) ≤ m(D2). Llamaremos Xi a el FAS mı́nimo de Di. Lo
siguiente será fijarnos en el conjunto X3 = {ab ∈ A(D)|a ∈ N+(v), b /∈
N+(v)} que son todas las flechas que van de D2 a D1. Como no tenemos

11 La exvecindad de v es: N+(v) = {x ∈ V (D) | (v, x) ∈ A(D)}. La invecindad de v es:

N−(v) = {x ∈ V (D) | (x, v) ∈ A(D)}. Entonces, la exvecindad cerrada y la invecindad cerrada de
v se definen como N+[v] = N+(v) ∪ {v} y N−[v] = N−(v) ∪ {v} respectivamente.
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Figura 4.

ciclos dirigidos de tamaño 3, ninguna flecha en X3 es incidente12 a
ningún vértice en N−(v) (esto se puede visualizar en la figura 4), por
lo tanto, |X3| = f(v). Además, si definimos X = X1 ∪X2 ∪X3, D−X
es aćıclica, por lo que X es un FAS de D.Con todo lo anterior tenemos
τ1 ≤ |X| = |X1| + |X2| + |X3| = τ1(D1) + τ1(D2) + f(v) ≤ m(D1) +
m(D2) + f(v) ≤ m(D).

Es importante no solo encontrar el tamaño del MFAS, sino también
estudiar la estructura que tiene este en diversos tipos de digráficas.
De hecho, no se ha resuelto el problema de caracterizar cuáles son las
digráficas que cumplen que su MFAS es isomorfo a una digráfica dada.
En particular, esto seŕıa muy útil para los torneos, ya que para estos
Isaak y Narayan [16] dan condiciones necesarias y suficientes para que
un FAS mı́nimo sea un torneo aćıclico.

3. ¿Cómo encontrar un MFAS?

Como se mencionó antes, Karp, en 1971, fue el primero en demostrar
que este problema es NP-completo. Aún más, se ha encontrado que
el problema es NP-completo para familias part́ıculares de digráficas
como: las digráficas de ĺıneas, lo cual fue demostrado por Gavril en
1977; los torneos, lo cual fue conjeturado por Bang-Jensen y Thomassen
[2] en 1992, y posteriormente, alrededor del 2006, probado de manera
independiente por distintos investigadores como Alon [1], Thomassé y
Yeo [7] y Conitzer [9].

12Una flecha es incidente a un vértice v si v es su vértice inicial o final.
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Esto lleva a la pregunta que ocurre en muchos problemas dif́ıciles de
resolver que tienen aplicaciones ¿Cómo obtener una solución buena que
no nos lleve una eternidad calcularla? Una acercamiento deseable es uti-
lizar algoritmos de aproximación. Estos algoritmos no necesariamente
encuentran la solución óptima, pero garantizan cierta distancia entre la
solución encontrada y la óptima. En 1995, Seymour [20] demostró que
para el problema del FAS existe un algoritmo de aproximación de orden
O(log n log log n). Algunos de estos algoritmos utilizan formulación de
programación lineal entera del problema:

Min
∑
e∈A

c(e) · d(e)

sujeto a
∑
e∈C

d(e) ≥ 1 para todo ciclo C

d(e) ∈ {0, 1} para toda flecha e ∈ A
En esta formulación c(·) es la función de costos, con la cual se asigna

un costo o peso a cada flecha. Cuando se estudia el problema sin pesos,
tenemos que c(e) = 1 para toda flecha. La variable d(e) es la que se
asigna a cada flecha y podrá tomar valor 1 o 0 si la flecha está o no en
el FAS. Al resolver el problema, para aquellas flechas que se encuentren
en el FAS, d(e) toma el valor 1. La primera restricción implica que el
FAS debe tener al menos una flecha de todos los ciclos y minimizar la
función objetivo garantiza que el FAS es mı́nimo.

Even, Naor, Schieber y Sudan [10] describen un algoritmo de apro-
ximación para una generalización del problema del FAS con pesos en
las flechas. Este algoritmo utiliza una reducción al problema del mul-
ticorte dirigido13 (directed multicut) y tiene orden de aproximación
O(min{log τ ∗ log log τ ∗, log n log log n}) donde τ ∗ es el costo de una so-
lución a la relajación del problema de programación entera descrito
anteriormente.

A pesar de que los algoritmos de aproximación son muy importantes
y útiles debido a su proximidad con la solución óptima, en algunos casos
son muy complejos o no son lo suficientemente eficientes. Por lo anterior,
se han buscado distintos enfoques para abordar este problema como los
métodos heuŕısticos. Estos son métodos que tratan de descubrir una
solución factible cercana a la óptima de forma eficiente, aunque, en
realidad, no garantizan la calidad de esta solución [15].

Para el problema del FAS mı́nimo se han desarrollado diversas heuŕıs-
ticas como heuŕısticas de ordenamiento y heuŕısticas h́ıbridas, algunas

13Si se tiene una red N = (V,A, c(·), {si, ti}i=1...k), donde (V,A) es una digráfica, c(·) es una
función de capacidades definida en las flechas y {si, ti}i=1...k son parejas de vértices, un multicorte

es un subconjunto F ⊆ A tal que para cada pareja (si, ti), toda trayectoria de si a ti contiene al

menos una flecha de F .
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de las cuales exploramos en [13]. Un ejemplo es Sifting, el cual es un
método iterativo que comienza con un orden aleatorio de los vértices
π = v1, v2, . . . , vn. En la iteración i remueve el vértice vi y lo reinserta
en la mejor posición posible, donde la mejor posición es aquella en la
que vi induce el menor número de flechas de regreso 14. En caso de que
haya más de una posición óptima, inserta vi en la que se encuentre más
a la izquierda. A continuación mostramos un ejemplo de este método
utilizando la digráfica de la figura 5 y con todas sus iteraciones mos-
tradas en el cuadro 1. Además, en la figura 6 se muestra el proceso de
una iteración del método.

Ejemplo 3.1. Supongamos que el orden inicial es π = v1, v2, v3, v4.

Figura 5.

Figura 6. Ejemplo de una iteración del método heuŕıstico Sifting.

No siempre resolver el problema del FAS mı́nimo es dif́ıcil. Existen
subfamilias de digráficas, como las digráficas planas15, en las que el

14 Las flechas de regreso inducidas por vi son aquellas flechas de regreso que tienen a vi como
vértice inicial o final.

15 Una digráfica plana es una digráfica que puede ser dibujada en el plano sin que sus flechas

se crucen.
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Iteración órdenes Flechas de orden
posibles regreso de vi elegido

1 v1, v2, v3, v4 1 σ = v1, v2, v3, v4
v2, v1, v3, v4 2
v2, v3, v1, v4 2
v2, v3, v4, v1 1

2 v2, v1, v3, v4 2 σ = v1, v2, v3, v4
v1, v2, v3, v4 1
v1, v3, v2, v4 2
v1, v3, v4, v2 1

3 v3, v1, v2, v4 1 σ = v1, v2, v3, v4
v1, v3, v2, v4 1
v1, v2, v3, v4 0
v1, v2, v4, v3 0

4 v4, v1, v2, v3 1 σ = v4, v1, v2, v3
v1, v4, v2, v3 2
v1, v2, v4, v3 3
v1, v2, v3, v4 2

Cuadro 1. Con lo anterior se obtiene como resultado el orden v4, v1, v2, v3,
y un FAS de tamaño 1, {(v3, v4)}. En la figura 6 podemos observar cómo
funciona la primera iteración del ejemplo 3.1 utilizando el método Sifting.

problema del FAS mı́nimo puede resolverse en tiempo polinomial. En
particular, en el mundo de digráficas planas, se puede transformar cada
instancia del problema del MFAS a una en la que se debe de encontrar
el cubrimiento de dicortes mı́nimo del dual de la digráfica, para el cual
existe un algoritmo que lo resuelve en tiempo polinomial [3].

4. Aplicaciones

El problema del FAS es un problema que se ha estudiado en diver-
sos campos por más de 50 años y se ha aplicado en distintas áreas. A
continuación describiremos dos de sus aplicaciones: la primera, en pro-
blemas de clasificación, donde se muestra un ejemplo en la lingǘıstica
computacional; la segunda, en el dibujo de digráficas en capas.

Una de las principales aplicaciones del problema del FAS mı́nimo es
en los problemas de clasificación (ranking problems). En un problema de
clasificación, se tiene un conjunto S con n elementos, los cuales se quiere
clasificar según una aptitud a(v). El problema surge cuando, al ordenar
los objetos según su aptitud, la clasificación obtenida no es consistente.
Un ejemplo, es el problema de los tenista expuesto anteriormente.

Para modelar estos problemas, se construye una digráfica D, donde
los vértices son los objetos del conjunto S y cada vértice v tiene una
aptitud a(v) ∈ R, se tiene una flecha uv si a(u) > a(v). Tener una
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clasificación consistente es equivalente a que D sea una digráfica aćıclica
(Véase el ejemplo en la figura 7).

Figura 7. A la izquierda se muestra una situación donde existe una clasi-
ficación consistente como se verifica en la digráfica inferior que es aćıclica.
Por otro lado, en el lado derecho tenemos un situación donde no existe un
ranking consistente, lo que se evidencia en la digráfica inferior que contiene
un ciclo.

Un ejemplo de problema de clasificación muy peculiar se encuentra
en el campo de la lingǘıstica computacional y lo expone Adam Lopez
[19] para el 7th Workshop on Machine Translation (WMT) [21] que se
llevó a cabo en Montreal, Quebec, Canadá en el 2012. En este se utili-
za evaluación humana para clasificar diferentes sistemas de traducción
automática.

Para el estudio utiliza los datos publicados por la WMT 2010 [5] y
la WMT 2011 [6]. En estas se tienen los datos de sistemas de traduc-
ción Inglés-Checo, Checo-Inglés, Inglés-Francés, Francés-Inglés, Inglés-
Alemán, Alemán-Inglés, Inglés-Español, Español-Inglés. En cada una
se comparan entre 4 y 22 sistemas de traducción, para los que se tie-
nen entre 4000 y 13000 comparaciones por pareja entre los distintos
sistemas.

La forma en la que se realizan las evaluaciones es dando a especialistas
una oración seguida de cinco traducciones, cada una realizada por un
sistema de traducción distinto, y se les pide que las clasifiquen de la
mejor a la peor con empates permitidos. De esta forma se tiene que
cada evaluación consiste de un conjunto de cinco sistemas y un orden
de los sistemas, y de este se obtienen las comparaciones por parejas.

Para modelar el problema se genera una digráfica D en la que los
vértices son los sistemas de traducción que se están comparando. Dados
dos sistemas de traducción A,B, se tiene el peso w = contar(A,B) −
contar(B,A), donde contar(A,B) es el número de veces que un experto
prefirió una traducción del sistema A sobre una de B. Si w es positiva,
se tiene la flecha (A,B), si es negativa, la (B,A), y el peso de dicha
flecha es |w|. Adam Lopez [19] afirma que un enfoque adecuado para
encontrar un buen clasificación de los sistemas de traducción es resolver



84 ANA PAULINA FIGUEROA Y ADJANI GAMA DESSAVRE

el problema del FAS con pesos para la digráfica D. En este problema
el FAS mı́nimo es aquel FAS cuya suma de pesos sea la menor entre
todos los FAS posibles.

Para resolver el problema del FAS Lopez utiliza una heuŕıstica en la
que en cada paso se tiene una clasificación de algún subconjunto de los
vértices. Después, esta clasificación se extiende eligiendo un vértice que
no ha sido ordenado aún, donde el costo de dicho vértice será la suma
de los pesos de los vértices que no han sido ordenados aún. Los vértices
los explora utilizando el algoritmo de Dijkstra. Además, en este art́ıculo
afirma que utilizar este proceso para el problema planteado, no toma
más que unos minutos.

Figura 8. Distintas representaciones de TT4.

Otra aplicación del problema del FAS se encuentra en el dibujo de
digráficas. Una digráfica se puede representar de infinitas formas en un
plano, por ejemplo, en la figura 8 podemos observar cuatro represen-
taciones distintas de TT4. Cada representación nos hace organizar la
información que representa la digráfica de manera distinta. Un buen
dibujo podŕıa, por ejemplo, disminuir el costo de producción de un cir-
cuito o ayudarnos a visualizar grandes cantidades de información de
manera efectiva.

Como es de esperarse, no hay un consenso de lo que significa un
buen dibujo. Sin embargo, excepto por algunos casos especiales (como
[24]), la estética no es aplicada a una digráfica en un sentido puramente
art́ıstico, sino que se busca revelar el significado y estructura que repre-
senta dicha digráfica. Por esto, en general los investigadores asocian la
estética con la legibilidad y con la comprensión [4]. Por lo anterior, en el
dibujo de digráficas se busca que los vértices estén distribuidos unifor-
memente y que las flechas tengan una longitud homogénea, asimismo,
se trata de minimizar el número de cruces entre flechas [12].

Sugiyama, Tagawa y Toda [22] desarrollaron, en 1981, un algoritmo
para dibujar digráficas en capas que consta de cuatro fases, donde la
primera de ellas utiliza el problema del FAS mı́nimo. Es llamado el al-
goritmo de Sugiyama en honor a Kozo Sugiyama quien fue el primero
en desarrollar este estilo de dibujo de digráficas. En el dibujo de digráfi-
cas en capas, además de los parámetros antes descritos, los vértices son
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organizados en capas horizontales como en un organigrama y se trata
de minimizar el número de flechas que apuntan hacia arriba. Por esto,
es común utilizarlo para la representación de estructuras jerárquicas.

Figura 9. Ejemplo de las cuatro fases del algoritmo de Sugiyama. Obtenido
de [14].

Las fases del algoritmo de Sugiyama son las siguientes:

1. Eliminación de ciclos dirigidos. La digráfica se hace aćıclica
invirtiendo la dirección de algunas flechas o eliminándolas, para
esto se resuelve el problema del FAS mı́nimo.

2. Asignación de capas. Se asignan capas horizontales, también
llamadas niveles, a los vértices. Se busca minimizar la altura y
el ancho de la digráfica. Este problema es conocido como layer
assignment problem.

3. Reducción de cruces. Los vértices son ordenados de forma que
se minimice el número de intersecciones entre flechas.
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4. Asignación de coordenadas. Se asigna una coordenada en el
eje x para cada vértice, se trata de minimizar los dobleces de las
flechas y el ángulo de estos.

En la figura 9 se observa un ejemplo del algoritmo expuesto anterior-
mente en cada una de sus fases.

Como hemos visto en este art́ıculo, el problema de FAS es de in-
terés tanto desde el punto de vista teórico como por sus aplicaciones.
Además, estos dos factores, teoŕıa y práctica, se han ido desarrollando
a la par, en ocasiones una aplicación inspiró el estudio teórico de alguna
propiedad y en otras ocasiones sucedió lo contrario. Hay que notar que
las aplicaciones expuestas anteriormente son solo algunas de las que se
han estudiado hasta el momento, sin embargo, muestran lo diversa y
basta que es la influencia de este problema en distintas áreas.
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[11] P. Festa, P. M. Pardalos y M. G. C. Resende, ((Feedback set problems)), Handbook of
Combinatorial Optimization, 1999, 209–258.

[12] T. M. J. Fruchterman y E. M. Reingold, ((Graph drawing by force-directed placement)),
Software: Practice and Experience, vol. 21, núm. 11, 1991, 1129–1164.
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núm. 2, 1981, 109–125.

[23] A. W. Tucker, ((On directed graphs and integer programs)), In Symposium on Combi-
natorial Problems, 1960, 562–570.

[24] W. Vogels, ((Graphs as art - all things distributed)), 2018.


	1. Introducción
	2. Definiciones equivalentes del FAS mínimo y una conjetura famosa
	3. ¿Cómo encontrar un MFAS?
	4. Aplicaciones
	Bibliografía

