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Una pregunta natural en probabilidad elemental es la siguiente.
i Qué significa tomar un elemento al azar en un conjunto X? Para
responder esta pregunta de manera rigurosa es necesario elegir una
coleccién de subconjuntos de X, denominados eventos, a los cuales se
asignan probabilidades. Una coleccién no vacia A de subconjuntos de
X es admisible como coleccién de eventos si es una o-dlgebra; es decir,
si posee las propiedades siguientes:

i) Si A estd en A, entonces A° = X \ A también estd en A.

ii) Si {A,} es una coleccién numerable de conjuntos en A, entonces
oo rd
L,l1 A, estd en A.
n= .

Si X tiene solamente un nimero finito n de elementos, se acostum-
bra elegir a .4 como la coleccién de todos los subconjuntos de X y
definir P(A) = j/n, si A tiene exactamente j elementos. El resultado
que enseguida presentamos muestra que la eleccién de A es un pro-
blema muy delicado si X tiene una infinidad de elementos, ain en el
caso de ser X = {1,2,3,...}, el conjunto de los nimeros naturales [2].

(Existe una o-algebra infinita numerable? Esta es una pregunta
clasica en teoria de la medida elemental [1, 3] y aunque es bien sabido
que la respuesta es negativa, no sabemos que exista en la literatura una
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prueba, sencilla de este hecho. A continuacién damos una demostracién
muy corta de un teorema que demuestra el hecho anterior, y un poco
mas. El lector encontrard divertido completar los sencillos detalles de
nuestro argumento.

Teorema 1 Si A es una o-dlgebra a lo sumo numerable de subconjun-
tos de un conjunto X, entonces A es finita y Card (A) = 2" para algin
nimero natural n.

Demostracién: Definamos en X una relacién ~ de manera que para
z,y € X se tiene: x ~ y siy s6lo si todo miembro de A que contiene a y
también contiene a z. Se verifica f4cilmente que ~ tiene las propiedades
siguientes:

(a) ~ es una relacién de equivalencia en X.

(b) Las clases de equivalencia C(z) son de la forma

-

C(z)=n{A:z€ A, Ac A}.

(c) Si A € A entonces A =U{C(z):x € A}.

De (b) y del hecho de que A es una o-4lgebra numerable se deduce
que las clases de equivalencia de ~ pertenecen a .A. Si hubiese una
infinidad de clases de equivalencia entonces, en virtud de (a) y (c), A
serfa no-numerable. Por lo tanto el nimero de clases de equivalencia
tiene que ser finito y, una vez més por (a) y (c), Card (A) = 2" para
algin nimero natural n. [

Este teorema estd en concordancia con el resultado bien conocido
[1] (pero mucho mis dificil) que afirma que si £ es una familia de
subconjuntos de X con Card€ > 2 y A es la minima o-4lgebra de
subconjuntos de X que contiene a &, entonces Card A < (Card €)™,
En particular, si A es una o-algebra de subconjuntos de R, entonces
Card A = 2" para algin n = 1,2,...,Rg,¢c. Nétese que esto dltimo
requiere de la hipétesis del continuo.
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