COMENTARIOS SOBRE ,
SUCESIONES LINEALMENT E RECURRENTE S

Juho E Damy Rlos*

I Intmduccwn , : o

Las sucesiones lmealmente recurrentes tlenen propledades generales
uy mteresantes que en este articulo trataremos de presentar quizds
algunas de ellas sean muy obwas 0 muy conocidas, nuestra idea, sin
embdrgo, es farmhar1zar al lector con estas sucesiones.

- Se dlce que una sucesion ?R Q es hnealmente recurrente de or-

“den n, cUando cualqui‘er cl?e‘:mento_Rfi' ’(‘«i?/n")z de'e_llla»es igual a una combi-
nacion lineal de los# elementos precedentes; es decir: -
R}Hn = § Rp+j (k 20)@e#0) €))
Los coeficientes ﬁa.} 4 idefinen una familia de sucesiones recu-
| “fo
rrentes y les llamaremos los coef1c1entes de la familia. Cada una de las

sucesiones de la familia: quedan defmxdas si conocemos los 1 primeros
slementos: (RO,. Rl, RQ,.. o Ry g ) de }a sucesion, a los cuales les

n-1

flamaremos los valores 1n1<:1ales de la suceswn o s1mplemente{ Vi } o

yk~Rk ’ (k 012 .v_—l)
EJEMPLOS 1) Famlha de suces;lones recurrentes conn = 3
ag=— 2;a1 =1;a“2 =2.
Cons1deremos la sucesmn con} ( 1gua1 a los 51-' :

o

,pmentes valores yg = — 1397 =2; 2 = + 1 los
pnmeros termmos de la sucesxon serdn:
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{Rik};‘;".:__; 1,2,1,6,9,22,41, 86, 169,. .
En adelante nos referiremos a esta sucesion, como la “sucesion 1°.

. A o . ‘~ ” ’ ; w B B i
2) La sucesion de Fibonacci 1 } Fk} o ©suna sucesion re-
currente de orden 2: o :

Algunas de las propzedades de la sucesion de Fibonacci, -
como veremos mds adelante, son vahdas para cualquier
valor de)’yk} .

2. ECUACION CARACTERISTICA ASOCIADA
Se define a la ecuacién

n-1- - . '
chgme 3 e . ~ =
-2 gZ=0 T RN )
j= . : . :
Como la ecuacion caracteristica asociada a la familia de sucesio-
nes hnealmente recurrentes de coeﬁmentes ) a,} 0 1A lasn raicesde

(2) (Z,, Z«z, Zs, ..., Zy) se les llama las rafces caracteristicas de la
sucesion. Ewdentemente que ninguna de la raices cilracterlstlcas es nu-

la, porque: ay ¥ 0. Al pohnomlo p(Z) = zn E i 7’ se le llama el

polinomio  caracteristico de la famﬂla de <:oeﬁclen’cesJ a,( observese

ok e
que: P(Z)=(Z — Zl)(Z Zz) 2~ Zn) @)

EJEMPLOS 1) “Sucesmn 17 ;
Ecuacion caracteristica: 2> +2 —-Z —22% =0
Raices ,caracterlstlcas Zy=—1; Zy=1,Z53=2

-2 Sucesmn de Flbanacm s
Ralces car" 11 txcas Zl —(1 = \f)/2 22

1 Gulilermo Fspmosa V La uceszon de szonacc: Rev1sta Matematlca No- © |
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‘ ’A contmuacmn veremos algunas propledades de las raices - caracte~
",rlstlcas A £ v

o ‘ny o0
Teorema 1 “:La suceszon geometr ca 1) JGk}

Gk—-zk | 7‘7(,__1 2 3 | )’ e R s ®

donde Z es una de las raices. caracterlstlcas de la famxha de sucesiones

} =l
' recurrentes de coeﬁcwntes{ aGe es tamblen una sucesion recurren-
0

te de 1a mlsma famlha
| Demostraczon o

~ Porlaecuacion (2)
‘ el ‘l;

Zj =§: a -Zfi
lmultlphcando por Zk
io.Sea que
Gk+n —2 alJGk+l LQQD

Teorema 2 Todo elemento de la suceszon recuﬂ'em‘e% Rk } 0 de

orden n, Si las n razces caracterzstzcas son dzferentes es zgual a una
, combzmzczon lzneal de Ias pote as k de las n razces camcterzstzcas

o Demostraczon

a) Para 0 k (n - 1) se pueden plantearn ecuacmnes lineales

en "’ llde laforma
n=hnz [ <k< <n—1>1 S @
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El determinante (Z 4, :Zz;, L Z,) del s~istema‘deaecuaci§)nés (6)
- es de la forma ' ' ' ‘ '

Se demuestra® que V(Z_ Ly Zy) es iguél a:

V(Zy, Zaw - Z) (L= Z W~ Z3) - .. (Zn ~ 21 W1 — Z1)
' _\ Zn1—23) ... Es—Z1 W23 —25)Zr~2y)

0 bien

V(Zyi, Zy ... Zy) = _%zénl(zj — Z;,)) por lo que V(Zy, Zy, ... Zy) s
J=2 7= oy o . :
distinto de cero si las n ral"ce‘s?{ Zj} ';, son diferentes: Por consiguiente,
los céeficientes{ b; }}: se determiﬁaﬁ a partir del sistema,de ,‘ecuaé:ir‘qr,_l’es (6_),.
b) k=n
Sea{ Sk} zo una ‘,s‘ucesiéri definida como:

. -y
o bien,sik =k —n

Seen=ZbZ; " K20 . . (D

~ 'Porel Teorema 1 [ecua01on(4)] &
2. H.S.Hall, S. R. Knight. Higher Algebra. Macmillan, 1950,

A




fel®
A)Sk |

~obien £ . ;
o, -
Sk,m._ z al(Z‘ b Zk +’)
pero por (7)

b2 =S,
J=1 R ; -

~por consiguiente

e | ool : ' : i
Sk: +.n -[»Z} a; Sk, vl (k 0) Por lo tanto, -la sucesion
focs s de la famﬂla de%Rk} (ver ecuacion (1)) y txene los

mismos valores 1n1c1a1es (mcnso (a) de esta demostracmn) por consi-
guiente: : i S

PR
lsk}o‘“) ot

EJE‘MPLOS 1) “Sucesién 17.

Se determma{ b; } (ecuacwnes (6) ) y se obtiene

b1 —-——7/6 b, —-1/2 b3~2/3 o

por conmgmente

Rk-—~7/6( 1)’e ;»1/2(1) +2/3(2)’e 0

2) Sucesmn de F1b0nac<31 S
bl = 1/\/— bz —--‘H/‘/S

: _Zk +Zk

F, =
k \/-5—

3) La sucesmn de F1bonaCC1 se puede generahzar

Vo l
- usando cualqmer valor del y} =) i 0} en ese caso
' 1

(f+1)vQ~»2V i (\/~'—1)Vo+23’1
T i
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- 1a ecuacién (5) es general para cualquler valor entero de k sea <
positivo o negativo, entendiéndose por R.; el valor que se obtiene al o
-despejarlo en la ecuacion (1) para k =~ 1.

R 1+n-~2 ﬂ]R 1_,_]
Rl“““"‘[Rnl E aRn]
en forma similar se thiene R, ,";R,‘3 ,ete.
| 1 one R |
R-k,?; f[Rn-k ~2 ajRjp] LT ) - (8
o 0 J=1 ) : e

Obsérvese que los val‘OIe-s de laisiil‘cefsiéni Rk} para k <4): la gene-
ralizan y se puede hablar de{ |
Ala relacién (8) se le Nama la recurrencxa mversa de: J Rk}

porque permite obten,er,unaelementp_ien funcion de los n siguientes.

EJEMPLOS: 1) Sucesion 17

=0

[-= so

R-l"=+1_, g
R y=— 3/2 etc

{Rk} e —;'3/2, ;1_;;;1, 2,1, 6,9,
k = — 1 k = 0 k*-l
2) Suceswn de Fxbonacm

+5~—3 2 —-1. 1,'0 1,1,2,3 5,»,




0 ykddemas b, # 0 se tzene éluev |

k por lo tanto

o -Corolari?o**ll

Sz 1z, |>12n 1| |zn 5 > .=z,

Rk+ 1
L1m :
k-->o<> Rk

o Demoslmczon Por el teorema 2

Dlwendo Ios dos m1embros y d1v1d1endo numerador y denomina-
dor por g »Z~:< n :

porhipétesistm( ’) =0 (i#n)

k>0 \ Z

b Rivs _buZn

'EJEMPLOS: 1) “Sucesién 17

R, .
g E+1
Lim ———
k—»00 Rk

=2

2) Suces1on de Flbona001

= Zz =a +f 502

=L1mj ”
3) Sucesmn generahzada— de Flb;onacm

Fovy .,
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Corolario 2.

Si:

foz_h%¢anA>w¢g>.ﬂ>wn

Se tiene que:

R
Lim k2 :Zf,

k>0 R‘k .

La dernostracmn de este corolano es snmlar ala del antenor Este

corolario es vahdo aln para raices complejas
‘ Teorema 3. | o
Jo U5 donid
La sucesion \ Sy (oo definida como:
Sk :j§1 b; Z.;'g ' S S ©)
donde: Z; # 0 para toda j
Zj +Zp Slj#k

es una sucesion linealmerite recurrente de orden n cuyos coeﬁczentes

1
{-a,} son los coeficientes de Z/ en el desarrollo del poliriomio

WN)=(Z-2)(Z-Z)... ¢-Z) (o

(—aj =coeficiente de 7y

0]

Demostraczon El polmom10 caracterlstlco dela fam1ha de coe-

}{”*

ficiente, E 's.
- 2 "'(Zj Zj =O |
a .
De la defiﬂicién de lasa;:
Eaz~@ a) @*%yﬂ'

donde 29 # 0 ya que Z # O z- L. . .n. Ademas por hlpOteSIS las tafces
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| Znﬂ——(al — @y 1)Z + (0‘1

-Z son dlstmtas por lo tanto si tomamos Sg, .« S, como valores
['1mc1ales por el Teorema 2 sabemos que emsten Cl, B Cn, unzcas tales

’ que la suces10n)Rk }de la: famﬂla con coeﬁmente aJ puede escnbuse '

Rk ._clz’“r +nC Zk |

)0’r lo tanto: b‘i“: C, | zzlny &

‘Concluimos que Sy, es una sucesion lineal recurrente de orden n.
esta demostracmn muestra el teorema 3 como consecuenc1a matenal

:lel teorema 2.)

torolano 3 Dada una famzha de suceszones recurrentes de orden

1, se puede genemr una famzlza de orden n —l—r (r > 0) que contenga ala

orzmem famzlza
| Démo‘stfabi’o’hﬁ e
Seago(Z) z" +an " z” 1 + + al Z +ao
| ¢(Z) (Z & al) (Z” +an 1Z" i +a1 Z+a0) Z-a)=

\ '"zf””'l'(a;u CH)Z +(an2—06161n1)z 1+ Hao -
—yay)Z—ag 04

Para'dbten‘er la férm;ula de-récurrenc’ia |

Z -t + +(0(1 ay —dl)

oz +a0 oy =0 (7" z" 44'51; ,[7.“+a1 Z+a0) (an , Z" +an )
A + +aOZ)
: Rk —-011 (Rk-l-z a, Rk )*Z dank+ 1z ‘ ()
: enece a la famlha de coeﬁc1entes{ } !
0
Spk=— 28, Sk Y ¢
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Sk+l“‘“"‘2 an-f¢k+ll

s |
~al substltun' en(f,)vemos que Sk (o satlsface la relamon de recurrencia

) Sk} pertenece a la familia asi generada. Analogamente podemos de- '

)

‘mostrar que se puede agregar tantas ¢ como se quiera. ~
Notese que para obtenerlo como corolario del teorema 3 hay
-que pedir que las raices del polinomio caracterlstlco de la fam1ha 0r1g1

nal sean distintas, y que ¢; ;&oj\f L d#FE ]

~Los coeﬁaemes de la nueva famlha de sucesiones recurren
n+ r- i

tes] —A; ,( son los cgeﬁcwn:tes{:de z e-n;.ei desa.rrollo del polino- .

mio 6(2): . o '
02) = SU(Z) (Z 0‘1) (Z 0‘2) (Z -a,) (1>0)

dondé o £ 0 (para toda z) son ‘parametros arbitrzirios, y @(Z) es el -
polinomio caracterlstlco de la primera familia. B(Z) serd el pohnomlo_ ’
- caracteristico de la nueva farmha : - "

 EJEMPLOS: 1) Con la familia de la “Sucesmn 17 se va a generar |
“una familia de orden 3+r ~ (r=2) |
0Z)=(Z% 22 ~Z+2)@Z+ ) (Z - &)
0@Z)y=2z° — (2+a1 +0,)Z% —(1 20y — 20 —~
| o ) Z° (20 0 —0y —0p ”‘A)Z?'

N e ; -(cv.lcx2 -%—204l +2a2)Z+2011a2

‘POI‘.COHSlgmente, s

Aog=-204 0541 =04 0 +2 (e +y);

Ay =204 @y ~0 — 0 — 2 f |
oAz =1 ‘2(0‘1 +0‘2) — al 0‘2 S
A4__2+a1 . o

sk oy —-1 CYQ 3 se ob-tlene

AQ-.-é A1 _11 A2~0 Ag—-—— 10; A4-6
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2, se obtienen algun
% ]tanto las raices .
e t',c1entes desap recen'y se tlene‘f

suces.1on de ordenn i r 31endo 7 el,} :

5 numero de coeﬁc1entes b qu son nulos

En efecto sean ’Z ( las (n — r) ralces que no desaparecen por lo-
U

tanto por el teorema?_ e

Ry =E b Z’?f | f;(bf--#O) L

rpero por el Teorema 3 esta sucesmn sera hnealmente recurrente de orden

’;.‘(n~r)

~donde los coeﬁcwntes - a i 0 son los coeﬁc;entes de Z/ en el

:desarrollo del polmomlo \If (Z) o |
Y@=@-2) (- zg) (z z,,,.) -

S combmando (12) con (2 )

Ui ez)

@2z, ;;1*'*)<z Zorin) @ ~—Zn)=j°

\ donde z, ‘-r+ ko (r > k> 1) son las r ralces

"po‘r 1‘0 tanto:

e  -0 sea que

Tk+2-—-‘.“2Tk +3 Tk.{.llﬂs, L o
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{Tk‘( ‘—1 3,7,15, 31 63, . evidentemente quelos eleﬁien

| tos de la sucesmn{ Tk} , por pertenecer €sta a la famlha de 1a “Sucesién

17 (@g=— 2;a, =1;a, =2), s¢ pueden calcular asi:
The3=—2Tp + Ty 1 +2Ths o

2) Consideremos la sucesion Uy 5 de la familia de Fibonacci
con " S .

yo=By,=BZ,=B(1 ~/3)/2 (B#0) se obtienen:
by =1;b, =0, U _621

7% Z
C 12D oA

T@O=;- a +\/‘>/2)

“por lo tanto:
ay=(1 =/5)2=Z;

0 sea que:

Ukv;Zl .Uk

%Uk} A—B BZI’ﬁZI )BZI y -
R 1~ e 5
=B.8 2\/‘ 4= Z‘F B2~ x/")

0.
es mteresante hacer notar que si los términos de {Uk 0 ¥ ca]culan con

un namero finito de decimales (por ejemplo, con una computadora) _
como si fuera ésta una sucesién de la familia de Fibonacci,

Uy + 2 =Uy, + U, +' 1

los errores de redondeo para valores grandes de k se acumulan tanto,
que se pierde toda precision en el calculo ‘
' Es ev1dente que:
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k—>oo uk T

Esta sucesmn ‘es. la tnica de‘vla, fan

lia de Flbonacm cuyo hmlte
| del comente de dos elementos censecu"-i_ |

s-no es 1gua1 a (1 + /' 5)/2.
4. Obtenczon dzrecta de los Coefzczentes )\ b } iz

A contmuacmn trataremos un metodo bastante snnple para calcu-

n
lar los valores de b . necesarlos para aphcar el teorerna 2

Teorema 4. : . :
Usando un procedzmzento szmzlar al de Za znterpolaczon de La-

+ o0
grange, se propone la szguzente expreszon para} } (teorema 2)

frzhz: . 2
1 Z"" Z3 ... 7257y

2 711 —~1
1 I_Jn Z S Zn

k yn-lbr
(13

La demostramon es ev1dente puesto que Rk es una ‘combinaciér

| hneal de los potenmas K d?“Z} y para 0 <k (n -~ 1) se obuene

Rk =Yy, :
La ecuacidén (13) se puede s1mp11flcar utlhzando algunas propleda
~desdels determmanteq que ﬁguran en ella; a continuacién enunciare
mos estas propledades Usaremos la s1gu1ente notacmn

; F‘Z}ff- >
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Las propledades son las 31gulente.s.
(Z ‘ZZ ZS Zn) +an " V(Zl, 22, i n)('“l)n ‘

. (Z 022 Zs Zn)""_an 2 V(Zl: ZZ : Zn)(“"l)n "
L @°2' 2.2 =ta 5 V(Z,, Zovo o Za) (- 1)

y en general

@021 .. 2PV ZE L 2y = (ot V23 Zay . Z) (= 1)
IR LT @-1)>k>1
donde aj} o : son los coeficientes de 7 ‘eg’el desarrollo de: (Z = Z,)
Z-27Z3). . (Z-1Z,) » |
Estas propiedades se demuestran desarrollando V(Z 1> Zz, Ly,

Zni1) (Zys 1 arbitrario), por menotes de. la ultlma columna (potenmas .

n + 1) : ,
Desarollando la ecuacmn (13) y uthzando las. propzedades ante-
riores se obtlene

Ry “%%»

U (2,2 2) Gt ~20) @y -2y D2 10T
+1Ch3 Yy +0 0 +,Co Yooy +Yn’-_1»3 ‘ |
S s ,
[2Cn 2 YO +

Zn—Z3)(Zny —'Z) (Z3 —22) (Zl “Zz)
+2Cn3Y1+ +2C0Yn2+Yn1]

S
Zk

T m 22 ( ,—2>

Y1+ Lt COYn2+Yn1]

[ Cn2Y0+ Cn3 '

(14)’_’

donde ’:{ kC,‘ son los caefimenies de ZJ en el desarrollo de:
@ | |
Z—-2Z)

rie J( o son los coef'cxe}r}a’ﬁtgs@e.,lafg.gce:s'ién.reducid,a;

observese que
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= ‘xsl Y0-1 Y1

fy ;ﬁ_que se pueden aphc a

- cuando bk ——,0 10 cual es ewdente ya que en ese caso Y,, 1 debe ser

1gual a:

EJE’VIPLO 1) (n 3)

Famlha de la’ “S"'J"c‘:esmn 1”

Z=—1 Zz"‘l 23~2

(Z) 23
g 1C*1'—2 100’;

222‘

26 '—~2,2Co ==

g 3C'1

= 1,3C0 =0; por. lo tanto

(1

(~— 1)2

“[2Y 3Y1 +1,1 +

(1 + 1) (2+1)

[ 2Y0 = Yl +Y2 ] +

bl = 2Y0 —~3Y1 +Y,

3 Y2 -—‘7,(e]em 0»21 del 1nc1so 3)

~— 9 + 7 0 este resultade es obv1o :

puesto que el orden de la sucesmn se puede reduc1r an= 2 con ao

—2 a1“+3

5 Sucesxon basxca

Es ev1dente [ecuacwn (14)] que si:

Y= Y P =
dul, puestq;vque%bfi#

_‘,,sucesmnes de la farmha Las demostra

r~—1 ‘el orden de la sucesion no se puede
toda ] A esta sucesmn le llamaremos la
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ciones las omitiremos para abrev1ar 1a longltud de este trabajo
A la sucesion bdsica- de una fan‘uha le llamaremos{ B, %

‘Teorema 5
Sea { ,.Pk‘} una :—sucesién recurrent.e d'e,'l_a, familia de { Bk} tal que:

Y,=0;K#r(0<r<n-1)(K=1,2,. = L, L n)
Y, =1 '

+. 00
El elemento rPr, es funcion. de r elementos SUcesivos. de{ Bk}
rPr :'Jgoaj—Bk--r il
+ ool + &0
evidentemente que: P, Bk
La demostracién de este teorema la 0m1t1remos.

Teorema 6

+ O
Sea J Rk} una suceszon cualquzera de una famzlza de suceszo—

nes linealmente recurrentes de orden n; el elemenl“o Rk satisface Il
‘relacion siguiente: g

n-1 ! o e , , o | '
Ry _=§ Y, gl aj Bk’;z;j-i)' ' | (.15)
Demostraczon . )

F.00 .
Es ev1der1te ‘que una sucesmn cualqmera{ R k}\ ‘de una familia
es una combmac1on hneal de todas las sucesiones -

nl, (+00_
rPk 3 0 sea que

combmando esta expresnon con la del teorema 5,se obt1ene (15)
La ecuacion (1 5)se puede transformar a la 31gu1ente expresmn

2 Bk;ﬁ(Z (16)

vm+1-1)
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No olv1demos que Y R (] 0 coo,n—1)
E]emplos

D la sucesxon baswa de Ia famlha de la “Sucesmn 1” (n=3)es
la s1gu1ente Ll S .

B =T s e 3, 0.0,1,2,510,21, 4,

APhcando (16) i 1a “S, ‘e‘smn 1” -

Rk "‘Bk 1 (ao Yo +a1 Y1 +d2 YZ)TBk 2 (ao Y1 +a1 Y2)+
+Bk 3 (a() Y2) ‘ '

 R,=6B,.; — 3By, —'.2Bk-3
sik=6; |
| Re _f:,f.sf (10)—3(5) —2(2)=41 |
si k =
1 P |
Rl——6(~~) 3( 8) ( ~7¢) =1

”) La suces10n de F1bonacc1 es baswa por lo tanto cualquier

: suces:on Fk de la famxha se puede expresar

'-OO

Fk"Fk L (Yo "’ Yl) +Fk 2 (Yl)
O:b*i'cn-;
Fl=YoFy. tNA, o S | (17)

Es 1nteresante hacer notar que el teorema 6 (ecuamon (16), se
puede e):presar en Ia forma S1gulente ~

nm

i Rk”"ZBkm 2 “J m+J 141 (l=7cu~a‘1~qfuiel'_ﬂﬁmeroent'erO) ad

m=1. =0

(18)
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porque simplemente hemos coﬁsidéré&o qué -
Yj:Rj;vl (1'2031’1,25 “hn— 1)

o sea que comenzamos la sene 1 lugares ala derecha.

k3

E]emplos
1) “Sucesmn 17
Sea: /=3

Rk+ 3=By.1 (@ R; +‘11 R4 +a2 s)+
+By.p @oRa tay Rs) +Bu.3 @ R 5)

" o bien:
Rk +3=41By.1 +4By., —44B;,.5; o
si:k=5 |
Rg "‘—‘~“41 6)+4@2) —44 (1)=169 o
si: k=—1 ; | .
ky =41 (- _) + 4 (_ 5_) —44 ( '26_‘) =6
2) Sucesmn de Flbonacm En la ecuacmn (17) haéemos
Yo=Fi , Y %1 F“ po
Fz+k=~‘Fz—Fk-l +Fz_+ 17Fk iFk F11 7+Flk‘+ 1 Fz AT (1‘9)
esta prop1edad de la- sﬁcesmn de: F1b0nacm es 1nteresante y de ella se’

puede sacar una serie de propiedades. de esa sucesién. 3
3) Sucesxon basxca de cualqmer famlha sea

=B (z 012

(3) G Espm saV Op Clt
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Bk‘+l—Bl‘k 1 +Bz+ 1 (Bk i +Bk 2) +Bl+2Bk
| -BkB, 1 +Bk+1 (Bz-:“*”Bz 2)+Bk+2B !

6. :Con‘f(:jl’flftc-i_()ngs,:";f_;;.-; o
‘Hemos

| ‘sucesmnes linealr
' ~ellas por e]em I

) ue guardan estas sucesmnes con;_ '
se ‘demuestra que para cualquler’_

"corresponchentes a valores de I ;-‘vanable 1ndepend1ente (t) espamados =
: umformemente cumplen con una recurrencia lineal. :
E]emplo 1) Sea la ecuamon d1ferenC1al l1neal

dy

+O.) t-—-—o
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si: Oy =0y, =4
Y=A4 (ewit +e-wit)
o bien:

Y =4 cos wt

sitt=kAt+ty (k=0, 1,2,... )
. y==B e,(wiA tik +C‘ve("wi4t)}?' ."(‘B-::'A.‘eiwt,o 0 ;C=A e-z'c_o‘to)
la ecuacién caracteristica de la recurrencia seré:

(Z wmt) (Z '~wmt) -0

Z* +1— (2 Cos WAHZ=0
por bonsig_uiente: ag=-— 1;,“1 =2Cos wAtla recurrencizi s}eré:

Ve =~ Yr.2 T(2Cos @A 1) Yie-1
siendo:

Y=V i=katet, =ACos[w(kDt+ tg)]

Una ‘propiedad inté're"sante’~ de todas las sucesiones basicas de or-
den 2 es que By, es multlplo de Bk y de Bm, en efecto, ut1hzando la
ecuacion (18)

Bk%lzaoBszfi"*‘Bz{J By, PRI e (18)

sil =k

sz =By (ao Br-1 +Bk ; 1) mult1plo de Bk ,por. ll’ldUCCIOl’l se
puede generahzar aB mk

Ejemplo: Sea: 2o =1;a; =28 =0;8, =1
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Bap =5N i;;(N:'m;e;o) o
k=48, =12

por lo tanto: .

B’,,,m:ylleri 7(M%eﬁfef¢), B

Y en general todas las sucesiones bdsicas de orden 2, se cumplen

todos los teoremas de la sucesion de Fibonacci[ 4], basados en la ecua-

cion (18) (o Ia 18’ conagy =1, véase la ecuacion 19), por ejemplo:

mcd B Bm)=Bmed (k, m)

(m cd(BsBl 2)=B4) .

' (4) G.Bspinosa V. Op.Cit.
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