
COMENTARIOS SOBRE 
SUCESIONES LINEALMENTE RECURRENTES 

Julio E. Damy Ríos* 

l. Introducción 
Las sucesiones linealmente recurrentes tienen propiedades generales 

muy interesantes que en este artículo trataremos de presentar; quizás 
algunas de ellas seart muy obvias o muy conocidas, nuestra idea, sin 
embargo, es familiarizar al lector con estas sucesiones. 

Se die~ que una sucesión.{ Ri:· ~es linealmente recu~rente de or­

. den n, cuando cualquier elemento Ri (i~} de ella es igual a una combi­
nación lineal de losn elementosprecedentes;es decir: 

n · l 

R k + n = .~ ai R k + i 
1=1 

·. n-l 

Los coeficientes tai lt 
t o 

(k ~ O)(a0 *O) (1) 

definen una familia de sucesiones recu-

rrentes y les llamaremos los coeficientes de la familia. Cada una de las 
sucesiones de la familia quedan definidas si conocemos los n primeros 
elementos (R 0, R h R2, . •.• , Rr,, _ 1 ) de la sucesión, a los cuales les 

_, llamaremos los valores iniciales de fa sucesión o simplemente{ Yk} :: 1 

Yk =R~.k · (k =O, I,2,~ . . fl - l} 

EJEMPLOS: 1) Familia de sucesiones recurrentes con n = 3; 

a0 =-2;a 1 =l;a2 =2. 

Consideremos la sucesión·. con{ Y•}: igual a los si­

guientes valores y 0 . --:- 1 ; y 1 = 2; y 2 = + 1 los 
primeros términos de la sucesión serán: 

* Profesor de Análisis Estructural 1, y U en la Facultad de Ingeniería, 
JNAM. 

31 



{ R¡, _} ';;' - l, 2, l, 6, 9, 22, 41, 86, 169 , .... 

En adelante nos referiremos a esta sucesión, como la "sucesión 1 '. 

2) La sucesión de Fibonacci 1 
{ Fk} '; es una sucesión re-

currente de orden 2: · .. 

ªº::;;:: 1; ª1=1 

Yo =O; Y1 =1 

Algunas de las propiedades de la sucesión de Fihonacci, 
como verenws. más adelante, son válidas para cualquier 
valor de{yk} ~ . . . , . · . , , 

2. ECUACION CARACTERISTICA ASOCIADA 
Se define a la ecuación 

(2) 

Como la ecuación característica .asociada a la familia de sucesio­

nes linealmente recurre~tes de coeficientes{a1~ 0 •·
1

. Alasil raíces de 

(2) (Z 1, Z2, Z 3, •• . , Zn) se les llama las 'ra'íces c~uacterísticas de la 
sucesión. Evidentemente que ninguna de la raíces características es nu-

n-1 
la, porque: a0 '4= O. Al polinomio v;(Z) = zn - ~ ai zi se le llama el 

. J=O .· . 

polinomio característico de la familia de coeficientes)_ a¡.} .obsérvese 

que: tp(Z)=(Z - Z i)(Z ~ ?2) ... (Z:- Zn) (2) 

EJEMPLOS: 1) "Sucesión 1 '' 
Ecuación característica: Z 3 + 2 - Z - 2Z2 =O 
Raíces características: Z 1 = -1; Z2 = 1; Z 3 = 2 

2) Sucesi611 ·de Fihoria.cci .. 
Raíces características Z 1 - (í - y'])/2; Z 2 = c1 + VS)/2 .. .· . · . . .. 

l. Guillermo Espinqsa V.Aasucgsián deF'ibon~cci. Revista Mate¡nática,No- · 

viemhre de 1969. 
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A continua.ción veremos algunas :r>ropiedades de las raíces caracte-
rísticas. 

(j' = l, 2, 3, ... , n) (3) 
) 

Demostración: 

Por la ecuación (2) 
n-1 . 

z~ -L ªz zl. 
J 1=0 . J 

multiplicando porz7 
.· · n-1 ·. 

z~ + n = ~- a ~1! + l 
J · · l=O l . J 

(4) 

o sea que 

n-1 

iGk + n __ ·. 1~0 llz iGk + l · .L.Q~Q.D~ 
' 

Teorema 2. Todo elemento de la SttcesiOO rect,1rron1e{Rk}; de 

orden n, si las n raices características son diferentes, es igual a una 
combznación lineal deias potencias kdelasn raíces·caracteristicas · 

\_ ' 

1- {K~O) (5) 

Demostración: 

a) Para O ~.k ~{n -.1), se pueden plantear n ecuaciones lineales 

en { b1} ~ de la rm¡pa . .•.. . • . . . . . . . . . . . . . 
n· 

. .. . .. k 
Yk =L b·Z· 1=1. J. J [O~· k~(n - 1)] (6) 
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El determinante V(Z 1, Z 2 , .. ,Zn) del sistema de ecuaciones (6) 
es de la forma· 

z1 - 1 z2 - i . z~ . i 

2 . . .. . . 
Se demuestra que V(Z 1, Z 2 .... , Zn) es igual a. 

V(Z1, Z2, .. . , Zn) =(Z'n -Z l)(Zn - Z2) ... (Zn - Zn_i)(Zn-1 - z 1) 
(Zn-1-Z2) ... (Z3-Zi)(Z3 -Z2)(Z2-Zi) 

o bien 

n j-1 
V(Z 1, Z 2 ... Zn) -i712~711 (Zj -. Z~)). por lo que V(Z 1, Z 2 , ... Zn) es 

distinto de cero_ si_ las n raícesi zi} ~, son diferentes: Por cónsiguiente, 

los cOeficien te s{b; ~ : se det ernü~rui a partir del sistema de ecuaciones ( 6). 

b) k';.?;n 

Sea{ Sk} : una sucesión definida ccirno: 

n 

Sk ="Lb·Z~ 
j=l J J 

o bien, si k' =k - n 

(k' ~O) 

·Por el Teorema, 1 Eecuación (4)] 

2. H. S. Hall, S. R. Knight. Híghier Algebra. Macmillan, 1950. 

(7) 



l .. 

. ! 

o bien 

n-1 n.J. 
"" ~ . . k'+l S k '+ n = .(..,¡ llz (f.' b1· Z¡ ) 

. · l=O J=l 

pero por (7) 

n 
~ zk'+z s .(..¡b·. = k 1+l 

i=l J '} . 

·por consiguiente 

n-1 

Sk' + n = }; ªz Sk, + z (k' ~·O). Por lo tanto, la sucesión 

{ S k} : es de ~;ºfamilia de{ Rk}: (ver éCuación ( 1) ) y tiene los 

mismos valores )niciales (inciso (á) de esta demostración), por consi-. 
guiente: 

J loo J ·l··oo 
t Sk,Í o =)_Rkf o . 

EJEMPLOS: 1) "Sucesión l ". . 

Se determina{ b;}: (ecuaciones (6)) y se obtiene 

h1=-7/6; b2 =- 1/2;b3 =2/3 

por consiguiente 

2) Sucesión de Fibonacci 

b1=-1/y5 ;b2 =+I/y5 

3) La sucesión de Fibonacci s~ pu~de~ generalizari F'k} 
. usando cualquiervalor cie{y}-)~:} , en ese caSo · 

.. ··· (V5 + J).y0 - 2y . . ·~ <'..JS - 1).Yo + 2y1 
b1 =-;__ 2 vs . . . b2 - 2 V5 

35 



La ecuación ( 5} es general paxa cualquier· v~lor entero de k, sea 
positivo o negativo, entendiéndose por R_ 1 . el váfor que se obtiene al 
despejarlo enla ~cuación (l}para k = - 1. 

en forma similar se obtiene R.2 , R. 3 , etc. 
' ' 

1 n-1 . 

~· . R_k =ªo [Rn-k -i~ aiRi-k] .. (~) 

. Obsérvese que los valo.res de Ja suCesi6n{Rk} para k <-O la gene-

ralizan y se puede hablar c1e{R}_•: . · ·.. . = 

A la relación (8) se Je llama la recurrencia inversa de{ Rk} 
0

, 

porque permite obtener un elemento en función de los n siguientes.· · 

EJEMPLOS: 1) Sucesión l" 

R.f =+ 1 

R.2 = - 3/2 etc. 

..... ' -3/2, 1, .:.:...1, 2, 1, 6, - 9, 

22, .... 
k ~ - 1; k = O;k=l ;· ... 

2) Sucesión de Fihonacci 

F-.1 =1 

F.3 =+2. etc; 

. {FRr: ..•.. T 5, - 3, 2, - 1, ~.O, l, l, 2, 3, S, 

8, . ~·. .. k= -'-l; k O;k...:.. J ... 
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·--.,' 

Corolariol 

Si: IZn l>IZn.1 I ~ .. 1Zn~2l ~· ... ~IZ11 
y además bn =F o se tieneqüe:· 

, Rk + l 
L1m. . . .. ·Z~ 
k-+oo Rk 

Demostración: Por el teorema 2 

n 
R ·"""-Zbzk+I 

k _+ 1 -i= 1 j . j 

n 

Rk =~ b·Z'! i=l J J 

Diviendo los !-los miembros y dividiendo numerador y denomina-

,dor por z~. . ;. b1•·. zj n 

Rk+t i~ Zn Zi 
_. 

. Rn i b Z¡ n 

i=1 Zn 

por bipótesisLím .. . r . =O (z.)k 
k-+oo Zn 

(i#=n) 

por lo tanto: 
. R 

L , ~. +1 1m · ··. 
k-+oo Rk 

bnZ~ --=z b n n 

EJEMPLOS: 1) "Sucesión l " 

L,. -Rk +. t 2 
1m = 

k-+OO Rh . 

2) Sucesión de Fibonacci. 

, Fk + 1 
L1m . . - Z2 ~o +vs)/2 
k-+OO Fk . 

3) Sucesión generalizada de Fibonacci 

Fh+ 1. 
Fh =(l +VS)/2 Líni 

·k-+OO 

37 



Corolario 2. 

z . -
Si: _n_=-I;bn::/=O; IZnl>IZn-2l~ ... ~IZ1I 

Zn-1 . ' 

Se tiene que: 

Lím 
k-700 

Rk+ 2 =z2 
R 

n 
k 

La demostración de este corolario es similar ala del anterior. Est(; 
corolario es válido aún para raíces complejas. 

·Teorema 3. 

La sucesión{sk.t.: _definida como: 

n 

Sh =~ b·Z1!-
i=t J J 

donde: zj ::/= o para toda j 

Zi ::/=Zk,Si j ::/= k 

(9) 

es una sucesión linealmente recurrente. de orden n cuyos coeficientes 

~ -aj l n -
1 

son los coeficient.es de zi en el desarrollo del polinomio \ . ·'o 
~Z) =(Z - Zi) (Z - Z2) ••• (Z - Zn) (lo: 

( - aj =coeficiente de zi) 

Demo~trar;ión.. El polinomio característico de la familia de coe-
J l n ·_ 1 · 

ficiente, ( ai ( 
0 

es: 
n-1 

zn - ~ aizi=O 
a 

De la definición de las aj: 

n-1 

zn - ~ aj zi =(Z - Z i) , .. (Z - Z n) =O 
o 

donde a0 =fo O ya que Zi :fo O,i=I, . . '.,n. Además, por hipótesis las raíces 
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: ' 

'Ít 
1 

! 
1 

~· 

Z¡ son distintas, po:r lo tanto, si tomamos S0 , ... , Sn, como valores 
inici~les, por el Teorema 2 sabemos que existen C1 ~ ... , Cn, únicas tales 

que1asucesión {Rk }aelafamilia con coeficiente,· ªi puede escribirse · 

··· R ·e ;k+· · +· ··e z· .k 
k = . 1 b 1 ' ¡ •. :. ' n n . n 

Jor lo tanto bi = C¡ i-'-l, ~ .. n;y 

Concluimos que Sk es una sucesión·lineal recurrente de orden n. 
, esta demostración muestra el teorema 3. como consecuencia material 
~ . . . - . 

iel teorema 2.) 

'Corolario 3 .. Dada una familia de sucesiones recurrentes de.orden 
1, · se puede g~nf:;Yar una familia de orden n +r (r > O) que contenga a la 
?rimera.f amilia. 

\ 

Demostradón-

Sea<.p(Z}=zn +an_ 1 zn e 
1 +. .. + a 1 Z +ao 

'P(Z) (Z - a1)-(zn +an-l zn - 1 +, .. +a1 iz + a0)(Z - cxi)-== 

= zn+ 1 +(an-1 -Cxi)Z11 +Can-2 -0:1 an_i)Z11
• 

1 + .. . +(ao -
<X} a 1) Z - a0 cx1 

Para obtener la fórmula de recurrencia 

n n 

R ~ a 1 (Rk + ~ a · R¡,, ·) - z. a · ·. Rk 1 · (n.) k + l n-1 ·~-.i n~z + -z /J 
. i=l .... ·. i=l 

Si~S•} ~~~neCe a la fanrilia de coeficientes{ a, ( n · 
1 

f. .. . ~ fo 
n 

sk -~a -Sk· ncl -l y \. 
. 1 
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:-·.·.,· 

.· /. 

n 

Sk+ 1 =- ~ anÍ~k+ 1-i, 
. 1 

al su!>s~ttúr en(/3,)vemos que { sk r: satisface la. relación de recurrencia 

{ Sk} 
0

. pertenece ala familia así generada. Análogamente podemos de~ 
mostrar que se puede agregar tantas as como se quiera. 

Nótese que para obtenerlo como corolario del teorema 3, hay · ' 
, que pedir que las raíces deLpolinomio característico de la familia origi-

1
.·,·_; . 

nal sean distintas, y que <Xi -=fo a.jv 
1 

· i =F j · ' 

Los coeficientes de la nueva familia de sucesiones recurren-i l n + r- 1 . . .. · . 

tes) .,-A¡f 
0 

son los coeficientes .de Z1 en el desarrollo del polino- . 

mio· .O(Z): . , 
fJ(Z) = \f){Z) • (Z ~ CX¡) (Z __.., <X2) ••• (Z - O' r) (ri > O) 

donde <X¡ -:fo O {para toda i) .son parámetros arbitranos, y 5fJ(Z) es el·· 
polinomio característico de la prünera familia. O(Z) será el p_olinomio 
característico de la nueva familia. 

40 

EJEMPLOS: 1) Con la ~amilia de la "Sucesión J" se va a generar 
una familia de orden 3 + r (r.::... 2) 
8(Z) =(Z3 - 2 Z 2 

- Z + 2)(Z+ <X1) (Z - <X2) 

8(Z) =Z5 
---' (2 + cx1 + a2)Z4 -{l ,-2 a 1 - 2 a2 -

ª1 02) Z 3 -{2 ª1 ·ai .. - ª1 -' ª2 - 2) z2 

\ ,-\ -( ª1 ·0'z + 2 O'.¡ +, 2 <l'.2) z + 2 <X1 ·ai 

por consiguiente 

Ao =- 20'.1 ~;A1=<X1 <X2 +2(0'.1 +02); 
A2 = 2 a1 ~ - cx1 - a2 -'--- 2 
A 3 =1 ~ 2(<X1 +a2) - ~I a2 
A 4 =2 +cx1 +a2 

Si: a = 1 · rv __ ,...,,,. 3 · se_ o_ btiene 1 ., -_¿ . ' . . ' . 

Ao =- 6;A1 =ll;.A2 =O;A 3 =- IO;A4 =6 

1 
' 



'·-.· 

'
'\ 

-· ••. -. 

1 

' ,_ 

3. SucesiOnes 
reducir 

n-r 

Rk= -~ 
' ji:l 

k' b¡Z¡ 

pero por el Teorema 3 esta sucesión será linealmente.recurrente de orden 
(n - r): -

n~r-1 

donde los coeficientes ,'-i- a'¡ son los coeficientes de zi en el 
o. 

desatrÓllo deLpolinomió 'Ir {Z) 

W(Z) --(Z - Z¡)(Z - Z2) ... (Z - Zn-r) (12) 

combinando(l2) con (2') 

\fl(Z) = -- ---. --- - ¡,p(Z). -_ . 
(Z - Zn~r+ 1 )(Z- Zn-r+ 2) ... (Z - Zn) 

donde Zn -r + k .- (r ~ k ~- l) son las r raíces 

por lo tanto: 

a~ -2; a~=+3 

o sea que: 
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,• ~ 00...... ·, 
) Tk r 

0 
= 1, 3, 7, 15, 31, 63, ... ; evidentemente que los elemen 

tos de la sucesión{rk ~ , por pertenecer ésta a la familia. de la "Sucesión 

1" (a 0 = - 2; a 1 = 1; a2 = 2), se pueden calcular así: 
\ ..... 

00 

2) Consideremos fa sucesión Uh de la familia de Fibonacci 
o 

con 

Y 0 = {3~,Y 1 = {3 Z 1 = (3 ( 1 - ../))/2 (f3 *O) se obtienen.: 

b 1 · 1 ;b2 =O; Uk ={3Z 1k 

· (Z2 -1 -Z) 
'1r (Z)- . .J5 =Z - (1 -VS)/2 z - (1 +. 5)/2) 

por 10 tanto: 

a~ =(1 -VS)/2 ..:..Z1 

o sea que: 

i-vs 
Uk+1= Uk=Z1Uk 

2 

{u. l ~ "=/3, {3Z l• {3Z 12, {3Z 13•. . . . " . . 

' , 1 -vs .. 3 - V§ ' 
= {3, {3 2 ' {3 .· 2 ' {3 (2 - vfs) ' ... 

es interesante hacer notar que si losténninos de { [[•} ~-se calculan con . 

un número finito de decimales (por ejemplo, con una computadora),. 
como si fuera ésta una sucesión de la familia de Fibonacci, 

los errores de redondeo para valores grandes de k, se acumulan tanto, 
que se pierde toda precisión en el cálculo. 

Es evidente que: 
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~ Uk+1 . . . . .· .. 
L1m · · .... · ·. =Z1 = (l -~}/2 

k "'""* oo u.k .· . · · . 

Esta sucesión es Ja Ónicá de Ja fáhlilia de Fibonacci, cuyo límite 
del cociente dedos elementos consecutivos no es iguala (1 +VS)/~. 

4, Obtención direclll delos Cbeficlente• {~1} : 
A continuación trátaremos un métoüo bastante, simple para calcu-

n 
lar los valores de bi ···.,necesarios para aplicar el teorema 2. . . ·. . . . . 1 . . 

Teorema4. 
Usando··un .Ptdcedimiento similar al de,. la interpolación de La-

grange, se propone lll siguiehte expresión para1 R k}: : (teorema 2) 

k · · · n-1 
Z~vZ 1 ..• Z 1 1 Z k z2 zn-1 

. 1 1 . . . 1 

Z~Z2 . .. ~n-t Yo + i z~ z~ ... z2-1 Y: 

+ Yn-I 

1. z· ·z·2 zn -2 ·zk 
.L · ni n · · · n n 

2 3 n-f l Z 1 Z 1 Z 1 ... Z1 
iz2 z~ z~ ... z~~ 1 

1z z' 2z3 ·zn-1 
.L · n· ·n n • • • n 

· La demostraciórt es ev~dente, puesto que Rk es una ·combinaciór 

lineal de los poter¡cias K de{z1};,y para O ,,;;;k.,; (n'- 1), se obtiene: 

Rk :::;:;Yk· . " 
La ecuación 03) se puede simplificar, utilizando algµnas propieda 

des de 1 s determinantes que figuran en ella; a continuación enunciare 
mos estas propiedades. Usaremos la siguiente notación: 

z~ 
43 

.. ·.: 



Las propiedades son las sigUiente.s: 

(Z 1,Z2 Z 3 
••• Z 11 )=+an. 1 Jr~(Z 1.,Zz, ... Zn}(·- It 

(ZºZ 2 Z 3 
... Z11 )= -an-2 V(Z 1, Zz, ... Zn) (~ .It 

(ZºZ 1 Z 3 
••• zn)=+a~~3 V(Z 1,Z2, . .. Zn)(-1r 

y en general 

-: .'· 1 • . • : 

(Z 0 Z 1 ••. zk-I zk + 1 
••• Z"). (-- l)kan-k-i V (Z1, Z2, · ... Zn)(- lt 

. (n - 1) ~-k ~ 1 

donde {a;} : · 
1 

son los coeficientes de zi en el de~rroilo ·de: (Z ~ Z 1) 

(Z - Z 2) . . (Z - Z 11 ) , · ·. · 

Estas propiedades se demuestran desarrollando V (Z 1' Z 2 , . ..•• Zm 
Z 11 + i) (Z11 + 1 arbitrario),por men{)res dela última c;olumna. (poteJ?.cias 
Zn + i). . 

Desarollando la ecuación (13) y utlizando .las propiedades ante­
riores se obtiene: 

Rk Z1k 

(~ I)n-1 ( · ··-. -----'~.-. - [ 
1 
c~. 2 Y0 + 

( Z n - Z 1 ) Zn _ 1 - Z ¡) ... (Z 2 - Z i) , 

+iCn-3 Y1 +·· ·+1Co Yn-2 +Y11:1J 
Z2k ... 

+ · . . ·· · · · .· . ·. · f 2Cn ~2 Yo -t 
(Zn -Z2)(Zn-l -Z) ... {Z3 ~Z2)(Z1 -Z2) . 

+2Cn-3 Y1 +. · ~+ 2Co Yn-2 +Yn-1] 

+ ... 

. .(14) 

donde : { kci} :·\on los coeficientes de Z1 en eLdesarrollo de: 

¡p{Z) 

(Z -Zk) 

obsérvese q11e n ~:-it el n -
2 

. ··1 • .. ·f' . . d. 1· . , a··· 'd tt ·· 7f 0 so!l. os cpe ic1e:ntes e a sucesión re uc1 a, 
,/ . : ·. . . 
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cuando bk o: lq cu,af es evidente ya que en ese caso Yn.1 debe ser 
iguala: 

EJEMPLO ·1 }(n ·· .. 3) 
· Familia de la· ''Sucesión 1" 

Z 1 . -,--:: 1; Z2 ' ·l;Z3 =2 

1 C1 - 2; iCo -:- - 3 
2C1 =- 2; 2Co -- 1 
3C1 = - 1; 3C0 =o; por lo tanto: 

'\ 
Rk .. ·.. (--' i )k [2Y - 3 y . + y ] + 

(-1)2 (1+1)(2+1) . o 1 2 

, (lf. [- 2Y
0 

- Y
1 
+ Y

2
] + 

(-1-1)(2-1) 
+ 

(2)#'· 
+ . . fe- Yo + Y2 ] 
e~ 1 -:2).(1 - 2) 

· · - b·1 ·:.... 2Yo. -.i3Y 1 + Y2·; .- 2 - 9 + 7 =O este resultádo- es obvio 
puesto que ei orden de fa sucesión se. puede reducir a n == 2 con a~-:-
-2; a~·=+3 · 

S. · Sucesión básica 
Es evidente [ecuación {14)] que si: 

Yo -yi ·= .. ; -Y~---2 =-O;Yn~t= l, el orden de la sl_lcesión no se puede. 
reducir, puesto que-b¡4= O patatddaj. A estasucesió~ le llamaremos la 

sucesión bási<;a de la familia de sucesiones{.Rk} , La suresión de Fibo­

nacci es la sutésión básica de sufamilia. · 
. Las sucesiones bá:sicaftíea:en algunas propiedades interesantes, 

que se pueden aplicara todásJassuc~:siones :de la familia. Las· demostra~ 
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clones las omitiremos para abreviár la longitud de este trabajo. 
A Ja sucesión básica-de tma familia le llamaremos{ s • .}::. 

Teorema 5 

Sea { ,P•} una sucesión recurcente de la familia de { s.} tal que: 

Yk =O;K=Fr (O <..r<..n-l)(K=I, 2, .. . r--1,r+l, ... ,n) 
y =1 ' r 

El elemento ,P. es función.de r elen:zentos sucesivos de{ s.}::: 
r 

,.Pk -,L aiBk--r+i-1 
=O 

evidentemente que: ~p•r: }= {s•f : 
La demostración de este teorema la omitiremos. 

Teorema 6 

Sea {R•}: : una sucesión cualquiera de una familia de suce~io~ 
nes linealmente recurrentes de orden !1; el elemento Rk satisface la 
relación siguiente: 

n-I 

Rk =L Y1 · l=O 
( 15) 

Demostración. ' f ')+(X) 

Es evidente que una sucesión cualquiera) Rk f _ 
00 

de una familia 

es una combinación lineal de todas las sucesiones · 

n-I. ~· rpk '(l + 
00

, O sea que: 
o l - 00 

n 
Rk = 1: Yz zPk 

m=l · 

éo'mbinando esta expresión con la del teorema 5, se obtiene (15). 
La ecuación (15) se puede transfonnar a la siguiente expresión: 

n n-m 

Rk =m~t Bk-m ( ¡; af Y . 
1

) 
- 'j=O m +J - · 

(16) 
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¡, 
No olvidemos que Yj ~Ri (j.;..;.Q, 1, ... , n - 1) 

Ejemplos: 
1) La sucesión básica de la familia de 1a "Sucesión 1" (n = 3) es 

la siguiente : 

~Bk l 00 

= ·. · -e 2_:_ - ~ . __ .!_ --- i ·o· O 1 ? 5 l·O· 21 4? .{.· f-oo, ··· 16' .8'. 4' 2' ' ' ,-, ' ' '~, ..• 

k=-1 k=O k=l 

Aplicando{l6)a Ia "Súéesión 1" 

Rk =Bk-l (a 0 Y0 +al Y 1 +a2 Y2 )+Bk.2 (a0 Y1 +a 1 Y2 ) + 
+ Bk. 3 (a 0 Y2) 

si k = 6; 

R 6 -6{LO)·~ 3 (5)- 2{2)=41 

si k= -1 

R. 1 =6 C-k}- 3 (-i) ~ 2 (.c- 1
5
6

) = 1 

2} La sucesión de Fíbonacci es básica, por lo tanto, cualquier 
00 

sucesión F~ dela familia se puede éxpresar: 
-00 

o bien: 

(17) 

Es interesante hacer notar que el teorema 6 (ecuación (16), se 
puede expresar enla forma siguiente: 

(l cualquier n úme.ro en tero) 
(18) 
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porque simplemente hemos considerado que: 

Yi =Ri+ z (j=O; 1, 2, ... n - 1) 

o sea que comenzantos la serie l lugares a la derecha. 

Eje·mplos: 
1) "Sucesión l" 

Sea: 1=3 

Rk+ 3 =Bn-1 (ao .R3 +a1 R4·+a2 Rs) + 
+ Bk-2 (ao R4 +a 1 Rs) +Bk-3 (ao Rs) 

· o bien: 

si;. k = 5 

R 8 == 41 (5) + 4 (2) ~ 44 (l) 169 

si: k =~ 1 

2) Sucesión 'de FibonaccLEn la ecua,ción (17) hace.filos: 

Y 1 =1 Fi+t 

(19) 

esta propiedad de la ·sucesión dek Fihonacci es interesante y de ella se~ 
puede sacar llºª serie de propiedades de esa sucesión. 3 

3) Sucesión. básica de cualquier familia, sea: 

YI -llr+ i . (f =O, f, 2, ... n - 1) 

(3) G. Espinosa V. Op. Cit. 
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Bk + l --JJ·~-1·(l11--f-B1 +·¡ ..µ B}+ 2} + 

+Bk-2 (Bz+ 1 tilz+ 2fT:Bk-3 (Br+ 2) 

o bien: 

Bk + z-B1Bk~1 +Br+1(Bk-1+Bk_z)+B1+2 Bk 
= Bk Bt-1 +Bk-+ 1 (Bz~ i +Bz-2) + Bk.+ 2 B z 

> 6. Conclucion~s: 

Hemos tratado de presentar algunas de las propiedades de las 
sucesiones Hnealrirente recurrentes; hemos omitido ·muchos aspectos de 
ellas; por ejemploi'Si t rafce·s características son iguales, se demuestra 
que el teorerna'2se·modifica.bua1ql1ier elementoRk dela·sucesión es 
una combinación lineal de· fas· potencia,s · k d~ las (n ~ r} ra íce·s caracte­
r!sticas diferentes, .más un pcil$no!llió en k de grad9°(r ---- l}rmaltiplicado 

. por fa potencia kde la raíz múltiple. · 
Es. muy fácilverlagranfelación queguardanestas sucesiones con 

las ecuaciones diferencfaJ~sAineales,; se. demuestra que par~ cualquier 
solución de éstas ecuacíones,·Iosyalore·s 'de la variable dependiente (y) 
correspondientes a valores dé la varia.ble independien~e (t), espaciados 
uniformemente, cumplen c()n 'una recurreneia lineal. . 

Ejemplo 1) Sea la ecuación diferencial lineal 

d2 . . 
~+w2t=O 
dt2 

la solu~i§tl. g~nerafes.: 
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si: C1 =C2 =A 

o bien: 

Y=A cos wt 

si:t=kñ t +t0 (k=O, 1, 2, .· .. ) 

la ecuación característica de la recurtencia será: 

Z2 + 1 - (2 Cos w6t)Z=O 

por consiguiente: a0 =- 1 ;a1 = 2 Cos wh.. t la recurrencia será: 

Yk =-Yk-2 + (2 Cos w6 t) Yk-t 

siendo: 

Yk =y t== k.6.t + t 0 =A Cos {w (kh.. t + t 0)] 

Una propiedad interesante de todas fas sucesiones básicas de or­
den 2 es que Bkm es multiplo de Bk y deBm, en efecto, utilizando la 
ecuación {18) 

(18) 

sil ;_ k 

B2k =Bk (a0 Bk-t +Bk ~ 1 ) múltiplo de Bk,por inducción se 
puede generalizar aBmk 

Ejemplo: Sea: a0 -I;a 1 =2;B0 =O;B 1 =1 
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B · =ü,J, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 40.8, 985, ... o . . . .· . 

si k ....:. 3; B 3 ....:. 5 · 

B 3 m ~ 5 N (N =entero) 

por lo tanto: 

B4m = 12 M (M- entero) 

Y en general todas las sucesiones básicas de orden 2, se cumplen 
todos los teoremas de la sucesión de Fibonacci[ 4 ], basados en la ecua­
ción {18) (o la 18' con a0 =1, véase la ecuación 19), por ejemplo: 

(4) G. Espinosa V. Op. Cit. 
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