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Resumen

Se presentan algunas nociones elementales acerca de los cua-
terniones y se muestra su relacién con las rotaciones en R3.

1 Introduccién

Los cuaterniones fueron introducidos por W. R. Hamilton en 1843,
después de que él y otros mateméticos como Wessel, Gauss, Argand,
Mourey y Servois buscaron por muchos afios un sistema numeérico que
describiera puntos del espacio tridimensional en forma similar a como
los nimeros complejos describen puntos del plano [1,2]. Los cuater-
niones son nimeros hipercomplejos de la forma a + b3 + ¢j + dk, donde
a, b, ¢, d son niimeros reales y las tres unidades imaginarias 1, j, &
tienen cuadrado igual a —1:

P2 ==k =1 (1)
y ademaés
ij=k=—ji, jk=i=—kj,  ki=j=—ik (2)

por lo que la multiplicacién de cuaterniones no es conmutativa, pero
es asociativa y distributiva sobre la suma. En el desarrollo de las
matemadticas, los cuaterniones tuvieron una gran importancia, siendo
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el primer ejemplo de un campo no conmutativo y la base del 4lgebra
vectorial que se emplea actualmente (en la que las unidades imaginarias
i, j, k pasaron a ser los vectores i, j, k) [1]. Sin embargo, en los libros
de texto modernos, escasamente se hace referencia a los cuaterniones y,
menos ain, a su relacién con las rotaciones en el espacio tridimensional.
El propédsito de este articulo es mostrar, en forma elemental, la mane-
ra en que los cuaterniones permiten representar convenientemente las
rotaciones en el espacio tridimensional, suponiendo que el lector estd
familiarizado con las operaciones bésicas del algebra vectorial de R®.

2 Reflexiones y rotaciones

Como se sabe, es conveniente identificar cada punto (a;,as,a3) € R3
con el vector que une el origen con dicho punto, de tal manera que
podemos hablar indistintamente de puntos o de vectores. Ademds, si
(a1,0a2,a3) y (b1,b2,b3) son dos vectores cualesquiera y 6 es el dngulo
entre ellos, entonces

aiby + agby + agbs = \/al2 +a? +af \/b12 + b + b2 cosf.  (3)
(El lado izquierdo de esta ecuacion es el producto escalar de los vectores

(a1,as,a3) y (by, by, b3), mientras que, por ejemplo, v/a? + af + af es
la longitud del vector (a1, as,a3).) Por otra parte, se cumple que

(a2bs — asby, agby — aibs, a1by — agbs) =

\/012 + a22 + a32 \/b12 + b22 + b32 senf (c1,co,c3), (4)

donde (cy, co, c3) €s un vector de norma igual a 1 ortogonal a (a;, as, as)
y a (b, bo, b3). El sentido del vector (cy, ¢z, ¢3) coincide con el dado por
la llamada regla de la mano derecha.

Agregaremos ahora algunas nociones bésicas acerca de los cuater-
niones. El conjugado del cuaternién ¢ = a + b + ¢j + dk, que deno-
taremos por ¢*, se define por ¢* = a — bi — ¢j — dk. A partir de las
ecuaciones (1) y (2) se tiene entonces que (g¢')* = ¢ *¢*, para cualquier
par de cuaterniones ¢, ¢', y que g¢* es un numero real no negativo.
Denotaremos por |¢g| la norma de ¢, la cual definimos por |g| = 1/qq*,
luego

lg| = Va2 + b2 + 2 + 2. (5)



LA REPRESENTACION DE ROTACIONES MEDIANTE CUATERNIONES 45

Notando que la multiplicacién de cuaterniones por nimeros reales es
conmutativa, de lo anterior se deduce que |q¢’'| = |q| |¢'|-

Un cuaternién r es un cuaternién puro si su parte real vale cero, lo
cual equivale a que 7 sea de la forma r = zi + yj + zk. El cuaternién
puro, r = zi + yj + zk, puede identificarse con el punto (z,y, z) de R3.
Sean q y r dos cuaterniones puros

q=qt+ qJ + gk, r=zi+yj + 2k, (6)
de tal manera que g tenga norma igual a 1:
9¢" =1 (7)
0, equivalentemente,
¢l gl +q’ =1 (8)

Entonces, por un célculo directo, usando las ecuaciones (1), (2) y (8)
se obtiene

grq* = -1 + 217 + @y + ¢32)4, 9)
lo cual, de acuerdo con la ecuaciones (3) y (5), equivale a que
qrq* = —r + 2|q||r| cos@ ¢ = —r + 2|r| cos b g, (10)

puesto que |g| = 1, donde 6 es el dngulo entre los vectores (z,y,2) y
(g1, 92, g3)- De las ecuaciones (9) y (10) puede notarse, en particular,
que grg* es también un cuaterniéon puro que corresponde, por tanto, a
algiin punto de R3.

r
T.I
q
Q
Figura 1. Los vectores (q1,42,493) ¥ Figura 2. Representacién geo-
(z,y, 2) estdn en el plano de la figura métrica de los cuaterniones q, r y
y el plano @ es normal a éste. r'.

Sea @ el plano en R® que pasa por el origen y es normal a (g1, g2, g3).
De la Fig. 1 es facil ver que |r|cosé es la proyeccién de (z,y,z) en la
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direcci6n (g1, g2, 3), por lo que

!

r'=—qr¢* =r —2|r|cosf q (11)

representa la imagen de r bajo la reflexién en el plano @ (ver la Fig. 2).
En resumen, identificando los cuaterniones puros con puntos de R3, la
aplicacién r — —grg* representa la reflexién en el plano normal a ¢ que
pasa por el origen, si |¢| = 1.

Consideremos ahora dos cuaterniones puros de norma unidad, q y
p. De acuerdo con lo establecido en el parrafo anterior,

r' = —pr'p* = —p(—qrg")p" = (pa)r(pq)* (12)

representa la imagen de r bajo la reflexién en el plano @, normal a
g, seguida de la reflexién en el plano P, normal a p. (Ver la Fig. 3.)
Escribiendo p = pyi + paj + psk y usando la expresién correspondiente
para q [ecuacién (6)] asi como las reglas (1) y (2), se halla que

pqg = (18 + paj + p3k) (@i + g2 + q3k)
= —(p1q1 + P2ga + P3g3) — (@2ps — qap2)i — (gsP1 — 1P3)j —

— (q1p2 — g1k
= —cos¢ —sen ¢ n, (13)

donde n es un cuaternién puro de norma unidad que representa una
direccién normal a las direcciones de ¢ y p, con el sentido dado por
la regla de la mano derecha y ¢ es el d4ngulo entre las direcciones de
g y p [ver las ecuaciones (3) y (4)]. Por lo tanto, la direccién de n
estéd a lo largo de la interseccién de los planos @ y P, y ¢ es uno de
los 4ngulos formados entre dichos planos (ver la Fig. 3). Nétese que,
mientras que ¢ y p son cuaterniones puros, en general, pg no lo es, sin
embargo, |pg| = 1.

La aplicacién r — (pg)r(pq)*, siendo el resultado de dos reflexiones,
representa una rotacién en R® alrededor del origen. El eje de dicha
rotacién estd en la direccién de n, lo cual se puede deducir notando
que n queda invariante bajo esta aplicacién por estar en ambos planos,
Q y P, y los puntos de cada plano son invariantes bajo la reflexién
en ese plano. Alternativamente, dado que n es un cuaternion puro,
n* = —n, as que nn* = 1 equivale a n?> = —1, por lo que bajo la com-
posicién de reflexiones en los planos Q y P, n — (pg)n(pg)* = (cos ¢ +
sen ¢ n)n(cos ¢ —sen¢ n) = (cos¢ n —sen d)(cosp —senp n) = n.
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Figura 3. Los cuaterniones puros g, p y n tienen norma igual a 1 y la direccién de
n, siendo ortogonal a las de q y p, esté en la linea de interseccién de los planos Q y
P. En el caso mostrado, las direcciones de g y p se han escogido de tal manera que
¢ es menor que 90°.

La ecuacién (13) implica que la rotacién representada por la ecua-
cién (12) depende solamente del dngulo ¢ entre los planos Q@ y P, y de la
direccién que tenga la linea en que se intersectan estos planos. Gracias a
este hecho podemos ver ficilmente que la ecuacién (12) representa una
rotacién en R® (alrededor de la direccién de n) por un dngulo 2¢. En
efecto, consideremos un punto arbitrario (z,y, z), el cual corresponde
al cuaternién r [ecuacién (6)], y rotemos los planos Q y P alrededor
de su linea de interseccién, manteniendo fijo el dngulo entre los planos,
hasta que el punto (z,y, 2) esté en el plano () que se obtiene por esta
rotacién (ver la Fig. 4). Entonces, (2, v, 2)

Figura 4. Los planos @ y P se han rotado _rigidamente alrededor de su linea de
intersec~ci(’)n, obteniéndose los planos  y P, con el punto (z,y,z) estando en el
plano (). La linea de interseccién de los planos @ y P es normal al plano de la
figura.
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queda fijo bajo la reflexién en Q, por lo que la imagen de (z,y, 2) bajo
la reflexién en Q seguida de la reflexion en P se obtiene simplemente
reflejando (z,y, z) en el plano P lo cual, evidentemente, da un punto
tal que la linea que lo une con el origen forma un dngulo 2¢ con la
linea que une el origen con (z,y,z). Asi, de las ecuaciones (12) y (13)
resulta que la rotacién alrededor del eje dado por el cuaternién puro n,
de norma igual a 1, por un dngulo o, estd representada por la aplicacién

o o o e 14
r+—><c052+sen2n)7"(cos2 senzn). (14)

Es fécil probar que cualquier cuaternién de norma igual a 1, ¢, puede
expresarse en la forma g = cos(a/2) + sen(a/2) n, para algina € Ry
algtin cuaternién puro de norma igual a 1, n, por lo que cada cuater-
nién de norma igual a 1 define una rotacién en R® alrededor del origen,
dada por la ecuacién (14). Sin embargo, la correspondencia entre los
cuaterniones de norma igual a 1 y las rotaciones en R® es dos a uno:
el cuaternién de norma igual a 1, g, y su negativo, —g, corresponden a
una misma rotacién. (De hecho, si ¢ = cos(a/2)+sen(a/2) n, entonces
—q = —cos(a/2) — sen(a/2) n = cos(a + 2m)/2] + sen[(a + 27)/2] n,
por lo que ¢ y —q definen rotaciones alrededor de un mismo eje, que
difieren por una vuelta completa, produciendo entonces la misma trans-
formacién sobre los puntos de R3.) Ademds, esta correspondencia es
un homomorfismo del grupo de los cuaterniones de norma igual a 1
(con la operacién de multiplicacién de cuaterniones) sobre el grupo de
rotaciones en R® (con la operacién de composicién). En efecto, si gy q
son dos cuaterniones de norma igual a 1, la composicién de la rotacion
dada por ¢ seguida de la rotacién dada por ¢' se representa por

re g (grg)g* = (da)r(dq)", (15)

que es la rotacién dada por el cuaternién de norma igual a 1, q'q.
Asi, por ejemplo, el cuaternién de norma igual a 1
V2

q=c’os%+sen%i=—2—(1+i)

representa la rotacién por 7/2 radianes alrededor del eje (1,0,0) y

' s T V2 .
= Z —i=2211
q cos4+sen4j 2(+])
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representa, la rotacién por 7 /2 radianes alrededor del eje (0, 1,0), luego,
usando las ecuaciones (2), se halla que

1 ) . 1 .
9'q= 5(14‘])(1‘”) = 5(1+1+3‘“k),

el cual se puede expresar como

, T w(i+j—k)
gg=cos—+sen—- | ———— ],

3 3\ 3

lo que muestra que la rotacién por 7 /2 radianes alrededor del eje (1, 0, 0)
seguida de la rotacién por 7 /2 radianes alrededor del eje (0, 1, 0) equi-
vale a la rotacién por 27 /3 radianes alrededor del eje (1,1, —1)/+/3.

De lo expuesto anteriormente se desprenden las siguientes conclu-
siones:

1) Cualquier rotacién en R? alrededor del origen equivale a la com-
posicién de dos reflexiones sobre planos que pasan por el origen. Ambos
planos contienen al eje de rotacién y el dngulo entre sus normales es la
mitad del dngulo de rotacién.

2) La composicién de cualquier nimero de rotaciones en R® alrede-
dor del origen equivale a una sola rotacién alrededor de algin eje que
pasa por el origen. Este resultado (conocido como Teorema de Eu-
ler [7]) sigue de que la composicién de cualquier nimero de rotaciones
alrededor del origen corresponde a un producto de cuaterniones de nor-
ma igual a 1, el cual es también un cuaternién de norma igual a 1, que
es de la forma cos(a/2) + sen(a/2) n, donde n es un cuaternién puro
de norma igual a 1.

3) La reflexién sobre cualquier plano que pase por el origen equivale
a una rotacién por 180° alrededor de la direccién normal al plano segui-
da de la inversién a través del origen (esto es, la aplicacién (z,y, z) —
(—z,—y, —%)). En efecto, si n es un cuaternién puro de norma igual a
uno, normal a un plano @, la rotacién por 7 radianes alrededor de n
estd representada por el cuaternién cos(7/2) + sen(n/2) n = n, por lo
que el efecto de esta rotacién seguida de la inversi6n a través del origen
estd dado por r — —(nrn*), que es precisamente la expresién (11).

4) El grupo de rotaciones en R? alrededor del origen puede iden-
tificarse con el espacio real proyectivo tridimensional RP? (es decir,
son topolégicamente equivalentes). Este hecho sigue de que los cuater-
niones de norma igual a 1 estdn en correspondencia uno a uno con los
puntos de la esfera S* en R* (ver la ecuacién (5)) y de que los cuater-
niones de norma igual a 1, ¢ y —q, que corresponden a puntos de S3
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diametralmente opuestos, representan una misma rotacién en R3. El
espacio proyectivo RP? se define como el conjunto de rectas en R* que
pasan por el origen. Cada una de tales rectas intersecta la esfera de
radio 1, S, en dos puntos diametralmente opuestos, por lo que hay una
correspondencia uno a uno entre las parejas de puntos diametralmente
opuestos de S3 y las rectas que pasan por el origen.

3 Comentarios finales

A pesar de los esfuerzos de Hamilton y otros (como Tait y Peirce),
los cuaterniones no fueron empleados ampliamente en la fisica, im-
poniéndose, en cambio, el formalismo vectorial que se usa actualmente,
el cual fue desarrollado por J.W. Gibbs y O. Heaviside con base en el
algebra de los cuaterniones [1]. En lugar de la representacién de rota-
ciones por cuaterniones, en la actualidad es mas comun utilizar matrices
complejas 2 X 2 que obedecen relaciones andlogas a las ecuaciones (1)

y (2) [3-7).
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