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1. Introducciéon

Los amantes de lo aleatorio nos vestimos de gala el ano 2013 para
celebrar los trescientos anos de la publicacién de una de las més grandes
obras de la Teoria de Probabilidad, el Ars Conjectandi. Escrito por
Jacob Bernoulli —uno de los matematicos de la familia Bernoulli— es
un libro mitico, codiciado por algunos de sus contemporaneos, que solo
sabian que Jacob decia tener un método para estimar probabilidades
pero que nunca habian tenido la obra completa en sus manos.

Como era habitual en esa época, los problemas matematicos y las
ideas alrededor de éstos se discutian por medio de cartas, mismas que
en muchas ocasiones enriquecieron los tratados publicados. De especial
importancia para el Ars Conjectandi es la correspondencia entre Jacob
y Gottfried Leibniz de 1703 a 1704} en la que este tltimo expresa su
interés en el tema. Muestra de ello es la carta que le envia a Jacob en
abril de 1703, que en la postdata dice lo siguiente:

P.D.: Me entero de que la teoria que yo considero muy im-
portante para estimar probabilidades, ha sido muy cuidado-
samente trabajada por ti. Me gustaria que alguien tratara
matematicamente varios tipos de juegos, en los que hay cla-
ros indicios de esta teoria. Esto seria ameno y ttil al mismo
tiempo, sin ser indigno de ti ni de ningin otro matematico
de gran renombre. He visto algunas de las tesis que propones
y no pocas discusiones sobre éstas. Sin embargo, me gustaria
tenerlas todas.

La comunicacién con Leibniz continud, aunque nunca le envié su
trabajo. Jacob tuvo dificultades para terminar su proyecto —como él
mismo lo llamaba— debido a la fragilidad de su salud que lo llevé a la
muerte a los 50 anos de edad. En los ultimos anos de su vida su sobrino

IEn las cartas se discuten una gran variedad de problemas matemaéticos.
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Nicolaus fungié como su secretario, sin embargo, como le comenta a
Leibniz en la carta de octubre de 1703, su sobrino no le leia la mente,
lo que hacia lenta la escritura.

Asi, a su muerte en 1705, el libro no habia sido publicado y —dicen
las malas lenguas— su esposa lo guardé con recelo, por temor a que
cayera en manos de otros miembros de la familia.

No fue sino a raiz del interés de Pierre Rémond de Montmortf] por
la obra —ofrece pagar por ésta, aunque nunca fue aceptada la oferta—
que su secretario convencio al hijo de Jacob y a su viuda, de permitirle
encargarse de preparar el manuscrito para su publicacién, finalmente
llevada a cabo en 1713.

La importancia que le daban en esa época a la obra, es puesta en
evidencia en la carta que en 1710 Johann BernoulliEL desesperado, le
escribe a Leibniz:

Si la Obra péstuma de mi hermano hubiera sido completada
y publicada, habria sido sin lugar a dudas tinica en compara-
cién con cualquier otro trabajo sobre este tema. Sin embargo,
dudo que sea publicada por no se qué sospecha absurda de
sus herederos.

El libro consta de cuatro partes, la primera esta dedicada al trabajo de
Huyghens, la segunda es un tratado de combinatoria, en la tercera par-
te estudia diversos juegos de cartas y dados, y la parte cuatro contiene
el primer teorema de Probabilidad, conocido actualmente como La Ley
Débil de los Grandes Nﬁmerosﬁ de Bernoulli, que en la terminologia

2Autor de Essay d’analyse sur le jeux de hazard, 1708.

3Uno de los hermanos matemdticos de Jacob que también tenfa comunicacién con Leibniz.

4Este nombre le fue dado por Siméon Denis Poisson en su Recherche sur la Probabilité des
jugements en matiere Criminelle et Civile, 1837.
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moderna dice lo siguiente:

La Ley Débil de los Grandes Numeros de Bernoulli. Consi-
deremos una sucesion de experimentos Bemoulliﬂ independientes con
probabilidad de éxito igual a p. Para cada n > 1, definimos

S, = numero de veces que ocurre éxito en los n experimentos.

Entonces para cada € > 0,

limP{&—p <€} =1,
n—oo n
donde P]-| es la probabilidad de [-].

Este teorema es un resultado de convergencia en probabilidad y
quizas no solo es el primer teorema de probabilidad sino el primer teo-
rema de convergencia en medida en la historia. Esto por si mismo tiene
ya su propio valor, pues como es habitual en las matematicas, una
vez que alguien demuestra un teorema, otro le entiende y lo reescribe
de un modo comprensible, un ejército de matematicos trabaja sobre
el problema, da ejemplos y contraejemplos, lo mejora, lo generaliza y
da condiciones necesarias y suficientes para que se cumpla. Si es un
teorema que se ubica en los reales, se extiende a los complejos, a los
espacios de Banach, de Hilbert, de Sobolev, en otras palabras, se crea
una hermosa teoria matematica a su alrededor.

La ley de los grandes numeros no es la excepcion. Matematicos
de renombre como Steinhauss, Khintchine, Borel, Chebyshev, Markov,
Kolmogorov, Glivenko y Cantelli, entre otros, la trabajaron y hay al
menos una ley que lleva el nombre de cada uno de ellos. Los teoremas
posteriores son innumerables, existen grandes tratados sobre el tema y
ain en nuestros dias es una de las lineas de investigaciéon puramente
tedrica en probabilidad.

Por otro lado, la ley de los grandes ntimeros aparece en otras dis-
ciplinas tanto aplicadas como tedricas, por ejemplo: es el fundamento
tedrico del método Monte Carlo que es ampliamente utilizado en distin-
tos contextos; es también la que explica la relacion entre la descripciéon
determinista y la estocastica del movimiento de particulas en espacio-
tiempo (ver [§]).

Por dltimo, este resultado ha tenido y tiene un gran impacto en
estudios poblacionales del sector salud, de la vida social, cultural y
economica, entre otras. En nuestros dias, es usada —en muchos casos
en la version de Jacob— por los politicos, los hombres de empresa y la
sociedad, para estudios de opinién, preferencias, mercadotecnia, entre
otros.

5 Experimentos con dos posibles resultados: éxito o fracaso, el ejemplo por excelencia es el
lanzamiento de una moneda.
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Nos atrevemos a decir que la Ley de los Grandes Nuimeros, es uno de
los resultados matematicos que tienen injerencia en un sinnimero de
problemas aparentemente disimbolos, es algo asi como omnipresente.

Sin embargo, el Ars Conjectandi es mucho mas que la demostracién
de la Ley de los Grandes Numeros. Para nosotras escribir sobre este
libro ha sido una tarea dificil, ya que como bien dice el dicho: creer
saber mucho, perjudica. El libro ha estado presente en nuestras vidas
desde la década de los setenta del siglo XX, lo hemos retomado una
y otra vez, incluso tomamos cursos de latin para poderlo leer en su
version original, con la intencién de no dar por un hecho alguna(s) de
las interpretaciones que conlleva su traduccién. Sabemos que si elegimos
abrirlo en una pégina al azar, con probabilidad uno ésta contendra no
solo resultados y comentarios rigurosos y profundos de los que se puede
partir para hacer grandes tratados, sino que muchos de ellos son atin
en nuestros dias motivo de asombro y discusién. El Ars Conjectandi se
puede estudiar desde distintos puntos de vista y no podriamos seguirlos
todos.

En este trabajo intentaremos mostrar que el Proyecto Jacob no solo
es la demostracién de la Ley de los Grandes Numeros. Bernoulli lo di-
send, por un lado, para demostrar que la caracteristica fundamental de
los juegos de azar —en donde se tienen los casos totales y favorables—
es una propiedad universal de la naturaleza y que la probabilidad es
el marco natural donde se puede estudiar desde el punto de vista ma-
tematico a la incertidumbre y, por otro lado, para dar un método y
una herramienta con reglas especificas y rigurosas para ser usada en
situaciones particulares, aparentemente distintas.

Consideramos que en esto reside la grandeza de Jacob, él —una sola
persona— dedico parte de sus estudios a todos los quehaceres a los
que los apasionados de lo aleatorio pueden dedicar sus esfuerzos. Nos
referimos a los apasionados de lo aleatorio porque no queremos hacer
la diferencia entre probabilistas y estadisticos, entre puros y aplicados,
pues por mas que lo hemos intentado no hemos podido establecer una
clara distincion entre ellos.

Presentamos un muy breve recuento histérico de la probabilidad an-
tes de Bernoulli. Centraremos el trabajo en algunos de los comentarios
de Jacob acerca de lo aleatorio o incertidumbre y la probabilidad, y el
ejemplo al final del libro con el que ilustra con todo detalle, como usar
su teorema.

Recurriremos a su correspondencia con Leibniz, pues si bien ésta no
influy6 en la demostracién del teorema, ya que en la carta que le dirige
en abril de 1704, Jacob le menciona que la demostracién la vio y aprobé
su hermano Johann 12 anos antes, si enriqueci6 el Ars Conjectandi, pues
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Bernoulli incluye en éste las respuestas a las objeciones que Leibniz
habia manifestado.

Haremos énfasis en el cuidado que pone a la precision en la aplicacién
de su teorema, ya que como veremos, es parte de la definicién que da
de Ars Conjectandi. Si bien conservamos la notacion original, modifica-
mos un par de expresiones, que creemos, ayudan a entender de manera
directa algunos de sus comentarios.

Por ultimo damos un muy breve panorama del riesgo, uno de los
problemas contenidos en la propuesta de Jacob, que han dado lugar
recientemente a varios problemas matematicos interesantes y a discu-
siones entre autoridades y académicos.

El libro y la correspondencia entre Jacob y Leibniz estan escritos
originalmente en latin, las citas aparecen en el trabajo directamente
en espanol a excepcion de los dos primeros parrafos del Capitulo 2 de
la Parte Cuatro, pues son la descripcién de Jacob del significado de
Ars Conjectandi y que nos parecié importante presentarlos tanto en
la version original como en la traduccién en espanol. La versién en
espanol es una traduccién directa del latin que realizamos con la ayuda
de Concepcién Abellan. Las cartas que mencionamos a lo largo de todo
el trabajo fueron tomadas de [13]. Las ilustraciones son obra de Manolo
Fernandez.

2. El proyecto Jacob: ;Misiéon imposible?

El primer paso del rito de iniciacién a la probabilidad es comin que sea
el estudio de los juegos de azar. Para cada uno de los juegos se calculan
las probabilidades de obtener algtin resultado y se usa la formula de la
probabilidad «clasica» p = r/(r + s) que representa el niimero de casos
favorables entre el niimero de casos totales. En ocasiones se mencionan
algunos de los problemas llamados clasicos, que se considera son los que
dieron origen a la teoria.

El identificar los inicios, es decir, los momentos, los problemas y las
soluciones que antecedieron a la definicion y que se consideran claves
en el camino de la construccién de la teoria matematica, es una tarea
ardua, pues el recorrido histérico para llegar a los axiomas de Kolmo-
gorov es largo y complicado. Mas dificil atin es dar una fecha, pues con
esto se ignoran los antecedentes que permitieron esta construccion.

Sin embargo, si de dar una fecha se trata, nosotras dirfamos que
en 1654 se inicio la Teoria de Probabilidad. La explicacion corta es:
1654 es el ano en el que inicia la correspondencia entre Blaise Pascal y
Pierre Fermat alrededor del Problema de los Puntos, de donde surge De
raciocingis in Ludo Alae [7] de Christian Huyghens y es también el ano
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en el que nacié Jacob Bernoulli. Una explicacién un poco mas larga es
la que intentaremos dar a continuacion.

Desde tiempos inmemoriales, los juegos de azar han sido la actividad
lidica por excelencia, el pasatiempo de algunas culturas, una de las
formas de pasar los ratos libres. Para algunos es una actividad hueca,
sin ningun contenido, que incluso deberia prohibirse pues se asocia al
vicio, a los excesos y a la avaricia.

La pregunta obligada es ;jcémo algo de esta naturaleza pudo haber
dado origen a una teoria matematica tan sofisticada en la actualidad?
Una posible respuesta es que como bien dice el dicho, las aparien-
cias enganan, pues esta aparente superficialidad sin sentido encierra
—rprincipalmente desde 1654— el concepto de justicia o equidad, que
de frivolo no tiene nada.

El Problema de los Puntos se refiere a la justicia o equidad en cierto
tipo de juegos. Antes de plantearlo discutiremos brevemente esta nocién
en un juego sencillo. Para facilitar la lectura en lo que sigue la palabra
probabilidad estara confinada a p = r/(r+s), es decir, casos favorables
entre casos totales.

La primera impresién que se tiene de un juego justo es que todos los
jugadores deben de tener la misma probabilidad de ganar. Por ejemplo,
si dos personas juegan al lanzamiento de una moneda lo que se espera es
que sea honesta, es decir que la probabilidad de que salga cualquiera de
las dos caras sea igual a un medio. Cuando se habla de justicia en estos
términos, estamos pensando que los jugadores apuestan uno a uno, no
se toma en cuenta el capital que puede y/o quiere arriesgar cada uno
de ellos, ni su aversién o gusto por el riesgo, entre otras cosas.

Podemos tener otras situaciones, por ejemplo supongamos que Blaise
y Pierre juegan a los dados y que a Blaise le encanta el riesgo por lo que
esta dispuesto a jugar en condiciones de desventaja. El apuesta a que
sale un as en el lanzamiento de un dado y Pierre a que sale cualquiera
de las otras caras. Como en todos los juegos cada jugador tiene que
pagar por jugar y el ganador se lleva la apuesta total digamos K. La
pregunta es jcuanto tiene que pagar cada jugador de entrada para que
este juego sea justo?

El punto de vista de Pascal y Fermat es que son las probabilidades de
ganar las que indican cémo debe repartirse la entrada, es decir, dado
que la probabilidad de que Blaise gane es 1/6 y la de Pierre es 5/6,
Blaise tiene que pagar K/6 y Pierre gK para jugar.

El Problema de los Puntos o division de las apuestas, es un problema
de equidad mas complicado, muy antiguo y no pretendemos reconstruir
toda su historia. Aparece descrito por primera vez en 1494, por Luca
Pacioli, en juegos de pelota con apuesta y en un contexto empresarial.
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En el juego de pelota considera una serie de partidas entre dos ju-
gadores en cada una de las cuales cada uno obtiene un cierto niimero
de puntos. Se apuesta una cantidad K y el juego se termina cuando un
jugador obtiene un puntaje determinado y se lleva la apuesta K. Si el
juego se suspende antes de que termine, la pregunta es ;jcémo repartir
la apuesta de manera justa?

Pacioli propone tres soluciones y en todas solo toma en cuenta el
puntaje de los jugadores al suspenderse el juego. Considera también
un juego con tres jugadores y la solucién que propone es en el mismo
sentiddf]

A grandes rasgos, en el marco de los negociosﬂ el planteamiento es el
siguiente:

Dos hombres de nego-
cios deciden crear una
compania en la que uno
invierte una cantidad a
y el otro b, y acuerdan
que al ano se reparten
las ganancias en partes
iguales. Si la compania
se disuelve antes del ano
.como debe repartirse el
total del capital, es decir,
la inversion inicial maéas
las ganancias?

AT

Luca Pacioli da una solucién en términos de lo que ha pasado hasta
la cancelacién del contrato y menciona que hay otra, pero nunca la
explica.

Este problema, traducido en términos de un juego de azar, se lo
plantea Antoine Gombaud Chevalier de Méré a Pascal en 1654. La
solucion de Pascal es la que da lugar a lo que se conoce ahora como
probabilidad condicional y en términos del razonamiento de Huyghens
[7], a la esperanza condicional, dos de los conceptos probabilistas més
poderosos.

El ejemplo que propone de Méré es el siguiente: Consideremos nueva-
mente a Blaise y Pierre que juegan ahora al lanzamiento de una moneda

6 Puede consultarse en la red una traduccién al inglés de la parte relevante del problema hecha
por Richard J. Pulskamp
"pag. 150 y 156 de [12]
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honesta bajo las siguientes condiciones: cada vez que se lanza la mone-
da, se anota un punto el jugador que gana, y el juego se termina cuando
alguno de los dos tiene 3 puntos. Supongamos que hay una entrada de
K.

Este juego es justo, ambos inician con cero puntos y la probabilidad
de ganar de cada uno es 1/2, por lo que cada jugador pone K/2 al
inicio. Supongamos que el juego se suspende cuando Blaise tiene dos
puntos y Pierre uno, la pregunta es jcudl es la forma justa de repartir
la cantidad K que dieron de entrada?

Varios autores trabajaron en problemas similares, entre ellos Gerola-
mo Cardano [3], el razonamiento en todos los casos se centraba en lo que
habia ocurrido, es decir en el pasado, y algunos mencionan que hay otra
forma de verlo mirando al futuro, pero al parecer nunca encontraron
cémo hacerlo.

Mirando solo el pasado, podriamos repartir la entrada como %K a
Blaise que lleva dos puntos y %K a Pierre que lleva uno.

La novedad en la solucién de Pascal fue el considerar tanto el pasa-
do como el futuro. Esencialmente plantea lo siguiente: dados los puntos
que tiene cada jugador al suspender el juego, hay que calcular la proba-
bilidad de que cada uno gane y repartir la entrada como lo hicimos en
el ejemplo de Blaise y Pierre, en otras palabras, propone considerar el
mismo juego pero partiendo de los puntos que ya tienen y preguntarse,
si el juego continuara ;cudl seria la probabilidad de ganar de cada uno?

En un lanzamiento de moneda, si ganara Blaise, ganaria el juego con
probabilidad 1/2 pues ya tendria los 3 puntos necesarios. Si ganara
Pierre, con probabilidad 1/2 quedarian empatados, estarian igual que
al inicio, y cada uno tendria probabilidad 1/2 de ganar el juego. Asi, si
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denotamos por Pg la probabilidad de ganar de Blaise tenemos

P = Probabilidad de ganar el juego en un lanzamiento

+ Probabilidad de perder en un lanzamiento y ganar el juego
1 11 3
2 22 4

La reparticién de las apuestas es %K para Blaise y iK para Pierre,
es decir, es la cantidad en la que podrian vender su lugar en el juego
o la que tendrian que pagar para jugarlo. Observemos que la solucién
mirando el pasado es %K < %K .

A partir de esta solucién se establece la correspondencia entre Pascal
y Fermat, en la que calculan la reparticiéon de las apuestas en dife-
rentes juegos particulares cada vez mas complicados, incluso con mas
jugadores. En todos los ejemplos hay que calcular casos favorables y
desfavorables, que como podemos imaginar, puede ser una tarea muy
dificil.

Posteriormente Huyghens razona de otra manera, aunque el resultado
es el mismo. Consideremos el primer juego planteado y denotemos por
Gp la ganancia neta de Blaise —que puede ser negativa si pierde—
supongamos que ¢ € [0,1] es el porcentaje por determinar que tiene
que aportar Blaise, entonces

Gy = {K—Kq, si sale as,

—Kaq, en otro caso.

_ [ K(1—gq), con probabilidad p = g,
a —Kq, con probabilidad 1 —p = %

Huyghens considera que el juego es justo si es un juego de suma cero
en el siguiente sentido:
1 1
aK(l —q) — qu =0, esto es, si ¢ = 6
Desde cualquiera de los puntos de vista el resultado depende de la
probabilidad de ganar, es decir, de los casos favorables entre los totales.
Jacob también cayo6 en la tentacién, la primera parte del Ars Con-
jectandi es sobre el trabajo de Huyghens y las dos que le siguen estan
dedicadas a combinatoria y juegos de azar. Estudia diferentes proble-
mas, algunos planteados por él y otros que eran parte de los juegos de
entretenimiento conocidos por los expertos, y en todos ellos cuenta el
numero de casos favorables y totales.
Podriamos decir que la correspondencia entre Pascal y Fermat, en la
que tratan el problema de los puntos, el De Raciociniis in Ludo Alae de
Huyghens y las tres primeras partes del Ars Conjectandi, son tratados
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sobre el Arteﬁ de Identificar y Contar los casos favorables y totales que
nos permitan repartir las apuestas de una manera justa.

La Parte Cuatro del libro que es la que lleva como titulo Ars Congjec-
tandi, es cualitativamente distinta, pues ya no se trata de contar sino
de dar un método para jjjno tener que hacerlo!!!

Todos los capitulos a los que nos referiremos en todo lo que sigue
corresponden a la Parte Cuatro del libro.

Los dos primeros parrafos del Capitulo 2 describen lo que llamamos el
Proyecto Jacob e inicia delimitando lo que va a estudiar, en sus palabras
lo que se conjetura:

FEa quae certa sunt & indubia, dicimur scire intelligere: cae-
tera omnia conjicere tantum vel opinari.

Decimos que sabemos o comprendemos lo que es cierto e in-
dudable y que conjeturamos u opinamos sobre todo lo demas.

Todo lo que no es la certeza absoluta, es decir, practicamente todo, sin
importar su naturaleza, es lo que se conjetura. Si bien podriamos pensar
que es un poco exagerado, los problemas concretos a los que se refiere,
tanto en su correspondencia con Leibniz como en el libro, son de los
mas variado. Trata desde problemas relacionados con asuntos legales
en donde hay diferentes argumentos o evidencias para condenar a una
persona, hasta problemas de porcentajes de muertes por enfermedad,
calidad del aire y por supuesto los juegos de azar.

Jacob explica con distintos ejemplos, por qué puede poner a todo lo
aleatorio en un mismo costal y en todos ellos usa como referencia algin
juego de azar.

La idea de Bernoulli es que todos los fendmenos aleatorios se com-
portan como los juegos de azar, es decir, hay casos favorables y desfa-
vorables.

La diferencia radica en que en los juegos de azar los conocemos a
priori, antes de realizar el juego —por dificil que sea— y en los otros
casos aunque existen estas cantidades, estan escondidas para nosotros,
por lo que no sabemos cuéles ni mucho menos cuantas son.

Continua diciendo:

Congicere rem aliquam est metiri illius probabilitatem: ideo-
que Ars Conjectandi sive Stochastice nobis definitur ars me-
tiendi quam fieri potest exactissimé probabilitates rerum,. . .

Conjeturar algo es medir su probabilidad y por ello defi-
nimos el Arte de Conjeturar o Estocastica como el arte de
medir para poder calcular muy exactamente las probabilida-
des de las cosas ...

8 Conjunto de preceptos y reglas necesarios para hacer bien algo, en el sentido de Ars en latin.



DEL ARS CONJECTANDI AL VALOR EN RIESGO 35

Este parrafo establece la diferencia con las tres primeras partes del
libro, ya no se trata de identificar y contar, sino de medir la probabilidad
considerada ya como unidad.

. Por qué cambia el problema de contar a un problema de medir?
En el Capitulo IV discute el problema de calcular el nimero de casos
favorables y dice:

Sin embargo, quién de entre los mortales determinaria en
cualquier momento el nimero, como si solo fuera el niimero
de casos, por ejemplo de enfermedades que tienen el poder
de invadir las innumerables partes del cuerpo humano a cual-
quier edad y de llevarnos a la muerte ...

y continta dando otros ejemplos en los que seria muy complicado contar
y termina diciendo

... Estas situaciones y otras similares, al depender de causas
totalmente ocultas que burlarian eternamente nuestras dili-
gencias por la innumerable variedad de combinaciones, hacen
que querer conocer algo por este camino sea claramente una
locura.

Jacob sabia perfectamente de lo que estaba hablando, la identifica-
cién de los casos favorables viendo hacia el futuro en el Problema de
los Puntos, tomé nada menos que ciento sesenta anos y luego jhabia
que contarlos! Incluso en el mismo contexto de los juegos, sabia que se
podian plantear algunos muy complicados, para los que los cédlculos se
podian convertir en algo casi imposible.
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Cualquiera que le haya echa-
do un ojo al Ars Conjectan-
di puede imaginar perfecta-
mente a Bernoulli escribien-
do esto, seguramente devas-
tado por la escritura de las
tres primeras partes de su li-
bro y aterrado ante la posi-
bilidad de tener que calcu-
lar los casos favorables en los
nuevos problemas que le in-
teresaban.

Sin embargo, no se da por vencido y se da cuenta que intentar cal-
cular el cociente directamente es mas prometedor, pues hay un método
empirico que permite estimarlo o conocerlo a posteriori. Reconoce que
es algo que €l no inventd y que no es nada nuevo. Incluso comenta que
desde los hombres mas educados y cuidadosos como el autor del libro
L’°Art de Penser [1], hasta las personas con poca educacién, no solo sa-
ben que funciona, sino también saben que mientras més observaciones
se tienen mejor es la aproximacion.

Este método empirico es ain en nuestros dias parte de la cultura
popular. El ejemplo méas simple es el del lanzamiento de una moneda
honesta. Si lanzamos una moneda muchas veces, esperamos que aproxi-
damente la mitad de las veces caiga aguila y la mitad sol. Mas precisa-
mente, si la lanzamos n veces, el nimero de veces que cae sol entre n es
aproximadamente 1/2, en otras palabras, la frecuencia relativa con la
que ocurre sol se aproxima a la probabilidad. Esta informacion a pos-
teriori es la que se obtiene experimentalmente, en términos de juegos,
después de haberlos realizado un cierto ntimero de veces.

Jacob, como buen artistaﬂ, tenia una ambicién mas alla del folclore,
como se lo hace saber a Leibniz en la carta de octubre de 1703

... Puedo determinar cuantos experimentos hay que realizar
para que sea diez, cien, mil, diez mil veces més probable (y
finalmente, que sea moralmente cierto) que la razén entre los
numeros de casos posibles que obtengo de esta manera sea
legitima y genuina.

La lectura de esta cita es dificil si no se conoce el teorema de Ber-
noulli, que trataremos en la siguiente seccion, atiin ahora explicar su
significado, es uno de los grandes retos en la ensenanza.

La dificultad radica en que hay dos probabilidades en juego, una la
que hay que estimar que es p = r/(r + s), la razdn entre los nimeros

9En el mismo sentido de la palabra Ars en latin.
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de casos posibles, y otra que es la que nos dice qué tan buena es la
estimacion. Era de esperarse que este juego de palabras, sin el resulta-
do matematico, no fuera comprendido con todo detalle por Leibniz, sin
embargo, en términos generales, entiende que Jacob dice tener un méto-
do muy preciso basado en observaciones para estimar la probabilidad
de lo que sea.

En la Carta del 3 de diciembre de 1703, Leibniz escribe

... Tengo dificultades con esa conclusion: algo que puede ocu-
rrir de una infinidad de maneras, no puede ser determinado
por un numero finito de experimentos, de hecho la naturaleza
tiene sus propios patrones, pero solo en general. . .

Jacob le contesta a Leibniz con distintos argumentos en el Capitulo
ITI, pero una de las respuestas mas interesantes es la que expresa usando
como referencia la extraccién de piedras de una urna. Dice asi:

Me ha sido objetado que la proporcion de las piedras es una
cosa, mientras que la proporcién de enfermedades o cambios
en el aire, es otra. Argumentan que la primera proporcién
estd bien definida, mientras que la segunda es indefinida y
vaga.

Yo respondo diciendo que ambas, en comparacion con nuestro
conocimiento, son igualmente indefinidas y vagas.

Esta afirmacién por contundente que parezca no es el final de la dis-
cusion, pues Jacob la retoma en la aplicacion de su teorema, esperando
quizas que en esos términos sea irrefutable.

Podemos  observar
que Leibniz no ob-
jeta ni el método
empirico, ni la defini-
cion de probabilidad
en general, tiene sus
reservas  sobre  su
universalidad. Toca
un punto delicado,
la posibilidad de una
infinidad de posibles
resultados. En ese
caso la estimacion
de probabilidades, la
considera una mision
impostble.
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3. (Qué tanto es tantito?

La Ley de los Grandes Niimeros de Bernoulli es un resultado matemati-
co, puramente abstracto, desprendido completamente de la realidad con
el que Jacob pretendia dos cosas: dar un método riguroso para medir de
manera precisa probabilidades y demostrar, a partir de su teorema, que
hay un patrén de comportamiento en todos los fenomenos aleatorios.

Definir una buena medicién o estimacién, no era una tarea facil pues
la probabilidad es un nimero entre cero y uno que de entrada es pe-
queno, ;qué quiere decir una buena estimacién en este contexto? La
explicacién la encontraremos en su teorema y en la aplicacion que pre-
senta al final del libro.

El teorema y los lemas que lo acompanan estan escritos con grandes
explicaciones y no en el leguaje corto al que estamos acostumbrados,
por lo que si bien respetamos su notacion, daremos un enunciado en
términos modernos.

Teorema de Bernoulli. Consideremos la repeticion de experimentos
Bernoulli H con probabilidad de éxito p = r/t, t =r + s y sea S, el
numero de éxitos en n ensayos.

Entonces para cualquier ¢ > 0,

SNt 1 SNt 1
PI2Y _pl< | seP||2N _pl > 2 1
| R R S B
donde
mat(t+ 1)[In(r — 1) +In¢] — %,
Nt > max (2)
mat(t + 1)[In(s — 1) +1Inc] — 2.
Y
1 1
m1: Mo —

In(s+1)—Ins(s+1) > [Mn(r+1)—Inr](r+1)

La féormula (|1]) corresponde exactamente a la demostracién de Jacob,
sin embargo, se presenta usualmente como

P{%—p‘<l}> ¢

Nt t c+1’

que se obtiene directamente de la formula . En sus argumentos Jacob
usa la que mas le conviene, como veremos mas adelante, por lo que
presentamos las dos expresioneﬁ.

10 En la demostracién de la Proposicién Principal, le llama fértil a lo que nosotros hemos
llamado éxito e infértil al fracaso, para facilitar la exposicién usaremos la terminologia moderna.
1 Es comiin en Estadistica usar la siguiente igualdad:
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La demostracion esta basada en contar los casos favorables y desfavora-
bles, es decir, en el calculo de las probabilidades a prior:.

Para ilustrar el manejo del teorema, usaremos las cantidades del
ejemplo que son r = 3, r + s = 5. La primera observaciéon que po-
demos hacer es que para Jacob, la probabilidad p que quiere estimar,
estda dada como casos favorables entre casos totales y que no pretende
calcularla de una manera exacta sino con un error dado por j:% = T—}rs
Si se lee superficialmente el enunciado, podria pensarse que una vez con
p=r/(r+s), el error esté fijo y en este caso serfa de +£.

De hecho, este es el error mas grande que tiene en mente pues observa
que p = % = ;’—%, de tal manera que podemos tomar M = 10, 100, 1000,
para hacerlo mas fino. Una vez determinado el error, que ¢l lo hace
tomando M = 10, es decir, un error de i5—10, se avoca a discutir la pre-
cision, pero ahora de la P [ % — p| < H, conocida como el coeficiente
de confianza, (ver [9], pag. ).

Evidentemente lo hace en términos de la constante ¢ en la expresion
y dice, podria ser 1000, 10000, 100000. Considera primero ¢ = 1000
y obtiene que el tamano de muestra es Nt = 25550. Atin cuando es un
numero grande, él queda satisfecho pues tedricamente el problema esta
resuelto.

Esta discusién sobre el error y el coeficiente de confianza, es a la que
se enfrenta cualquiera que desee aplicar el teorema, es decir, determi-
nar qué tan grande debe ser la probabilidad de que p diste tantito de
Snt/Nt.

Si bien Jacob menciona que el error lo puede hacer tan pequenio como
quiera, no da ningin criterio para establecerlo. Sin embargo, para el
coeficiente de confianza, que para él es la certeza moral, en el Capitulo
2 hace un llamado a las autoridades —quizés tenia confianza en ellas

por ser suizo— para que determinen cual es la adecuada:

Seria de gran ayuda si las autoridades magisteriales determi-
naran ciertas cotas para la certeza moral. Por ejemplo, podria
definirse que 99/100 es suficiente para resolver algo, o cudndo
se requiere 999/1000. . .

Jacob no pudo aplicar su teorema a observaciones ya que nunca tuvo
a la mano datos reales. En distintas ocasiones le pide a Leibniz la obra
de Johan de Witt, en donde usa la idea de las frecuencias relativas
para calcular el precio de las pensiones, asi como algunos ejemplos de

P [ S]{,Vtt —p‘ < %] = P [p € (S]{;’t‘ — %, 5]\1’\/; + %)], el intervalo aleatorio
(S]\I}’t‘ — %, S]\’;’tt + %) es llamado el 100y por ciento intervalo de confianza, donde

vy = P [pe (S]\I,Vtt — %, 5]\1]\1; + %)] es el coeficiente de confianza. Un valor determinista de

+ %) es también llamado un 100y por ciento intervalo de confianza.
(ver |9, p. 377]).
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caracter legal en donde él pensaba que podria aplicar su teorema, pero
Leibniz nunca le envié nada. Segin Devlin [5], en su diario Meditationes
aparecen al margen comentarios sobre la obra de John Graunt [6], en la
que se publican las primeras tablas de mortalidad en la historia. En ellas
usa la informacion semanal publicada cada jueves en Londres sobre el
nimero de muertes y sus causas, sin embargo se especula que Jacob ley6
solo un resumen y tampoco tuvo acceso a ésta. Lo sorprendente es que
a pesar de no haberlo podido aplicar a la realidad, sabia exactamente
cuales eran todos los aspectos finos que requiere una buena estimacién,
es decir, determinar qué tanto es tantito para encontrar, partiendo de
esto, el tamano de muestra adecuado.

El ultimo razonamiento lo hace usando la expresién . Sic =

10% k € N, entonces de la expresién (2, tenemos
mat(t + 1)[In(r — 1) + kIn(10)] — 25,
Nt > max

mat(t + 1)[In(s — 1) 4+ kIn(10)] — 5.

De esta férmula se obtiene que cada vez que se le aumenta una unidad

a la potencia k de 10 el tamano de muestra crece en una cantidad

constante —en el ejemplo la calcula y obtiene que es igual a 5708— y
S 1 S 1

Nt 50 Nt 50

pudiendo continuar aumentando k hasta el infinito, lo que lo lleva a la

siguiente conclusion:

> 10(10)*P {

...sl continuaran las observaciones de todos los eventos por
toda la eternidad (con probabilidad finalmente transformada
en certeza perfecta) entonces se observaria que cualquier cosa
en el mundo ocurre en cocientes fijos y con leyes constantes
de alternancia. . .

No sabemos si esto convencio a Leibniz, pero al margen de que con
su teorema demuestre o no los patrones del comportamiento de la in-
certidumbre, su Ley de los Grandes Ntumeros, ademas de ser el primer
teorema de probabilidad en la historia, di6 lugar al primer método rigu-
roso con reglas precisas para medir la probabilidad a posterioriy abrio
las puertas para el estudio sistematico de lo aleatorio.

4. Del Ars Conjectandi al Valor en Riesgo

Asi como vimos que el calcular probabilidades en el Problema de los
Puntos no era solo un divertimento, pues el interés estaba en la justicia o
equidad, el medir la probabilidad para Jacob tenia también un objetivo
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que expresa en la dltima parte del segundo parrafo del Capitulo 2 que
dice asf:

... eo fine, ut in judiciis & actionibus nostris semper eligere
vel sequi possimus id, quod melius, satius, tutius aut consul-
tius fuerit deprehensum; in quo solo omnis Philosophi sapien-
tia € Politici prudentia versatur.

...con el fin de que podamos siempre elegir o seguir en nues-
tros juicios y acciones aquello que se aprendiere de manera
mejor, preferible, escrupulosa y més reflexionada. Sélo en esto
reside la sabiduria de todo filésofo y la prudencia del politico.

Este comentario no es poca cosa, pues se refiere a tomar mejores
decisiones ante la incertidumbre, que para él tiene un patron en la
naturaleza. Jacob considera que medir la probabilidad de lo aleatorio
nos da elementos a todos, en especial a los pensadores y a los hombres
de estado, para hacerle frente a lo desconocido aunque no podamos
explicar detalladamente sus causas.

Para ilustrar la importancia de este comentario, elegimos uno de los
temas relacionados con lo aleatorio de gran interés desde siempre y que
en la actualidad se conoce como riesgo, daremos una breve descripcion
de algunos de los aspectos que interesan en probabilidad.

En el lenguaje comin cuando nos referimos al riesgo, todos imagi-
namos que estamos ante una situacién que no podemos controlar ni
conocer y que puede tener consecuencias no gratas. Los ejemplos abun-
dan, los mas claros son los terremotos, inundaciones, incendios, caidas
de las bolsas o del tipo de cambio, etc.

Estos eventos catastroficos sabemos que se producen cuando se dan
simultdneamente una serie de condiciones muy dificiles, si no imposibles
de predecir o determinar a priori, sin embargo, tenemos informacién de
su comportamiento en el pasado, que se usa en la medicion de probabi-
lidades a posteriori para mejorar las construcciones, para dar medidas
preventivas para la conservacion del medio ambiente o para establecer
las politicas econémicas y monetarias de los paises, entre otras.

Ante estas situaciones, que caen claramente en la definicién de Ja-
cob, nos preguntamos exactamente ;qué papel juega la probabilidad?,
o ;para qué sirve medir sus probabilidades?

Para los probabilistas hablar de riesgo, en el caso més simple, no es
otra cosa que hablar de una funcién o variable aleatoriaE —o0 funcién
medible— que puede representar, por ejemplo, las pérdidas econémicas
por los danos de un huracan o un terremoto, las pérdidas financieras
ante variaciones del tipo de cambio o de los precios de las acciones en la

12 Para la definicién precisa puede consultarse 9} p. 53].
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bolsa de valores. Nos gusta denotarlas por las letras finales del alfabeto
X,YoZ.

Si denotamos por X a la variable aleatoria de interés, deseamos co-
nocer lo que ahora llamamos la funcién de distribucién Fy : R — [0, 1]
definida por

Fx(x)=P[X <z|], x€R,

que se lee la probabilidad de que X sea menor o igual que z. Esta
funcién contiene toda la informacién probabilista de X. Asi, el problema
de estimar probabilidades de Jacob sigue vigente solo que ahora no
estamos interesados en una probabilidad fija, sino en una familia de
probabilidades indexadas por .

El problema que se plantea, conocido como el problema de bondad
de ajuste, es el de encontrar la funcién de distribucién de X a partir de
variables aleatorias X, ..., X,, con la misma distribucién y un método
para estimarla a posteriori.

Esto no es otra cosa que el Proyecto Jacob, que después de 300 anos
pensamos deberia estar resuelto, pero no es asi, mas bien es uno de
los retos mas interesantes y dificiles de la probabilidad. En este proble-
ma trabajan y han trabajado ejércitos de matematicos, proponiendo y
comparando distintas formas de abordarlcF_?’-].

Para ver como puede incidir la estimacion de la probabilidad en las
decisiones, un muy buen ejemplo es el del riesgo financiero. Como todos
sabemos es en Basilea, lugar de nacimiento de Jacob, donde se reinen
los financieros de todo el mundo para disenar las politicas y las reglas
de funcionamiento de los organismos financieros del mundo globalizado.
En particular, uno de los temas a discutir es el riesgo en que viven tales
instituciones, y se han dado a la tarea de disenar medidas de riesgo,
que den la pauta para regularlos.

Todo parece indicar que en una de estas reuniones, organizaron una
visita guiada para los reguladores al sepulcro de Jacob y él, ni tardo ni
perezoso, les recordd que ya desde la publicacion de su libro en 1713,
es del dominio publico que ha solicitado a las autoridades que establez-
can cudl es la certeza moral y les sugiere que decidan entre 99/100 6
999/1000. Al parecer lo escucharon, pues las reglamentaciones interna-
cionales incluyen el calculo del Valor al Riesgo (VaR g9 6 VaR g99) cuya
definicion en el caso mas simple es la siguiente:

Sea X una variable aleatoria, con funcién de distribucién Fx inver-
tible, entonces el VaR : [0,1] € R estd definido por

VaR(q) = VaR, = F)}l(q),

13En México, Federico O’Reilly ha dedicado su vida a este problema y ha obtenido grandes
resultados en el drea. Ver por ejemplo [11].
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es decir, es la imagen inversa de ¢, por lo que
Fx(VaR,) = P[X <VaR,] = q

Los tratados de Basilea plantean que las instituciones financieras tie-
nen la obligacién de calcular el VaR g9 en algunos casos, y el VaR gg9
para otros, y tomar las medidas adecuadas para proteger sus capitales
contra pérdidas menores o iguales a estas cantidades. En caso de cum-
plirse estas condiciones las posibles pérdidas mayores que el VaR g9 0
VaR 999, que son para las que no estan obligados a cubrirse, tienen
probabilidad de ocurrir .001 y .0001 respectivamente, lo que podriamos
considerar moralmente aceptable.

Sin embargo, el problema practico que se plantea es muy dificil ya que
no se conoce la funciéon de distribucion de las pérdidas y solo se puede
estimar a posteriori, es decir a partir de la informacién disponible.

Las instituciones funcionan bien en general, se tienen pocas obser-
vaciones de crisis, asi es que la informacién disponible para estimar la
funcién de distribucién Fx(x) para x grande es escasa.

En este tipo de problemas no se trata de encontrar el tamano de
muestra, sino de encontrar métodos que funcionen con la informacién
disponible para poder tomar mejores decisiones en el manejo del riesgo.
La discusion sobre si el VaR es la medida adecuada estd candente, basta
ver el documento [4] que académicos especialistas en el tema dirigen al
Comité de Basilea.

Jacob no pudo darse cuenta de la magnitud de este problema pues
nunca tuvo datos reales a su disposicion.
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5. Epilogo

El Ars Conjectandi no fue entendido en toda su profundidad por sus
contemporaneos a excepcion de su sobrino Nicolaus, quien publicd en
1709 De Usus Artis Conjenctandi in Jure en el que segun Devlin [5],
discute varios de los problemas planteados por Jacob y las tablas de
mortalidad de Graunt. El transformar el problema de contar al de me-
dir la probabilidad, fue realmente uno de los mayores aciertos, pues
abrio las puertas al estudio de la incertidumbre. La polémica con Leib-
niz sobre la posibilidad de una infinidad de posibles resultados quedd
resuelta con la formulacion axiomaéatica de la probabilidad dada por
Kolmogorov, pues ésta incluye la posibilidad de eventos de probabili-
dad cero distintos del evento imposible.

Es dificil decir qué fue mas importante si las definiciones de proba-
bilidad y esperanza condicional o el trabajo de Jacob, sin embargo, si
sabemos que cuando se juntan producen resultados sorprendentes.

Ejemplos de la unién de la Ley de los Grandes Numeros y la pro-
babilidad o la esperanza condicional son el método Monte Carlo con
reduccién de varianza (ver [2]), o los métodos de valores extremos para
ajustar distribuciones (ver, por ejemplo el método POT en [10]).

Aun mas, la idea de Jacob de encontrar a posteriori lo que no co-
nocemos a priori, da lugar junto con la probabilidad condicional, a la
estadistica bayesiana.

En ésta se propone una distribucion a priori, a sabiendas de que no
es la buena, y un método recursivo basado en la férmula de Bayes, cuyo
corazon es la probabilidad condicional, para aproximar a posteriori la
distribuciéon desconocida.

Pero quizas lo mas importante es que el quehacer de la comunidad
de lo aleatorio no es otra cosa que el Proyecto Jacob, pues en ella estan
los que demuestran los teoremas abstractos, los que los transforman en
algo mas aplicable, los que desarrollan las técnicas especificas, los que
elaboran los sistemas de cémputo para obtener resultados a posteriori,
y los que los usan para medir las probabilidades con el fin de elegir o
seguir en sus juicios y acciones lo mas reflexionado, preferible y mejor.

Lo tnico que esta por verse es la prudencia de los politicos.
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