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1. Introducion

Escribiremos tales series en la forma
E J
Cle s (1)
j=0

donde X es una variable indeterminada y los coeficientes a; son nimeros
reales.

Una serie f como en (|1)) se puede identificar con la sucesién {a;}
de sus coeficientes.

Desde un punto de vista algebraico, las operaciones de adicién

f+g< {aj}jzo + {bj}jzo = {aj + bj}jZO

y multiplicacién

Jj=0

f-g¢ {aj}jzo : {bj}jzo = {cj}jzo

con

J
Cj = E akbj,k,
k=0

dan al conjunto R [[X]] de las series de potencias formales una estructu-
ra de anillo conmutativo. La identidad aditiva es {0,0,0, ...}, la iden-
tidad multiplicativa es {1,0,0, ...} y la inversa aditiva de f <> {a;}
es —f < {—a;},5

En cuanto a la multiplicacién, los elementos invertibles son exacta-
mente las series con ag distinto de cero. Esto implica que el producto

Jj=0

Palabras clave: Series de potencias formales, orden, valor absoluto, desigualdad ultramétrica,
propiedad de Arquimedes, completitud, andlisis que no es arquimediano.
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f - g de dos series f y ¢ invertibles, sigue siendo invertible. Ademads, la
inversaﬁde]“gesl-1

flg
Dada la sucesién {a; }j>0 asociada a la serie invertible f, la sucesion

{b; }j>0 asociada a la serie inversa % se obtiene resolviendo recursiva-
mente las ecuaciones

(Zobo =1

J
apb; + Zakbj—k =0 para 5 > 1.
k=1

Es posible definir en R [[X]] una estructura de espacio métrico com-
pleto compatible con su estructura algebraica.

El propédsito de este articulo es el definir y estudiar tal estructura
métrica que, como veremos, tiene propiedades interesantes. Con ella
R [[X]] resulta un espacio métrico muy distinto del campo real R.
Mas precisamente, R [[X]] es un espacio ultramétrico que contiene a
los nimeros naturales N como un subconjunto acotado. El que R [[X]]
sea ultramétrico implica que la topologia inducida por la métrica es
bastante extrana. Sin embargo, a pesar de estas peculiaridades, atin es
posible hablar en R [[X]] de un cierto «anélisis real».

Una de las razones de estudiar propiedades analiticas fuera del campo
real, es que nos permite reconocer aquellas propiedades que son especifi-
cas de R. Mas concretamente, podemos pensar que tenemos una lista de
propiedades que se cumplen, y por lo tanto son equivalentes, en R. El
problema a considerar es, entonces, el decidir cudles de estas propieda-
des siguen siendo ciertas en otros campos. El mateméatico James Propp
llama a esta manera de pensar «andlisis real en reverso» [5]. En lugar de
un campo, trabajaremos aqui con una estructura un poco més general,
que es el anillo R [[X]]. Ademads, veremos que R [[X]] tiene propiedades
muy agradables, que no son ciertas en R. Por ejemplo, una serie con
términos en R [[X]] converge, exactamente, cuando su término general
tiende a cero!

Nuestra exposicion estd organizada de la siguiente manera. En la
seccion 2 definimos las funciones orden y valor absoluto y estudiamos
su interaccién con la estructura algebraica de R [[X]], lo cual nos lleva
a definir una ultramétrica en este anillo. La seccion 3 estd dedicada a la
propiedad de Arquimedes, mientras que en la seccién 4 probamos que el
espacio métrico R [[X]] es completo. En las secciones 5 y 6 estudiamos
una buena cantidad de propiedades de R [[X]] compardndolas con lo
que ocurre en R. Finalmente, en la seccion 7, el epilogo de nuestra
presentacion, mencionamos brevemente algunas de las direcciones en
las que se puede continuar el estudio iniciado aqui.
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2. Orden y valor absoluto de una serie

Si R[[X]]” indica a las series en R [[X]] que son distintas de cero, defi-
nimos la funcién o : R [[X]]* — R como

0 <Zanj> =min{j:a; #0}.
Jj=0

Por ejemplo, o(—X + X2 — X3+ X*—...) = 1, mientras que
024+ X3 4+2X°+X"+...)=0.

La funcién o se llama orden y el valor o (f) es el orden de la serie f.

Recordemos que R [[X]]* es cerrado con respecto a la multiplicacion.

Proposicion 2.1. La funcion o tiene las siqguientes propiedades.

1. Su imagen es el conjunto N de los nimeros naturales.

2. 0(f+g) >min{o(f),o0(9)} para f,g en R[[X]]* con f +g en
R{[X]]*.

3.0(f-g)=o0(f)+o0(g) para f,g en R[[X]]".

La prueba de estas afirmaciones resulta inmediatamente de la defini-
cién de o y de la definicién de las operaciones en R [[X]].

A partir de o definimos la funcién A4, : R [[X]] — R, donde el pardme-
tro a es un nimero real fijo mayor que 1.

B 0 si f=0
Aa(f)_{ao(f) i f?éo :

La funcién A, se llama valor absoluto y A, (f) es el valor absoluto

de la serie f, que siempre es < 1.

Proposicién 2.2. La funcion A, tiene las siguientes propiedades.
1. A, (f) > 0 para f en R[[X]].
2. A.(f) =0 si y solo si f=0.
3. Au (f +9) <méx{A, (f),Au(9)} para f,g en R[[X]].
4. Ay (f-9) = Au(f) A (g) para f,g en R [[X]].

La verificacién de estas propiedades es inmediata usando la definicién
de A, y las propiedades de o.

Observemos que max{A(f),A(g9)} < A(f) + A(g) para f,g en
R[LX]).

Todo esto implica que, a partir del valor absoluto A,, se puede definir
una distancia d, en R [[X]] como

da(fag):Aa(f_g) (2)

para f,g en R[[X]]. Con ella, R [[X]] es un espacio métrico. Mas ain,
la distancia es invariante por traslaciones, es decir

da<f+hug+h):da(fag)
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para f,g,h en R[[X]]. Ademés satisface

da(f'gaf'h):Aa(f)da<gvh)

para f,g,h en R[[X]].

La desigualdad en 3) de la proposicién se llama desigualdad
ultramétrica. En consecuencia decimos que R [[X]] es un espacio ul-
tramétrico.

El valor absoluto usual en R no es ultramétrico, como puede verse
tomando, por ejemplo, los valores 1 y 1.

El lema que sigue extiende 3) y 4) en la proposicién .

Lema 2.3. Consideremos R[[X]] con el valor absoluto A,. Entonces,
dadas f1, fa, ..., fn € R[[X]] para n € N fijo,

Ay (fi+ fot -+ fo) Smax{A, (f1),Aa (f2),. -, A (fu)}  (3)

Ao (fi-for o fo) = Aa (1) Aa(f2) - Aa (f2) - (4)
Demostracidn. Por induccién, usando 3) y 4) en la proposicion2.2] O

En el espacio R [[X]] estdn incluidos los polinomios con coeficientes
reales y, en particular, los nimeros reales, que son los polinomios cons-
tantes. Es decir tiene sentido comparar, en R, el valor absoluto usual
con el valor absoluto A,. De inmediato se ve que son muy diferentes.
Por ejemplo, A, (z) = 1 para x € R distinto de cero. O sea, la distan-
cia d, entre dos numeros reales distintos es siempre igual a uno. En
otras palabras, d, restringida a R es la distancia trivial, que satisface
la desigualdad ultramétrica.

Proposicién 2.4. Dada f € R[[X]], los enunciados que siguen son
equivalentes.
1. f es invertible.

2. A, (f) = 1.

La prueba, que omitimos, es inmediata usando la definiciéon de A,.
Sea J el subconjunto de R [[X]] de las series invertibles. Dada g € 7,

1= 4,(1) = 4, (gg) — 4. (9) A, (g)

de donde
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En particular,
Ag(z- f) = Aa(f) (6)
para [ € R[[X]] y para todo nimero real = # 0.
El interés de la proposicién es que nos da una caracterizacion
analitica de las series invertibles. Esta caracterizacion no depende de la
eleccion de a > 1. En efecto, dados a > b > 1 en R, tenemos

€_O(f) Ina _ [e—o(f)lnb} 11,27{;

0, lo que es lo mismo,
a—°) = [b*O(f)}a (7)

con o = 112—‘; > 1.

La igualdad implica que los valores absolutos A, y A, son equiva-
lentes, es decir las distancias d, y d, determinan las mismas sucesiones
convergentes, con los mismos limites. En efecto, si f,,, — f param — oo
en la distancia dp,

a—O(fm—f) — [b—o(fm—f)}a - 0

m—r0o0

y reciprocamente. En otras palabras, ambas distancias definen la misma
topologia en R [[X]]. Ademds, dada f € R[[X]],

O(f) _ _lnAa(f)

Ina
independientemente de a.
Por todo esto, a partir de ahora trabajaremos con el valor absoluto
correspondiente a a = 2. Este valor absoluto serd indicado con A.

Proposicién 2.5. Las operaciones de anillo en R[[X]] son continuas.

Demostracion. La topologia de R [[X]] xR [[X]] es la topologia produc-
to; siendo R [[X]] un espacio métrico, puede pensarse que esa topologia
estd asociada a la estructura de espacio métrico en R [[X]] xR [[X]] de-
finida por

[(f1,91); (f2,92)] = A(fr = f2) + A(91 = g2) -

Esta observacion implica de inmediato que la adicion es una opera-
cién continua. Tampoco hay dificultad en mostrar que la inversa adi-
tiva es una operacién continua de R [[X]] en R [[X]]. En cuanto a la
multiplicacién, dado un par (fo,go) en R[[X]] xR [[X]] fijo y dado
(f,9) € R[[X]] xR [[X]],

A(f-9—fo-g90) = Alf (g —g0) + (f = fo) 90
<[A(f = fo) + A(fo)]| A(g —g0) + A(f — fo) A(g0),

lo cual va a cero cuando A (f — fo) = 0y A(g— go) — 0.
Esto concluye la prueba de la proposicion. O
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La proposicién dice que R [[X]] es un anillo topolégico con la
distancia inducida por el valor absoluto A. En otras palabras, dice que
R [[X]] es un anillo topoldgico metrizable.

La restriccién a R de la distancia asociada a A, que hemos visto es la
distancia trivial, determina en R la topologia discreta, en la cual cada
punto es un conjunto abierto

Proposicién 2.6. La funcion f — % deJ en T es continua con respecto
a la distancia inducida por el valor absoluto A.

Demostracion. Dada fy € J fija y dada f € 7,

L1y J=Jf\ B
A(?_%)_A(f-fo)BA(f fo).

donde, en (i), hemos usado ().

Es decir, A <% - %) — 0 cuando A (f — fo) — 0.

Esto concluye la prueba de la proposicion. O]

3. La propiedad de Arquimedes

Esta propiedad se enuncia en R, en los siguientes términos (véase por
ejemplo, [T, p. 9, teo. 1.20]).

«Siz,y e Ry 0 <y, existe n € N tal que x < ny». (8)

Esta propiedad de R afirma la posibilidad de medir. En efecto, si
0 < y es una unidad de longitud y 0 < x es una longitud arbitraria,
dice que siempre es posible cubrir x con un cierto nimero de copias de
Y.

La propiedad de Arquimedes se enuncia en varias formas equivalen-
tes, que pueden verse, por ejemplo, en el breve articulo expositorio [I].
Una de ellas es, «el conjunto N no esta acotado en R». O sea, dado
r € R, existe n € N tal que z < n.

El interés de esta formulacién es que también tiene sentido en R [[X]]
con el valor absoluto A. En este caso, N estd acotado, pues A (n) <1
para todo n € N. Asi, R [[X]] no satisface la propiedad de Arquimedes,
0, en otras palabras, no es arquimediano.

Como la propiedad de no ser arquimediano y la propiedad de ser un
espacio ultramétrico son ciertas en R [[X]], resultan equivalentes. O sea,
podemos decir que R [[X]] no es arquimediano si y solo si es un espacio
ultramétrico.
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4. El espacio métrico R [[X]] es completo

Es decir, toda sucesion de Cauchy en R [[X]] tiene limite en R [[X]].
La demostracién de este resultado, que damos a continuacion, es un
ejemplo muy bueno de cémo funciona la estructura métrica definida en
R[[X]].
Sea { fim},,>o una sucesién en R [[X]]. Es decir, para cada m > 0,

n
fm = E A X"
n>0

Supongamos, ademas, que la sucesién es de Cauchy. Entonces, en par-
ticular, dado k£ > 0, existe Ny > 0 tal que

A(fm = fv) <27 (9)

para m > Nj. Asi, comenzando con Ny, seleccionamos 0 < Ny < N7 <
<N <L

La estimacion @D equivale a decir que o (f,, — fn,) > k param > Nj.
Por lo tanto a,,, = an,» para 0 <n < ky m > Nj.

Sea
f = ZCLNman.
n>0
Afirmamos que la sucesion { f,,.},,~, converge a f en R [[X]] cuando
m — 0o. En efecto, para k > 0 fijo escribimos

k k
n n n
fm_f: E am,nX - E CLN,L,n)( + E (am,n_aNn,n)X .
n=0 n=0 n>k+1
Sim > Ng, amo = an,o porque m > Ny implica m > Noy; a1 =
an, 1 porque m > Ny implica m > Ny; asi siguiendo, hasta a,, , = an, -
Por lo tanto,

fm - f = Z (am,n - aNn,n) X"
n>k+1
y
A(fm - f) S 2_k_1
para m > Ni, para cada k > 0.
Si ahora fijamos € > 0, existe k¥ = k. > 0 tal que 277! < ¢. Es decir,
existe N > 0 tal que

A(fm—f) <27 < ¢

para m > N = Nj_.
Por lo tanto hemos probado que f,, — f en R[[X]] cuando m — oc.
La idea de esta demostracién es simple. Cuando la sucesion { f,,. },,50
es de Cauchy, a medida que m crece, un nimero cada vez mayor de sus
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coeficientes a,,,, se estabiliza en un valor comin independiente de m,
dando lugar a la serie limite f.

Afirmamos ahora que R[[X]] es la completacién del anillo R [X] de
los polinomios con coeficientes reales. Esto quiere decir que se cumplen
las siguientes condiciones.

1. El anillo R [X] esta contenido en el anillo R [[X]] y ambos tienen
las mismas operaciones con las mismas unidades.

2. Ambos son espacios métricos con la distancia inducida por el valor
absoluto A.

3. El espacio métrico R [[X]] es completo.

4. El espacio métrico R [X] es denso en R [[X]].

Por cierto, eso es lo que ocurre cuando decimos que los ntimeros reales
R son la completacién de los ntmeros racionales Q, con la distancia
inducida por el valor absoluto usual.

Es claro que R[[X]] y R[X] satisfacen las condiciones 1) y 2). En
particular, los polinomios estdn asociados a sucesiones que son even-
tualmente cero. Como acabamos de probar que la condicién 3) se cum-
ple, solo falta ver que R [X] es denso en R [[X]]. Para ello, observemos
primero que dada una serie f en R [[X]], sus sumas parciales pertenecen
a R[X]. Ademds, estas sumas parciales convergen a f. En efecto,

k
A (f - Z%‘Xj> = A < > an]‘> <271 > 0.
=0 =

Jj2k+1

Es decir, las series de potencias formales resultan series convergentes
con respecto al valor absoluto A.

Para concluir esta seccién, digamos, sin entrar en detalles, que R [[X]]
es esencialmente la tnica completacion de R [X] con respecto a la dis-
tancia inducida por el valor absoluto A. Por cierto, este es el caso de R
y Q con la distancia inducida por el valor absoluto usual.

5. Algunas propiedades de R [[X]]

Comenzamos con una proposicién.
Proposicién 5.1. Dadas f,g € R[[X]], st A(f) # A(g),
A(f +g) =méx{A(f), A(g)}-

Demostracion. Supongamos que A (g) < A (f).
Como max{A(f),A(g9)} = A(f), la desigualdad ultramétrica im-
plica que A (f +g) < A(f).



EL ESPACIO METRICO DE LAS SERIES ... 29

Para probar que A (f) < A(f + g), observamos que

A(f) =A(f+9+(=g) <max{A(f +g),A(-9)}
S max{A(f+9).Al9)}

(it

donde en (ii) hemos usado que A (—g) = A (g).
Es decir, A(f) < A(f + g), lo cual completa la prueba de la propo-
sicion. ]
Probamos ahora dos corolarios de esta proposicion.

Corolario 5.2. EnR [[X]], todos los tridngulos son isdsceles o equildte-
T0S.

Demostracion. Supongamos que tres puntos distintos, f,g,h, son los
vértices de un tridngulo en R [[X]] con el valor absoluto A. Sean f — h,
f—gvy g—hloslados del tridngulo. Si A (f — g) # A(g — h), de acuerdo
con la proposicién [5.1

A(f=h)=A(f—g+g—h)=méx{A(f —g) A(g—h)}.
Por lo tanto, todo tridngulo tiene, al menos, dos lados iguales.
Esto completa la prueba del corolario. O

La prueba del corolario[5.2] muestra que si el tridngulo no es equiléte-
ro, el lado desigual es siempre el més corto.

Definicién 5.3. Dados tres puntos distintos f,g,h en R[[X]], el
triangulo con estos vértices es rectangulo si sus lados f — g, g — h
y [ — h satisfacen la igualdad en el teorema de Pitagoras.

Corolario 5.4. En R [[X]] con el valor absoluto A, no hay tridngulos
rectdngulos.

Demostracion. Supongamos que en R [[X]] hay tres puntos distintos,
f, g, h, que son los vértices de un triangulo rectangulo. Podemos suponer
que
A2 (f —B) = A%(f — g) + A% (g — h).

Por lo tanto, A(f —¢g) < A(f —h)y A(g—h) < A(f — h). Entonces,
la proposiciéon implica que A (f —g) = A(g — h). Esto contradice
la observacién hecha después de la prueba del corolario [5.2]

Asi, la prueba del corolario esta completa. m

Recordemos que en cualquier espacio métrico (M,d), dado r € R
positivo y dado a € M, podemos definir la bola
Bo,(a)={zr e M:d(z,a) <r}
y la bola
Be,(a) ={z e M :d(z,a) <r}.
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Dado un subconjunto O de M, O es abierto si para cada a € O existe
r > 0 tal que B, (a) estd contenida en O. Un subconjunto C' de M es
cerrado si M\C es abierto. No hay dificultad en comprobar que B, (a)
es un conjunto abierto y que Be, (a) es un conjunto cerrado. Ademsds,
el subconjunto

S(a,r)={reM:d(x,a)=r}

es cerrado, pues la funcién f (z) = d(z,a) es continua de M en Ry
Sar) = £ ({r}).

En R[[X]] todo esto es cierto pero, por ser ultramétrico, también
tenemos otras propiedades que son inusuales.

Proposicién 5.5. Consideremos R [[X]] con el valor absoluto A.

1. Sig € Bo, (f), B« (9) = B, (f). Es decir, todo punto de B, (f)
es el centro.

2. Sig € B« (f), B<r(g9) = B<, (f). Es decir, todo punto de B<, (f)
es el centro.

3. Si la interseccion B, (f)[B<s(g) no es vacia, una de las bolas

estd contenida en la otra. En particular, si r = s, Bo,. (f) =
B (9).

4. Si la interseccion B<, (f)(\B<s(g) no es vacia, una de las bolas
estd contenida en la otra. En particular, si r = s, B<, (f) =
BSS (g)

5. El conjunto S (f,r) es abierto.
6. La bola B., (f) es un conjunto cerrado.
7. La bola B<, (f) es un conjunto abierto.

Demostracion. Probemos 1). Si h € B, (g),
A(h—f) <méx{A(h—g), Alg—f)} <r
resultando que B, (9) € B, (f).
Sihe B (f),
A(h—g) <méx{A(h—f), Alg—[f)} <r
lo cual da la otra inclusion.
La prueba de 2) es igual, usando < en lugar de < en la definicién de

las bolas.
En cuanto a 3), supongamos r < s. Si hy € B, (f)(\B<s(9) v

h2 S B<7“ (f)7
A(hy — g) < méx{A(hy — ), Al — g)}
mientras que
A(hg — h1> S méX{A (h,g — f) ,A(h,l - f)} <r.

Por lo tanto,
A (hy — g) < méx{r,s} <s,
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de donde resulta que B, (f) C B (9g).

Sir =s, es claro que B, (a) = B, (b).

De la misma manera se prueba 4), usando < en lugar de < en la
definicién de las bolas.

Probemos ahora 5).

Dada g € S(f,r) y dado 0 < s < r, si h € B.,(g), escribimos
Ah—=f)=A(h—g+g—f). Como A(h—g) <sy Alg—f) =r,
resulta A (h — g) < A(g — f). Por lo tanto, usando la proposicién [5.1]

A(h—f)=méx{A(h—g),Alg—f)} =T

Es decir, B.s(g) € S (f,r), lo cual nos dice que S (f,r) es abierto.

Para probar 6), necesitamos demostrar que B., (f) contiene a su
frontera. Fijemos entonces g € R[[X]] en la frontera de B, (f) y tam-
bién fijemos 0 < s < 7.

Como B, (g9) (B« (f) # 0, la demostracién de 3) muestra, en par-
ticular, que g € B, (f). Es decir, B-, (f) es un conjunto cerrado.

La prueba de 7) se reduce a observar que B<, (f) es la unién de los
conjuntos abiertos B, (a) y S, (a).

Esto completa la prueba de la proposicién. O

Siendo A (f) <1 para f € R[[X]], los enunciados en la proposicién
se tornan triviales para ciertos valores de r y s. Por ejemplo, en 1),
sir > 1, Bo, (f) = R[[X]].

Las partes 3) y 4) de la proposicién son aun ciertas si se considera
una bola B<, (f) y una bola B (g).

Como consecuencia de 6) y 7) en la proposicién , la frontera de
B., (f) es vacia y la frontera de B<, (¢) también es vacia.

Estas peculiaridades justifican la notaciéon B., (f) y B<, (f) que he-
mos usado y que se debe a Alain M. Robert [6, p. 69]. Aunque no es la
notacion usual, va bien con las propiedades demostradas en la proposi-
cion |5.5| porque no sugiere, a priori, una dicotomia entre bolas que son
conjuntos abiertos y bolas que son conjuntos cerrados.

Los conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados se llaman, en
inglés, clopen. Aqui los llamaremos cerrabiertos.

De acuerdo con la proposicién la topologia de R [[X]] tiene una
base que consiste de conjuntos cerrabiertos. Ademas, la distancia en R
asociada al valor absoluto A, que hemos visto es la trivial, determina en
R la topologia discreta, en la cual cada punto es un conjunto cerrabierto.

Si miramos con cuidado los resultados que hemos probado hasta aho-
ra, veremos que las demostraciones ain funcionan en cualquier espacio
métrico (M, d) con una distancia d que satisface la desigualdad ul-
tramétrica

d(z,z) < mix{d(z,y),d(y,2)},
para x,y,z € M.
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Ademas, la conclusién del corolario sirve como una caracteriza-
cién de estos espacios. En efecto,

Proposicién 5.6. Sea (M, d) un espacio métrico. Todo triangulo en M
es 1sosceles o equildtero si y solo si la distancia d satisface la desigualdad
ultramétrica.

Demostracion. Nos falta probar que el que d satisfaga la desigualdad ul-
tramétrica, es una condicion necesaria para que solo haya en M triangu-
los isésceles o equilateros.

Supongamos que para ciertos x,y, z en M, el tridngulo con vértices
x,1, 2 es escaleno. Por ejemplo, digamos que

d(z,z) <d(z,y) <d(y,z).

Entonces
d(y,z) >max{d(y,x),d(v,2)},

lo cual muestra que d no satisface la desigualdad ultramétrica.
Esto concluye la prueba de la proposicion. O]

6. Sucesiones y series en R [[X]]

Comenzamos con un lema.
Lema 6.1. Dadas f,g € R[[X]],

A(f) =AWl <A(f—9). (10)
Demostracion. Podemos escribir como

A ~9) < A() = Alg) < AU —9).

La desigualdad (iii) es equivalente a A (g) < A(f)+A(f — g), que es
cierta. La desigualdad (iv) es equivalente a A (f) < A(f —g) + A(9),
que también es cierta.

Asi, el lema esta probado. 0

Proposicién 6.2. Sea {f.},~, una sucesion convergente en R[[X]].
Entonces, la sucesion real {A(fn)},>o converge a cero, o es eventual-
mente constante.

Demostracion. Supongamos que la sucesién {A (f,)},, no converge a
cero. De acuerdo con el lema
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Por lo tanto, la sucesion {A (f,)},5 es de Cauchy en R. Sea [ € R su
limite, el cual debe ser mayor que 0. Entonces existe M; > 1 tal que

Al >

para n > M;. Ademas existe My > 1 tal que

[
Alfm=fa) <5
para m,n > M.

Si M = max {Ml,M2}7

=A (f n)
para m,n > M, donde hemos usado en (v) la proposicién .
Esto concluye la prueba de la proposicion. O]

Por ejemplo la sucesion {niﬂ}mo muestra que la proposicion no
es cierta en R con el valor absoluto usual.

Proposicién 6.3. Una sucesion {fn},, en R[[X]] es convergente, si
y solo si

Afari— 1) = 0. (11)

Demostracion. El que la condicion es necesaria, es inmediato. Pro-
bemos que es suficiente. Para ello probaremos que la sucesién es de
Cauchy.

Dado ¢ > 0, existe M > 1 tal que A (f,+1 — fn) < e paran > M. Si
m>n>M,

A(fm - fn) = A(fm - fm—l +fm—1 - fm—? + - +fn+1 - fn)
S HléX{A (fm - fm—l) 7A(fm—1 - fm—2) g oo 7A(fn+1 - fn)}

(vi)
<e,

donde, en (vi), hemos usado (3).
Esto completa la prueba de la proposicion. O

La condicién ((11)), aunque necesaria, no es suficiente en R con el valor

absoluto usual. Por ejemplo, si x,, = Z?:I%,

e

aunque la serie arménica ) j>1% no converge en R.

Proposicién 6.4. Una serie -, f; con f; € R[X]] converge en
R [[X]] si y solo si su término general tiende a cero.
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Demostracion. Resulta de usar la proposicién [6.3] en la igualdad

n n—1
M Ii=D fi=tfn O
j=0 j=0

Desde luego, esto no es cierto en R con el valor absoluto usual, como
lo muestra la serie arménica.

Definicién 6.5. Decimos que una serie ., f; con f; € R[[X]] con-
verge absolutamente si la serie real 3, A (f;) converge.

Por ejemplo, dada f; = X7, la serie ) >0 fj converge absolutamente
porque ijoA (fj) = 2202_3.
Proposicién 6.6. Dada una serie ) ;- f; con f; € R{[X]] los siguien-
tes enunciados son ciertos.

1. Si la serie converge absolutamente, es convergente.

2. La reciproca de 1) no es cierta.
Demostracion. Para probar 1), escribimos

n n—

A(fa) = AU = DA

1
§=0 0

<

y usamos la proposicién [6.4}

En cuanto a 2), la idea es construir una sucesién { f; },, que converge
a cero en R [[X]], pero tan lentamente que la serie con término general
A (f;) no converge en R.

Comenzamos definiendo la siguiente particion {/; }jzo de N.

IO = [073] )
I; = [3j + 1,3j+1} para j > 1.

Es decir, los conjuntos [; son [0,1,2,3], [4,5,6,7,8,9],
[10,11,12, ..., 26,27], [28,29, 30, ..., 80,81], etc.
Definimos f; = X7 para [ € I;. O sea, la sucesion {fitiso €8

1,1,1,1, X, X, X, X, X, X, X%, X% X% ... X% ...

Veamos que esta sucesién converge a cero en R [[X]].

Dado ¢ > 0, existe J = J, > 0 tal que 277/ < ¢ y existe N = N; > 0
tal que N € [I;. Es decir, A(fy) = 277 y, por lo tanto, A(f;) <
A(fy) <277 <¢e paral > N.

Probemos ahora que la serie de términos positivos >, A (f;) no
converge en R. Para ello agrupamos sus términos en la siguiente forma,
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que no altera su comportamiento (véase por ejemplo, [3, p. 179, teo.
5.1]).

AR =D DAL

1>0 >0 | el
Para j > 0 fijo,

ZA (i) = ZA (X7) = Zg—j = (31 —37) 27

lGIj lEIj lEIj

(1)

que no converge a cero cuando j — oo.
Esto completa la prueba de la proposicién. O

Proposicién 6.7. Toda serie Y-, f;, con f; en R[[X]], que converge,
es incondicionalmente convergente. Es decir, para cada biyeccion ¢ :
N — N, la serie ijofsa(j) también converge y al mismo limite.

Demostracion. Bastara probar que Zogjgnfj — Zogjgnfw(j) converge
a cero cuando n tiende a infinito.

Como la serie ) >0/ converge, su término general tiende a cero. Es
decir, dado ¢ > 0 existe N > 0 tal que A (f;) < ¢ para todo j > N.

Ademas, podemos elegir Ny > N > 0, tal que el conjunto
{¢(0),¢(1),...,¢(N1)} contiene todos los niimeros j con 0 < j < N.

Por lo tanto, para cada n > Ny, la diferencia ., fi =2 o<icnfoli)
solamente contiene términos f; con j > N y términos f,;y con ¢ (j) >
N. Entonces, como A satisface la desigualdad ultramétrica, el valor de
A en todos esos términos tiene que ser menor que €.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

En R con el valor absoluto usual, hay convergencia incondicional si
se supone que la serie converge absolutamente (véase por ejemplo, [7,
p. 78, teo. 3.55]). Si la serie solo converge, el resultado no es cierto en
general. Ese es el caso de la serie Zj>1(_3_'1)] (véase por ejemplo, [7, p.
76, ej. 3.53]).

Concluimos esta seccién con un resultado sobre series de potencias
en R [[X]].

Proposicién 6.8. Dada f € R[[X]], la serie

converge exactamente cuando A (f) < 1.
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Demostracidn. La proposicién [6.4 nos dice que solo hay que comprobar
que el término general tiende a cero para 7 — 0o, exactamente cuando

A(f) < 1.Usando (6) y (4),

(5 -uor.

4!

lo cual tiende a cero para j — oo exactamente cuando A (f) < 1.
Esto concluye la prueba de la proposicion. O

Es claro que este resultado es my diferente del caso de la serie

>

gl
=0 7"

con r € R, que converge, en el valor absoluto usual, al valor e* de la
funcién exponencial, para todo x.

Aunque la propiedad de Arquimedes juega un papel fundamental en
el desarrollo del Anélisis Real, es interesante el haber confirmado lo
que mencionamos en la introduccién, que aun es posible hablar de un
cierto «analisis real» en estructuras algebraicas que, como R [[X]], no
son arquimedianas.

7. Epilogo

Nuestro estudio de R [[X]] puede continuarse en dos direcciones. En una
direccién, consideramos otros anillos, como el anillo Z de los niimeros
enteros, o campos, como el campo Q de los niimeros racionales, defi-
niendo en ellos valores absolutos apropiados y estudiando sus completa-
ciones. Este es el enfoque que toma, por ejemplo, Fernando Q. Gouvea,
en su libro [4], lo cual nos lleva a hablar de nimeros p-ddicos. También
podriamos considerar anillos y campos abstractos, definiendo valores
absolutos en forma axiomadtica. El articulo expositorio [2] presenta este
enfoque. De la larga lista de referencias que este articulo incluye, des-
tacamos el libro [6] de Alain M. Robert, que, entre muchas otras cosas,
tiene resultados del tipo discutido en la proposicién [6.8]

Reconocimiento: Agradezco a los revisores sus comentarios, que
me han permitido corregir dos errores, varias erratas y algunos detalles
estilisticos.
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