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1. Introduccion

En matematicas, como en cualquier area cientifica, existe un universo
extenso de objetos de estudio que varian dependiendo del sector donde
nos encontremos. Estos pueden ser desde fenémenos fisicos, biolégicos,
econémicos u objetos mas abstractos, como espacios topoldgicos. Atin
restringiendo el campo de la matematica a la topologia las opciones de
estudio son considerables.

Una parte crucial en la investigacion es clasificar los objetos de estu-
dio en cuestion.

Cabe mencionar que en topologia cuando dos espacios X y Y son
iguales, nos referimos a que en realidad son homeomorfos, es decir,
existe una funcién f : X — Y que es biyectiva, continua y con inversa
continua.

En algunas ocasiones no es tan sencillo exhibir esta funcién por lo
que nos apoyamos en propiedades topoldgicas que son preservadas bajo
funciones continuas. Por ejemplo, si un espacio X es conexoy Y es otro
espacio homeomorfo a X, entonces Y debe ser conexo, pues la conexi-
dad es una propiedad topolédgica. De este modo, las propiedades que se
preservan bajo homeomorfismos nos ayudan a catalogar topolégicamen-
te dos espacios. Esto es muy 1til, pues si dos espacios son homeomorfos
deben de tener las mismas propiedades topoldgicas.

Con el objetivo de clasificar algunos espacios topoldgicos, uno podria
iniciar con propiedades muy generales, y poco a poco afinar esta cla-
sificacién. En este sentido, podria suceder que determinada propiedad
sea suficiente para catalogar ciertos espacios, aunque en la mayoria de
los casos no es asi.
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Por ejemplo, dentro del espacio R? se encuentran la circunferencia
unitaria S' = {(z,y) € R? : 2% + y? = 1}, el intervalo [0,1] (que de-
notaremos por la letra I) y el disco unitario D' = {(z,y) € R? :
2?2 4+ y? < 1}. Estos tres espacios son localmente conexos, arco conexos
y se pueden encajar en R?, por lo que estas propiedades no son suficien-
tes para diferenciarlos topoldgicamente. De esta manera, es necesario
utilizar otras propiedades topoldgicas para poder distinguir estos espa-
cios.

El propédsito de este articulo es presentar ciertas nociones puntuales
que nos permitirdan diferenciar topoldgicamente estos tres espacios. En
particular, introduciremos las nociones de puntos de no corte, puntos
orilla y puntos de no bloque.

2. Conceptos basicos

Este trabajo esta desarrollado sobre espacios topolégicos llamados con-
tinuos, por lo que presentaremos algunas definiciones.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio.
Un subcontinuo es un subconjunto compacto, conexo y no vacio de
un continuo. El conjunto de subcontinuos de un continuo X, se le llama
el hiperespacio de continuos, C' (X), y se le considera con la métrica de
Hausdorff. Detalles sobre esta métrica, se pueden encontrar en [I1] y
[17].

Algunos ejemplos de continuos son: el intervalo [0, 1], la circunferencia
unitaria S y el continuo sen(1/x), que es la cerradura de la gréfica
sen(1/z), figura 3. Cualquier continuo homeomorfo a S' se le conoce
como curva cerrada simple.

Una grafica finita es un continuo que es unién finita de intervalos,
de manera que cada par de ellos se intersectan a lo méas en un niime-
ro finito de puntos. Un arbol es un grafica finita sin curvas cerradas
simples, es decir, no contiene circunferencias. La figura [I] y la figura
representan un triodo (drbol) y una paleta (grafica finita que no es un
arbol), respectivamente.

/[

Figura 1. Triodo. Figura 2. Paleta.

Un continuo X es localmente conexo si para cada punto z € X y
cada abierto U de X que contiene a z, existe un abierto conexo V' de X
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tal que x € V C U. El triodo, la paleta y en general todas las gréficas
son continuos localmente conexos, por otro lado el continuo sen(1/z)
no es localmente conexo. Los puntos donde el continuo sen(1/z) no es
localmente conexo se encuentran en el intervalo que contiene al punto

a de la figura 3]

Figura 3. Continuo sen(1/z).

Un continuo X es unicoherente si siempre que X = AU B donde
Ay B son subcontinuos propios de X, se tiene que AN B es conexo.
Los arboles y el continuo sen(1/x) son unicoherentes, mientras tanto,
las graficas finitas que no son arboles no son unicoherentes.

Una dendrita es un continuo localmente conexo y sin curvas cerradas
simples. Los arboles son ejemplos de dendritas, pero existen dendritas
que no son arboles como la dendrita de Gehman, véase la figura[d] Para
conocer mas sobre las dendritas se puede leer [11].

Figura 4. Dendrita de Gehman.

3. Puntos de no corte, orilla y no bloque

Para definir los puntos de no corte en un continuo, definiremos primero
los puntos de corte, y como su nombre lo dice cortan al continuo en al
menos dos partes, pero veamos la definicién formal.

3.1 Puntos de corte y no corte

Dado un continuo X y un punto p € X. Diremos que p es un punto
de corte de X si X\ {p} no es conexo, es decir, es la unién de dos
conjuntos abiertos, ajenos y no vacios. En caso contrario, es decir, si
X\ {p} es conexo, diremos precisamente, que p es un punto de no
corte de X.
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No es dificil convencerse de que el punto % es un punto de corte de

I, pues al removerlo del intervalo, obtenemos dos intervalos abiertos,
ajenos y no vacfos, véase la figura o]

[ ® o
0 112 1
@ ®
0 1

Figura 5. El punto 1/2 es punto de corte del intervalo [0, 1].

En general, si elegimos cualquier punto p del intervalo abierto (0,1),
I —{p} =10,p) U (p, 1] que es un espacio no conexo. En consecuencia,
cada punto del intervalo abierto (0, 1) es un punto de corte de I.

Se podré observar que lo anterior no sucede con los puntos extremos
del intervalo, pues I'\ {0} = (0,1] e I\ {1} = [0, 1) son espacios conexos.
De este modo, el 0 y el 1 son los tinicos puntos de no corte del intervalo
y de hecho se tiene el siguiente resultado: El intervalo es el tinico
continuo con exactamente dos puntos de no corte, la prueba de
este resultado se puede encontrar en [17], y en general se sabe que: Todo
continuo tiene al menos dos puntos que no son de corte, para
mas detalle de este resultado y la prueba se puede consultar [16]. Sin
embargo, esto no pasa para los puntos de corte, pues existen continuos,
como S, sin puntos de corte, en este caso si p € S?, entonces S\ {p}
es conexo y resulta homeomorfo al intervalo (0, 1).

Notemos que para cada n € N, existen continuos con exactamente n
puntos de no corte, ejemplos de estos son los llamados n — odos (unién
de n arcos que se intersectan dos a dos en un tunico punto llamado
vértice del n — odo, de tal forma que el vértice debe ser un extremo de
cada uno de los n arcos ). Para el caso n = 3, tenemos al triodo, (figura
1) en este caso, solo tiene tres puntos de no corte, los extremos de
los intervalos. También podemos tener continuos con una cantidad no
numerable de puntos de no corte, como cualquier curva cerrada simple,
o el continuo sen(1/x).

3.2 Puntos Orilla

Para el caso de los puntos orilla, uno podria intuir que los puntos orilla
se encuentran en la orilla del continuo. Esta idea, podria funcionar
en algunos continuos, pero nuestra intuicion podria ser enganosa. Por
ejemplo, en el intervalo los puntos orilla son efectivamente el 0 y el
1. En este caso, la idea intuitiva de orilla parece correcta, pero como
veremos mas adelante, esto no siempre sucede. Veamos la definicién de
punto orilla.



CARACTERIZACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS ... 9

Dado un continuo X y un punto p € X. Diremos que p es un punto
orilla de X si existe una sucesién de subcontinuos de X, {A,}, .y
tales que p ¢ A, para cadan € Ny lim,,_,, A, = X, con la métrica de
Hausdorft.

Ahora, consideremos el disco unitario, D!, y preguntémonos ;cudles
son los puntos orilla de D'? Si esta pensando en la orilla del disco,
asi como la orilla de una tortilla, efectivamente, esos puntos son orilla,
pero ;seran todos los puntos orilla?, la respuesta es no y en este caso
D! es un continuo donde todos sus puntos son orilla. Veamos con més
detalle esta afirmacién: Todo punto del disco unitario es orilla.

De acuerdo a la definicién de punto orilla, dado cualquier punto p en
D', nos gustarfa construir subcontinuos, {An},ens contenidos en D!,
donde ninguno de ellos contenga al punto p y ademas, lim,,_,o A,, = D*.
Una forma de construir estos continuos es la siguiente.

Considere p € D! y A, la cerradura de la interseccién de D! y el
complemento en D; de la circunferencia con centro en p y radio n+r1,
para cada n € N. Tendremos dos tipos de continuos, A,,, como se puede
ver en la figura[6] Sin embargo, en cualquiera de los dos casos p ¢ A,
para ninguna n € N.

Ademads, notemos que de esta construcciéon obtenemos una sucesion
anidada de continuos {A,},y, es decir, 4y C Ay C A3 C --- C D"
Observe que con esta propiedad y respecto a la métrica de Hausdorff,
Ay estd mas cerca a Dy que Aj, Az estd mas cerca a D que As. En
general, A,, estd ain més cerca a D; que A, para cada m > n. Esto
nos brinda un idea intuitiva de que lim,_,. 4, = D'. De lo anterior,
tenemos una sucesién de continuos, {A,}, , contenidos en D' — {p}
y lim,, o0 A, = D!, es decir p es un punto orilla de D*.

\
An P
An

Figura 6. Construccién de los continuos A,,.

Otro continuo donde todos sus puntos son orilla es la circunferencia,
no es dificil convencerse que todo punto en la circunferencia unitaria,
S1. es un punto orilla de S*.

Un resultado importante que se puede consultar en [I3] de puntos
orilla es el siguiente: Todo continuo tiene al menos dos puntos
orilla. Este resultado generaliza el resultado equivalente a puntos de
corte, el cual dice, que todo continuo tiene al menos dos puntos de corte,



10 ROCIO LEONEL

pues todo punto orilla es un punto de no corte. Y aunque no daremos
la prueba formal, explicaremos que todo punto de corte no puede ser
punto orilla. Ya que si tenemos un punto de corte de un continuo, al
removerlo del continuo nos quedan al menos dos abiertos, ajenos y no
vacios, digamos H y K. Ahora, si tuviéramos una sucesién de continuos
que no contienen al punto de corte, entonces de la conexidad de cada
continuo, tendriamos que estos se quedan contenidos en H o en K,
de este modo el limite de la sucesion nunca podra ser el total. Asi, si
tenemos un punto de corte, entonces no puede ser un punto orilla, por
lo que: Todo punto orilla es de no corte.

Ahora, no siempre sucede que todo punto de no corte es un punto
orilla. En el doble abanico arménico, véase la figura [7, podemos obser-
var que el punto p no es de corte, pues al quitar el punto p al doble
abanico, este sigue siendo conexo. Sin embargo, el punto p no es un
punto orilla, pues al momento de construir una sucesiéon de continuos
que no contengan al punto p, estos se quedaran contenidos en el abanico
armonico de la izquierda o en el abanico arménico de la derecha (que
no contienen al punto p), y de este modo el limite de la sucesién no
podra converger al total.

— @
b

Figura 7. Doble abanico.

Como ya habiamos mencionado, el intervalo es el unico continuo
con dos puntos de no corte y respecto a puntos orilla, ya no podemos
asegurar que el intervalo sea el inico continuo con solo dos puntos orilla.
El continuo de la figura (8] (el doble continuo sen(1/x) ) también solo
tiene dos puntos orilla (los puntos ¢ y b) y no es un arco.

Figura 8. Doble sen(1/x).
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Sin embargo, se tiene la siguiente caracterizacion para el intervalo con
puntos orilla: Un continuo X es un arco si y solo si cada sub-
continuo B de X tiene solo dos puntos orilla, para mas detalles
de este resultado y la prueba se puede consultar [13].

3.3 Puntos de no bloque

En el caso de puntos de no bloque la definicién es la siguiente:

Dado un continuo X y un punto p € X. Diremos que p es un punto
de no bloque de X si existe una sucesiéon de subcontinuos de X,
{An}, e tales que p ¢ A, paracadan € N, Ay C A, C---C Xy

ademdas U A, es densa en X.
neN

La idea intuitiva de que un punto sea de no bloque, es que podemos ir
cubriendo a nuestro continuo, con los continuos de la sucesién {A,}, .
e ir creciendo a partir de A; pues A; C Ay C -+ C X\ {p}, de tal
manera que el punto p no nos bloquea el camino hasta que lleguemos
al total. Esto se puede observar muy bien en el intervalo, veamos muy
brevemente porqué el 0 es un punto de no bloque del intervalo.

Para cada n € N, considere el intervalo I, = [#1, 1}, entonces I,
es un subcontinuo de I que no contiene al cero. Ademas, la sucesion
{1}, oy satisfaceque I C I, C---C 1y nLgJ? = I, es decir la unién

es densa en I. Por lo que el cero es un punto de no bloque. De manera
analoga, se podra observar que el 1 también es un punto de no bloque.
En este caso, tenemos que los puntos de no corte, los puntos orilla y
los puntos de no bloque del intervalo son el 0 y el 1.

Regresando al caso del disco unitario, observe que las sucesiones que
construimos cumplen nLeJNAn = D' es decir, la unién es densa. En

consecuencia, todo punto del disco unitario también es punto de no
bloque.

Note también, que cualquier punto p del disco D' no es de corte, pues
cuando se lo quitamos obtenemos un espacio conexo. De este manera,
concluimos que todo punto del disco unitario es un punto de no corte,
un punto orilla y punto de no bloque. Este mismo suceso pasa en S*,
no es dificil verificar que todo punto en S!, es un punto de no corte,
punto orilla y punto de no bloque.

Para el caso de puntos de no bloque, J. Bobok, P. Pyrih y B. Vejnar
en [7], prueban que: Todo continuo tiene al menos dos puntos de
no bloque, esto generaliza el resultado que se tenia de puntos orilla,
pues se puede observar de la definicién de punto orilla que todo punto
de no bloque es un punto orilla.



12 ROCIO LEONEL

Sin embargo, no todo punto orilla es un punto de no bloque. En [7],
se presenta un ejemplo de un dendroide con un punto que es punto
orilla pero no es un punto de no bloque.

Como acabamos de mencionar todo punto de no bloque es punto
orilla y también de no corte. Ademds, en I, S' y D!, si se cumplen
las implicaciones inversas, es decir los puntos de no corte, también son
puntos orilla y son puntos de no bloque. Esta misma situacién pasa en
los continuos localmente conexos. Es decir, en un continuo localmente
conexo, ser un punto de no corte, ser un punto orilla o ser punto de no
bloque son equivalentes, y es precisamente en los continuos no local-
mente conexos (como el doble abanico) donde no se tiene esa condicién.

4. I, S y D! no son homeomorfos

Veamos ahora porqué el intervalo no puede ser homeomorfo ni a S* ni
a D', pero tampoco S' y D! pueden ser homeomorfos.

Recuerde que el intervalo es el tnico continuo con solo dos puntos
de no corte y en S! todos sus puntos son de no corte. Por lo tanto, el
intervalo y la circunferencia unitaria no son homeomorfos. Este mismo
argumento, nos sirve para D!, pues también, cualquier punto del disco
unitario es de no corte. En consecuencia, el intervalo tampoco puede
ser homeomorfo a D*.

Ahora, puede que no sea muy claro porqué S' y D! no son homeo-
morfos, pues en estos casos, son continuos donde todos sus puntos son
de no corte, orilla y de no bloque. Asi que observemos con mas detalle
otras caracteristicas de una circunferencia. Ya vimos que al momento
de quitarle solo un punto a la circunferencia unitaria, no la desconec-
tamos, pero, ;qué pasa si le quitamos dos? Cémo ya habréd notado, al
momento de quitarle dos puntos, obtenemos dos intervalos abiertos de
la circunferencia, es decir, si lo desconectamos. Esto fue demostrado
por S. B. Nadler en [I7, teo. 9.31, p. 156] y el teorema es el siguiente:
Un continuo no degenerado es una curva cerrada simple si no
es cortado por ninguno de sus puntos, pero si por cada par de
sus puntos.

Observe que con este resultado, es inmediato justificar que S* y D!
no son homeomorfos, pues para cualesquiera dos puntos p y ¢ en D',
se tiene que D'\ {p, ¢} sigue siendo conexo. Y podemos concluir que el
intervalo, una curva cerrada simple y un disco no son homeomorfos.
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5. Un poco de historia

Para terminar, presentamos un poco de historia acerca de los puntos de
no corte, puntos orilla y puntos de no bloque dentro de los continuos.

La historia de los puntos de no corte comenzo en el ano 1920, gracias a
R. L. Moore, quién demostrd, en [16], que cada continuo no degenerado
tiene al menos dos puntos de no corte. En [5], R. Bing presenta las
primeras caracterizaciones del arco y la circunferencia, y prueba que
el arco es el tnico continuo con dos puntos de no corte. A partir de
esto podremos encontrar en la literatura diversas caracterizaciones de
continuos utilizando puntos de no corte. Asi, para arboles y dendritas
tenemos que: un continuo es un arbol si y solo si tiene solo un niimero
finito de puntos de no corte, [I7, teo. 9.28, p. 154] y un continuo X es
una dendprita si y solo si cada subcontinuo no degenerado de X contiene
una cantidad no numerable de puntos de corte de X, véase [I7, teo. 10.8,
p. 168].

Con respecto a los puntos orilla, todo inicié en 1989 con el trabajo
doctoral de 1. Puga, quien definié los puntos orilla para dendroides
y fueron de gran utilidad para determinar el hiperespacio cénico de
un dendroide. En [I5] y [I8] se puede ver esta clasificacién. En [13],
extendimos la definicién de punto orilla para cualquier continuo y en el
mismo articulo probamos que todo continuo tiene al menos dos puntos
orilla.

En 2011, A. Ilanes y P. Krupski [12] definieron los conjuntos bloque
y los no bloque para varios tipos de continuos. A partir de este articulo,
se han obtenido diversos resultados acerca de estos temas. En [10], R.
Escobedo, M. de J. Lopez y H. Villanueva caracterizaron algunas cla-
ses de continuos localmente conexos utilizando conjuntos de bloque y
conjuntos de no bloque. J. Camargo, D. Maya y L. Ortiz, en [9], se enfo-
caron en el estudio de conjuntos de no bloque en ciertos hiperespacios.
A partir de 2015, D. Anderson ha estudiado los conjuntos orilla y los
conjuntos de no bloque en espacios compactos, conexos y Hausdorff,
llamados continuos de Hausdorff, véase [1], [2], [3] v [4]. En 2016, J.
Bobok, P. Pyrih y B. Vejnar continuaron con el estudio de los puntos
de no bloque, véase [§], [7] y [6]. En [7], hacen un recorrido extenso
con estos puntos, prueban que todo continuo tiene al menos dos puntos
de no bloque y que todo punto de no bloque es un punto orilla, gene-
ralizando el resultado antes mencionado de que todo continuo tiene al
menos dos puntos orilla. Una diferencia notoria entre los continuos y los
continuos Hausdorf, es que estos ultimos puede que no tengan puntos
de no bloque, como lo demostré D. Anderson en [2], donde construye
un continuo de Hausdorff sin puntos de no bloque. Sin embargo, en
2019, prueba que en continuos Hausdorff, la existencia de puntos orilla
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garantiza la existencia de puntos de no bloque y viceversa. En 2018,
C. Piceno estudio los conjuntos de no bloque en espacios mas particu-
lares como continuos homogéneos, véase [19]. Finalmente en 2020, S.
Macias en [I4], continua con el estudio de continuos homogéneos y no
bloqueadores.

Como se podra observar, desde 1920 se ha trazado un largo camino
en el estudio de los continuos utilizando los puntos de corte, puntos de
no corte, puntos orilla y puntos no bloque, por lo que resulta natural
que los utilicemos para clasificar determinados continuos.
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