
Mis
el�anea Matem�ati
a 36 (2002) 49{62 SMM
La geometr��a y la din�ami
a del pinballAntonio Gar
��aDepartamento de Matem�ati
asUniversidad Aut�onoma Metropolitana-IztapalapaApdo. Postal 55-53409340 M�exi
o D. F.M�exi
oagar�xanum.uam.mx

1. El front�on y el pinballEntre los primeros videojuegos 
omer
iales est�a una espe
ie de billar
uadrado llamado el front�on: en la pantalla de la televisi�on se muestranlos tres lados de un re
t�angulo y una pelota que rebota 
on ellos. Enla pared faltante se ubi
a un peque~no re
t�angulo que es 
ontroladopor el jugador y que se mueve ha
ia arriba o ha
ia abajo 
on el �nde impedir que la pelota salga del re
t�angulo mayor. La pelota rebota
on las paredes del re
t�angulo formando �angulos iguales, ver la �gura1. R�apidamente se observa que en la traye
toria B, perpendi
ular a lapared de enfrente y al peque~no re
t�angulo, la pelota 
ho
a un n�umeroin�nito de ve
es.Otro juego similar, aunque sin duda m�as popular es el pinball, el
ual tiene un papel 
entral en la opera ro
k \Tommy". Este juego tieneun tablero 
on dos palan
as que tratan de 
ontrolar una pelota y evi-tar que �esta 
aiga en las salidas. En el tablero tambi�en existen varios
��r
ulos, la pelota rebota 
on ellos formando �angulos iguales 
on su tan-gente, ver la �gura 2, a esta forma de rebotar 
on 
��r
ulos o re
tas lellamaremos la ley de re
exi�on. En este ensayo veremos que al estudiarlas traye
torias del pinball apare
en de manera natural algunos 
on-
eptos fundamentales de la rama de las matem�ati
as 
ono
ida 
omosistemas din�ami
os. 49
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Figura 1: El fronton

Figura 2: El pinball
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Figura 3: sensibilidad de las �orbitasUn jugador prin
ipiante de pinball trata de evitar que la pelota siga�orbitas que se mueven por todo el tablero sin un 
omportamiento 
laro
omo la C; y bus
a �orbitas similares a la D en donde hay un n�umeroin�nito de rebotes 
on el 
��r
ulo 3. El jugador pronto se per
ata queesto no es posible y que s�olo se obtienen traye
torias que pare
en errarpor todo el tablero. >Existir�an otras �orbitas 
on in�nitos rebotes entrela pared y el 
��r
ulo 3, o entre los 
��r
ulos 2 y 3? >Por qu�e las �uni
as�orbitas observables son las que no tienen un 
omportamiento 
laro?Para 
ontestar estas preguntas ne
esitamos estudiar a las traye
to-rias en el pinball y el front�on y la manera en que son determinadas porel estado ini
ial de la pelota.Existen mu
hos fa
tores, 
omo son la fri

i�on de la pelota o irregu-laridades en la mesa, que pueden afe
tar a una traye
toria. Nosotrosharemos una abstra

i�on y supondremos que s�olo la posi
i�on y la ve-lo
idad ini
ial de la pelota determinan a las traye
torias; y que entre
hoques 
on las paredes o los 
��r
ulos la pelota se mueve 
omo unapart��
ula libre. Llamaremos 
ondi
i�on ini
ial a la posi
i�on y velo
idadini
iales de la pelota. Los posibles errores de redondeo y de medi
i�onpueden impedir que 
onoz
amos exa
tamente la 
ondi
i�on ini
ial de lapelota, pero uno esperar��a que una buena aproxima
i�on ser��a su�
iente.Aqu�� se en
uentra la mayor diferen
ia entre el pinball y el front�on,que nosotros llamaremos la sensibilidad de las �orbitas 
on respe
to a las
ondi
iones ini
iales: en la �gura 3 se observa que dos traye
torias muy
er
anas 
ontinuan as�� al rebotar 
on una l��nea re
ta, mientras que dostraye
torias 
er
anas se separan 
uando 
ho
an 
on un 
��r
ulo, es f�a
ilver que di
ha separa
i�on es propor
ional a la 
urvatura del 
��r
ulo. Siestas traye
torias 
ho
an de nuevo 
on otro 
��r
ulo enton
es la velo
i-
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Figura 4: Traye
toria 
on 
ondi
i�on ini
ial (�; �).dad de la separa
i�on aumenta y 
on 
ada 
hoque 
on un 
��r
ulo estavelo
idad aumenta m�as. Al 
abo de unos 
uantos rebotes 
on 
��r
ulos,las dos traye
torias estar�an muy separadas. Por tanto diferentes apro-xima
iones de una misma traye
toria se 
omportar�an de manera dife-rente despu�es de unos 
uantos 
hoques 
on 
��r
ulos. En vez de bus
artraye
torias individuales o alg�un m�etodo de aproxima
i�on, estudiare-mos globalmente las traye
torias 
on
entrandonos en los 
hoque de lapelota 
on los 
��r
ulos.Debido a los posibles 
hoques 
on 
��r
ulos las �orbitas en el pinballson extremadamente sensibles a peque~nos 
ambios en las 
ondi
ionesini
iales. �Esta es la raz�on por la que el front�on es un juego mu
ho m�asf�a
il que el pinball.2. Modelo simpli�
ado de pinballPara ver el efe
to que produ
en en la traye
toria de la pelota los
hoques en los 
��r
ulos, analizaremos varios modelos del pinball: primeroveremos el movimiento de una part��
ula que se mueve en el semiplanox � 0 y que es libre, salvo 
uando 
ho
a 
on el 
��r
ulo (x� 2)2+y2 = 1y 
on el eje Y , en donde rebota de a
uerdo a la ley de re
exi�on.En 
ontra de la 
ostumbre mediremos los �angulos en el sentido delas mane
illas del reloj. Las traye
torias que to
an al 
��r
ulo est�an de-
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Figura 5: Modelo simpli�
ado del pinballterminadas por el punto � del 
��r
ulo en que lo ha
en y por el �angulo� que la traye
toria forma 
on el ve
tor que sale del 
entro del 
��r
ulo.El ve
tor (�; �), que nosotros llamaremos la 
ondi
i�on ini
ial, represen-tar�a al ini
io de la traye
toria, ver la �gura 4. Claramente una mismatraye
toria puede 
ho
ar varias ve
es 
on el 
��r
ulo, de donde varias
ondi
iones ini
iales pueden representar la misma traye
toria.Estamos interesados en los su
esivos 
hoques de una traye
toria
on el 
��r
ulo, en esta idea de�nimos al mapeo f (�; �) 
omo el mapeoque manda una 
ondi
i�on ini
ial en la 
ondi
i�on ini
ial del siguiente
hoque. O sea, f (�; �) = (�1; �1) si la traye
toria que empieza en elpunto � del 
��r
ulo 
on dire

i�on � to
a al eje Y y 
ho
a 
on el 
��r
uloen el punto �1, 
on dire

i�on �1. En la �gura 5 se muestra una traye
-toria en donde � es positivo, mientras que �, �1 y �1 son negativos, sepuede ver 
on fa
ilidad que f (�=2;��=2) = (�=2; �=2), f (0; 0) = (0; 0)y f (�=3;��=2) = (��=3;��=2), mientras que los puntos (�=2; 0) y(0; �=2) no est�an en el dominio de la fun
i�on f (�; �).Denotaremos por A1 al dominio de f y por B a su imagen. Lafun
i�on f (�; �) es inye
tiva y 
ontinua, adem�as se puede probar quepreserva el �area de los sub
onjuntos de A1. La expresi�on exa
ta def (�; �) es 
ompli
ada y no la 
al
ularemos, pero veremos que podemosen
ontrar mu
ha informa
i�on sobre las traye
torias de nuestro modelo
ono
iendo la geometr��a y la evolu
i�on de los 
onjuntos A1 y de B.Primero observemos 
on un r�apido dibujo que estos 
onjuntos est�an
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Figura 6: Los �angulos � (�) y � (�).
ontenidos en el 
uadrado D = [��2 ; �2 ℄ � [��2 ; �2 ℄. Pero que no todopunto (�; �) 2 D est�a en el dominio o en la imagen de f , por ejemplo siel punto (�=2; �) est�a en el dominio de f enton
es � = ��=2 y si est�a enla imagen enton
es � = �=2. Para 
ada � en [��=2; �=2℄ de�nimos� (�) = m��nf�= (�; �) est�a en el dominio de fg y � (�) = m�axf�= (�; �)est�a en el dominio de fg, ver la �gura 6.En el 
�al
ulo de � (�) y de � (�) es �util observar las traye
torias quetienen estos puntos 
omo 
ondi
iones ini
iales 
ho
an 
on el eje Y yson tangentes al 
��r
ulo en el siguiente 
hoque. Adem�as si � est�a en elintervalo [� (�) ;� (�)℄ enton
es el punto (�; �) est�a en el dominio de f .De la dis
usi�on anterior se sigue que el dominio de f es el 
onjuntoA1 = n(�; �) j � �2 � � � �2 ; � (�) � � � � (�)o : (1)Una sen
illa pero muy importante observa
i�on es que A1 es el 
onjuntode 
ondi
iones ini
iales de traye
torias que 
ho
ar�an por lo menos unavez m�as 
on el 
��r
ulo.Vamos a obtener una familia de 
onjuntos An de 
ondi
iones ini-
iales que 
ontendr�a la informa
i�on sobre la evolu
i�on de las traye
toriasque 
ho
ar�an en el futuro 
on el 
��r
ulo. El 
onjunto An estar�a forma-do por los puntos que 
ontinuar�an en el dominio de f al evaluar estafun
i�on por lo menos n ve
es.Ne
esitaremos 
ono
er la forma del 
onjunto A1. Con un po
o detrigonometr��a, de la �gura 6 obtenemos que � (�) = �� (��) y adem�as:
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Figura 7: Dominio e imagen de f
� (�) = 8<:�2 ; ��2 � � � ��3ar
 sen�4 
os ��1�8 sen �p4�2 
os(�)17�8 
os(�) � ; ��3 � � � �2� (�) = 8<:ar
 sen�1�4 
os ��8 sen �p4�2 
os(�)17�8 
os(�) � ; ��2 � � � �3��2 ; �3 � � � �2Gra�
ando estas fun
iones se ve que el 
onjunto A1 es una fran-ja transversal que se extiende desde � = ��=2 hasta � = �=2 
onv�erti
es en los 
uatro puntos �1 = (��=2; �=2), �1 = (��=3; �=2),
1 = (�=2;��=2) y �1 = (�=3;��=2), ver la �gura 7. Notemos queni la distan
ia del 
��r
ulo al eje Y ni el di�ametro del 
��r
ulo son im-portantes, su varia
i�on �uni
amente modi�
ar��a la an
hura de la franjaA1.Similarmente la imagen de f es el 
onjuntoB = n(�; �) j � �2 � � � �2 ; �� (�) � � � �� (�)o ; (2)y por tanto es una franja 
on verti
es f (�1) = (��=2;��=2), f (�1) =(�=3; �=2), f (
1) = (�=2; �=2) y f (�1) = (�=3;��=2). Ver la �gura 7.En esta �gura se ve que A1 y B se 
ortan transversalmente. M�as a�un, la
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Figura 8: La familia de 
onjuntos Animagen de los peque~nos segmentos horizontales [�1; �1℄ y [�1; 
1℄ son losgrandes segmentos transversales [f (�1) ; f (�1)℄ y [f (�1) ; f (
1)℄, mien-tras que los grandes segmentos transversales [�1; 
1℄ y [�1; �1℄ tienen
omo imagen a los peque~nos segmentos horizontales [f (�1) ; f (
1)℄ y[f (�1) ; f (�1)℄. Al evaluar f , el 
onjunto A1 se 
ontrae en una dire
-
i�on y se expande en otra, ver �gura 7.La interse

i�on de A1 y B, que es el 
onjunto de 
ondi
iones ini
alesde la part��
ula que vienen de un 
hoque y vuelven a 
ho
ar, es unpeque~no rombo; sus verti
es tienen la forma f (�2), f (�2), f (
2) yf (�2), en donde f (�2) y f (�2) est�an en el segmento [f (�1) ; f (�1)℄ yf (
2) y f (�2) est�an en el segmento [f (
1) ; f (�1)℄, por tanto [�2; �2℄ �[�1; �1℄ y [�2; 
2℄ � [�1; 
1℄. Sea A2 la preimagen de A1 \ B, enton
esA2 es el sub
onjunto de A1 de 
ondi
iones ini
iales que 
ho
ar�an por lomenos dos ve
es 
on el 
��r
ulo; el sub
onjunto A2 es nuevamente unafranja que se extiende desde � = ��=2 hasta � = �=2. Pro
ediendo porindu

i�on, si Ak es el sub
onjunto de Ak�1 de las 
ondi
iones ini
ialesque rebotan por lo menos k ve
es y tiene la forma de una franja quese extiende desde � = ��=2 hasta � = �=2, enton
es los elementosde Ak \ B vienen de un 
hoque previo y posteriormente 
ho
an 
onel 
��r
ulo k ve
es; sea Ak+1 la preimagen de Ak \ B, este 
onjuntoest�a formado por las 
ondi
iones ini
iales que van a 
ho
ar por lo menosk + 1 ve
es 
on el 
��r
ulo y es nuevamente una franja que se extiendedesde � = ��=2 hasta � = �=2, ver la �gura 8. Como la interse

i�on
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Figura 9: Modelos equil�atero y 
olineal de pinball.de
re
iente de 
ompa
tos no va
ios es 
ompa
ta y no va
ia, enton
esla interse

i�on A� = \k2NAk es no va
ia y adem�as se extiende desde� = ��=2 hasta � = �=2, ver la �gura 8.Estamos interesados en obtener aquellas traye
torias que presentenel mayor n�umero de rebotes, los elementos de A� son las 
ondi
iones ini-
iales que presentan un n�umero in�nito de rebotes. Observemos que lasevalua
iones su
esivas de los elementos de este 
onjunto permane
er�ansiempre en el dominio de f y que se van a
er
ando al punto (0; 0). El
onjunto A� es llamado la variedad estable del punto (0; 0). En la pr�a
ti-
a, la sensibilidad de las traye
torias 
on respe
to a las 
ondi
ionesini
iales impide que estas traye
torias sean observables, pero traye
to-rias 
on 
ondi
iones ini
iales 
er
anas a A� har�an un gran n�umero derebotes antes de abandonar el dominio de f .3. Modelo de pinball 
on varios 
��r
ulosRevisemos ahora el 
aso 
uando la part��
ula pueda 
ho
ar 
on va-rios 
��r
ulos. Para dos 
��r
ulos los resultados son identi
os al modelosimpli�
ado de la se

i�on anterior. Si el n�umero de 
��r
ulos aumentala situa
i�on se 
ompli
a, veremos dos 
asos representativos: el pinballlineal, 
uando los 
ir
ulos son 
olineales; y el pinball equil�atero, 
uandolos 
entros de los 
��r
ulos forman un tri�angulo equil�atero,ver �gura 9.
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Figura 10: Dominios e imagenes de f en el 
aso 
olineal.Usaremos las mismas 
oordenadas que en el modelo simpli�
ado dela se

i�on anterior, ver la �gura 4, pero ahora trabajaremos 
on variosre
t�angulos que 
orresponden a las traye
torias que se ini
ian en 
adauno de los 
��r
ulos. Con este �n, D1, D2 y D3 denotar�an los 
onjuntosde las 
ondi
iones ini
iales que empiezan en el 
��r
ulo uno, dos o tresrespe
tivamente, 
ada uno de ellos es el re
t�angulo [0; 2�℄�[��=2; �=2℄.Y para generalizar la fun
i�on f es
ribiremos fij (�; �) = (�1; �1) si latraye
toria que ini
ia en el punto � del 
��r
ulo i 
on dire

i�on � llegaal punto �1 del 
��r
ulo j 
on dire

i�on �1 sin haber to
ado ning�un otro
��r
ulo. Los dominios y las imagenes de estas fun
iones para el 
aso
olineal se en
uentran en la �gura 10, y para el 
aso equil�atero en la�gura 11.En la �gura 10 se observa que en el 
aso 
olineal la imagen de f12interse
ta s�olamente al dominio de f21 y vi
eversa la imagen de f21interse
ta solamente al dominio de f12, por lo que la �uni
a op
i�on paraque la part��
ula que sale del 
��r
ulo uno 
hoque varias ve
es es quetenga 
hoques 
onse
utivos entre los 
��r
ulos uno y dos, se puede ha
erun an�alisis similar al realizado en la se

i�on 2 para probar la existen
iade un 
onjunto A�12 de 
ondi
iones ini
iales que parten del 
��r
ulo unoy que har��an un n�umero in�nito de 
hoques entre los 
��r
ulo uno y dos.Similarmente se en
ontrar��an los 
onjuntos A�21, A�23 y A�32.En el 
aso equil�atero se ve que la imagen de f12 interse
ta a losdominios de f21 y f23, por tanto existen traye
torias que ini
ian en el
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Figura 11: Dominios e imagenes de f en el 
aso equil�atero.
��r
ulo uno, 
ho
an 
on el 
��r
ulo dos y parten al 
��r
ulo uno o al 
��r
ulotres, et
etera. De he
ho, dada una su
esi�on fa1; a2; a3; a4; : : :g, donde
ada ai es uno, dos o tres, existir�a una traye
toria que pase en eseorden por los 
��r
ulos. El n�umero de traye
torias 
on in�nitos 
hoqueses ahora in�nito y nuevamente existe sensibilidad 
on respe
to a las
ondi
iones ini
iales. A la des
rip
i�on de las �orbitas del pinball por lasu
esi�on de 
hoques 
on los 
��r
ulos se llama din�ami
a simb�oli
a.4. billares y me
�ani
a 
elesteUna generaliza
i�on inmediata del pinball es estudiar el movimientode una part��
ula en el plano que se mueve libremente salvo 
uando
ho
a 
on una o varias 
urvas suaves, en donde la part��
ula es re
ejadade a
uerdo a la ley de la re
exi�on, este problema es llamado el problemade billar. Si M es el 
onjunto de 
urvas, podemos de�nir una fun
i�onsimilar a la de�nida en el pinballf : D �M � [��=2; �=2℄ 7!M � [��=2; �=2℄: (3)Por ejemplo, si la part��
ula est�a en el interior de un 
��r
ulo enton
esf(x; y) = (x + y; y), en donde x est�a en el 
��r
ulo, y y 2 [��=2; �=2℄,dejamos al le
tor interesado su veri�
a
i�on.



60 Antonio Gar
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omplejos, por ejemplo en[5℄ se prueba que en billares que tienen 
omo frontera el eje X y la fun-
i�on de distribu
i�on normal (la 
ampana de Gauss) existen traye
toriasque interse
tan un n�umero in�nito de ve
es el eje Y y adem�as son noa
otadas; tales �orbitas se llaman os
ilantes, se invita al le
tor a tratarde dibujar o mejor a�un, a en
ontrar una de estas �orbitas. Los billares
omparten mu
has propiedades 
on una rama de la f��si
a matem�ati
a:la me
�ani
a 
eleste.La edu
a
i�on formal en f��si
a de la mayor��a de los matem�ati
os a
a-ba 
on el estudio del movimiento de dos part��
ulas sujetas a fuerzas gra-vita
ionales mutuas, similar en nivel al 
ap��tulo 13 en [1℄ o al 
ap��tulo 9en [4℄. Este problema es transformado en el de estudiar el movimien-to de una part��
ula sujeta a una fuerza 
entral: el movimiento de un
ometa sujeto a la atra

i�on gravita
ional de una estrella. El movimien-to de tres o m�as part��
ulas sujetas a di
has fuerzas no es estudiado en
ursos de li
en
iatura pero debe ser muy similar >
orre
to?Sorpresas da la vida. Aunque las e
ua
iones diferen
iales del movi-miento de tres part��
ulas sujetas a fuerzas gravita
ionales mutuas sonf�a
iles de obtener y vienen en los libros de f��si
a men
ionados anterior-mente, las solu
iones tienen dos defe
tos:a) No se puede dar la solu
i�on general a este problema. Este pro-blema es no integrable y s�olo se pueden obtener expl��
itamente unas
uantas solu
iones.b) Esta solu
iones pueden ser in�utiles, pues peque~nas varia
ionesen las 
ondi
iones ini
iales pueden originar grandes 
ambios en el 
om-portamiento de las traye
torias. Las solu
iones pueden ser altamentesensibles al 
ambio de las 
ondi
iones ini
iales, dependiendo de la posi-
i�on ini
ial de las part��
ulas.En la �gura 12 se muestran tres diferentes traye
torias de 
ometasque pasan 
er
a de una estrella. Se observa que el 
ambio en la dire

i�onde los 
ometas depende de la distan
ia a las estrella y es m�as fuerteal a
er
arse a la estrella, el 
omportamiento de los 
ometas 
er
a de laestrella es pare
ido al que observamos en el pinball 
uando la part��
ula
ho
a 
on alg�un 
��r
ulo.Esto no es importante 
uando hay una estrella, pues en este 
asos�olo existen dos alternativas, el 
ometa s�olo se a
er
a una vez a la estre-lla o bien el 
ometa des
ribe �orbitas el��pti
as muy bien determinadas.Cuando existen dos o m�as estrellas el 
ometa puede aproximarse variasve
es a las estrellas, en 
ada uno de estos a
er
amientos se produ
eun 
ambio de dire

i�on que depende de la distan
ia a la estrella. Dos



La geometr��a y la din�ami
a del pinball 61

Figura 12: �Orbitas de 
ometas al aproximarse a una estrellatraye
torias de 
ometa 
asi iguales despu�es de varias aproxima
iones alas estrellas ser�an 
ompletamente diferentes. La analog��a del movimien-to del 
ometa 
on el pinball de varios 
��r
ulos es evidente. En los libros[6, 7℄ se dan otros ejemplos similares.En 1922, el matem�ati
o y astr�onomo fran
es Jean Chazy 
lasi�
�o to-dos los tipos de evolu
i�on �nal en el movimiento de tres part��
ulas,entre los 
uales se en
ontraban las �orbitas os
ilatorias. �Estas fueron in-trodu
idas por J. Chazy mediante 
onsidera
iones puramente l�ogi
as ysu existen
ia fue puesta en duda hasta que, 
on las mismas t�e
ni
as queusamos en el pinball equilatero, el matem�ati
o sovi�eti
o K. A. Sitnikovdemostr�o su existen
ia a �nes de los 50's del siglo pasado, ver [6℄.Este ensayo fue es
rito tratando de usar 
omo motiva
i�on para elestudio de los sistemas din�ami
os al pinball, el le
tor interesado en estostemas puede profundizar su estudio en las referen
ias [2, 3, 6℄.Referen
ias[1℄ M. Alonso y E. J. Fin: F��si
a, Vol 1 : Me
�ani
a . Fondo Edu
ativoInterameri
ano, S. A., Mexi
o, 1970, 1976.[2℄ R. Devaney: An introdu
tion to 
haoti
 dynami
al systems.Addison-Wesley, Reading, MA, 1989.
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